Hatodik A4 gyakorlat

1. Folytonos eloszlasok

EloszlasflggvényEgy X folytonos valdszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye pantban felvett értéke megadia,
hogy mekkora valészinliséggel vesz felawalds szamnal kisebb értéket: F'(z) = P(X < z) = P(X < z) =
P(X € (—o0,2]), ¢ € R.

Az eloszlasfiiggvény jellenti

1. a(—o0)-ben0-hoz, acc-benl-hez tart,
2. monoton ndvekly (nem feltétlenul szigortan!) vagyis ha < x2, akkor F(z1) < F(x2),
3. folytonos eloszlas esetén folytonos (egyébként csak balrél folytonos).

S(irGségfliggvényA folytonos esetben azt is feltessziik, hogy van olyastir(iségfiiggvénamellyel F(z) =
[f. f(t)dt, = € R. Mivel F(z) folytonos, ezért minden: pontbanf(z) = F’(x). Tetsdleges(a,b) vagy [a, b]
intervallumba esés valészinlisége a folytonos esetben:

b
Pla<X <b)=Pla< X <b)=F()—F(a) = / Ft)dt.
A sliriségfiiggvény tulajdonsagai:

1. f(xz) > 0 mindenz-re,
2. T f(x)dx = 1.

A valbészinliségi valtozéarhat6 értéke folytonos esetben:

E(X) = j? xf(x)dx,

Exponencialis eloszlasA \ paraméterii exponencidlis eloszlas

eloszlasfuggvénye? (z) = 1 — =7, hax > 0,

slrlségfiiggvényef(z) = Ae=** haz > 0.

Egy valbsziniiségi valtozorokifju tulajdonsagi (mas névememoaria nélki)i ha teljesil ra a kovetkézP(X >

s+t|X >t) =P(X > s) mindens, t > 0 esetén. Azaz ha a valdszinliségi valtoz6 valaminek az élettartama, akkor az
Orokifju tulajdonsag jelentése a kdvetbeamig a szébanforgé dolog ,&l", a tovabbi fijet illetdleg esélyei olyanok,

mint egy ,Ujszulétt” dolognak.

Egy pozitiv érték folytonos valdszinliségi valtozé akkor és csak akkor 6rokifju tulajdonsagu, ha exponencilis elosz-
las.

Folytonos egyenletes eloszlas és normalis eloszl&s szerepelt korabbi gyakorlatainkon.

2. Feladatok

1. LegyenX egy egyenletes eloszlasu val6szinliségi valtoz@az intervallumon.

a) F(z) =P(X <) ="

b) W:?haa<xl<xg<b.



2. Az alabbi figgvények melyike lehet eloszlasfliggvény? (Ahol a fliggvény nincs megadva, ott automatikusan 0.)
a) Fx)=1+e* ha —-1<ux
2
=2 —— >
b) G(z) =2 1 ha z>0
c) Hz)=1—-e* ha x>0
d) I(a) = S(4—x) ha 0<z<2 é 1 ha a>2

3. Az alabbi fuggvények melyike sirliségfliggvény? (Amelyik tartoméany nincs megadva, ott a fiiggvény 0.)

a)
2
f(x)== ha x>1
x
b)
sin(z)
g(x) = 5 ha 0<z<2
c)
h(z) = %Sin(g) ha O<z<m és 3" 'In(3) ha 2<0
d)

i(x)=2e"* ha x>0

4. Egy tlzérségi lbvedék a célteriiletet eggugart korén beldl éri el. A kéron barmely teriiletre érkezés valé-
szinlisége aranyos az adott teriilet dseamaval.AzX valdszinliségi valtozo jelentse a becsapddas pontjanak
tavolsagat a célteriilet kozéppontjatdl. Hatadrozzuk miegloszlasfliggvényét és slirliségfiiggvényét! Mennyi
annak a val6szinlsége, hogy a lovedék gxill 3r/4 sugarakkal hatarolt kérgy(r{ belsejébe esik?

ol

. Egy!l hosszusagi ropit talalomra valasztott pontban kettétoriink. Mi az igy keletkezett darabok kozil a révideb-
bik eloszlasfliggvénye?

6. A0, 1] intervallumon egyenletes eloszlassal és egymastdl fliggetlenil kijeldllink 4 pontot. Mi a nagysag szerinti
3. pont eloszlasfiiggvénye? Es a slirliségfiiggvénye? Es ha 10 pontot valasztunk, mi a 6. eloszlasfiiggvénye?

~

. Vélasszunk az egységnégyzetben egyenletesen egy pontot. Je#fjentnak a négyzet legkdzelebbi oldalatol
vett tavolsagat. Hatarozzuk meg Azeloszlasat! Mi annak a valészinlisége, hogy a pontunk tavolabb van az
oldalaktél, mintl/4? MennyiX varhato értéke?

(o]

. Egy tavolsagi busz egyenletes eloszlas szerint érkezik a megalléba, munkanapokon 13:00 és 13:15 kdzott, hét-
végén 13:00 és 13:10 kozott. Utazasdims-a hétvégére?/3-a hétkdznapra esik. Mindig 13:00-ra érkeziink a
buszmegalldba. Hatarozzuk meg a buszra varakozas eloszlasat. Mi annak a valdszinlisége, hogy kevesebb mint
5 percet kell varakoznunk?

©

. Egy busz azA és B varosok kozétt kdzlekedik, amelyek tavolsaga 100 km. Ha a busz meghibasodik, a meg-
hib4dsodéas helyének a tavolsdgamxarostol egyenletes eloszlas( 100) km intervallumon. Busz-szerviz
A-ban,B-ben és a féluton van. Egy javaslat szerint jobb lenne a szerviZet@t25, 50 és 75 km-re elhelyezni.
Hasonlitsa 6ssze a két alternativat!

10. Egyenletesen valasztunk egy félkériven egy pontot, vagyis egy adott ivhosszba esés val6szinlisége aranyos az
ivhosszal. Az igy kapott pontot a kdzéppontbdl kivetitjik a félkor afijgéel parhuzamos éritte, amely egy
szamegyenes, ahol az érintési pont a 0, és a skadldzasa megegyezik a félkérével. Mi annak a val6szinlisége, hogy
a kivetitett pont & —oc, 2) intervallumba esik? Es annak a valészin{isége, hogylal) intervallumba esik?

(Az igy kapott eloszlas a Cauchy-eloszlas.)
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Egyenletesen valasztunk egy pontot a egységsugaru félkériven, majd az igy kapott pontot levetitjlldez. atmér
Mi annak a val6szinlisége, hogy az igy kapott panpt@.s, 0.5) intervallumba esik? Mi annak a valészinlisége,

hogy kisebb, mint 0? Es, hogy kisebb, m#@? (Az igy kapott eloszlas az &rkuszszinusz-eloszlas.)

Egyenletesen valasztunk egy pontdt-a, 1] intervallumban, jeldljuk ez -szel. Mi annak a valészinlisége,
hogy X% < 0.5 ? Es ha a pontunkat [@, 1]-ben valasztjuk egyenletesen? Mi leXZ eloszlasfiiggvénye?
Es a siiriségfiiggvénye? Mi lesz a varhatd értéke? Milyem leszF'(x) = 0.5? (Azt azx szamot, melyre
P(X < z) = 0.5, az X valoszinliségi valtozé medianjanal nevezzik. Hasonlitsuk dssze a varhaté értékkel!)

LegyenX? egyenletes &), 1]-en. Mi leszX eloszlasa? Mi a medianja, varhatd értéke?

Egy bergeng6c DVD napokban kifejezett élettartamanak strliségfliggyérye- ?23 haz > 1. Mi annak a

valoszinlisége, hogy ha januar 26-an hoztuk haza a boltbdl, akkor februar 1-én még mikoddik? Melyik DVD-t
érdemesebb megvenni, a dél-szaharait, aminek strlségfliggrérnye w% (haxz > 1) vagy a bergengécot?
Atlagosan mennyit idt birnak ki ezek a DVD-k?

Egy buszmegalléban annak a valészinlisége, hogy a kdveleacen belill jon bust — e8¢, Mi annak a
valosziniisége, hogy tobb mint 10 percet kell varakoznunk? Es annak, hogy kell varnunk legalabb 5 prcet, de
legfeljebb 10-et? Mi a varakozasi@dk varhatd értéke? Mi annak a valészinlisége, hogy ha mar sikertelen(l
vartunk 4 percet, akkor kell még varnunk legalabb 10 percet?

Egy irodaban atlag 5 percenként cseng a telefon. Az utolsé hivas 4 perce volt. Mi a valészinlisége, hogy az
utolsé hivas és a kovetk@é@hivas kozti idtartam 5 és 10 perc kdzé esik?

Egy utcai telefonfiilke foglalt, amikor odaérek. A beszélgetés hossza véletlen, percekber péraméter(i
exponencialis eloszlasu. Mi a valészinlisége, hogy 5 perc mulva sem kerllok sorra? Mi a helyzet akkor, ha
tudjuk, hogy odaérkezéstinkkor mar 2 perce tart a beszélgetés?

Adott tipusu elektromos berendezések 2%-a 1000 tizemaoran belil elromlik. Tegyiik fel, hogy a meghibasodéasig
eltelt idd exponencidlis eloszlast kdvet. Mekkora a valdszinlisége, hogy egy ilyen berendezés az éatlagosnal
tovabb mlkodik?

Egy o6rokifju tulajdonsagu villanykbrténél annak a valészinlisége, hogy 2000 éranal tébbet izemel. Egy va-
rosban 200 ilyen &ff helyeziink el. Mi a val6szinlisége annak, hogy 200 éra elteltével éppend vdaggt?

Tapasztalataink szerint egy bizonyos téren naponta 6sszesdpoért szemét mennyisége mas napoktél fliggetlendl
normalis eloszlast kdvet 5,5 kg varhato értékkel és 1,5 kg szoérassal. Mi a val6szinlisége annak, hogy harom
egymast kdvet nap mindegyikén az 6sszesoport szemét mennyisége kevesebb, mint 6 kg?

Egy X valdszin(iségi valtozo6 varhato értéke 0, szérasa 1. Melyik esetben valdszin(ibX hedy'2 ; akkor,
ha X eloszlasa normdlis, vagy akkor, ha egyenletes?((A&) intervallumon egyenletes eloszlas szér?%.)

Legyen azX egy tetsbleges folytonos valészinliségi valtozdx) eloszlasfliggvénnyel/ pedig egyenletes
eloszlasu 40, 1] intervallumon. Tegyuk fel, hog¥'(z) invertalhato a teljes szdmegyenesen. Hatarozzuk meg
F~Y(U) eloszlasat! (Altalanositott inverz eloszlasfliggvény hasznalataval nincs sziikség a folytonossag és az
inverz létezésének feltevésére, de ezzel részletesebben nem foglalkozunk).



