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1. fejezet

Bevezetd

A Belief Propagation vagy mas néven Sum-Product algoritmus grafikus valdszintiségi modelle-
ken fut6, marginalis valoszintiségeket meghatarozo iterativ eljaras. Az algoritmust szamos teriileten
alkalmazzak kiilonb6z6 formaban: biologia, mesterséges intelligencia, képtomorités, digitalis kom-
munikacio. A Belief Propagation elnevezés beszédes. Az algoritmus lényegét tgy szoktak szem-
léltetni, hogy a grafikus modelliinkben minden cstcs egy processzornak felel meg. Az iteracios
lépések soran a processzorok a kapott informéciokat tovabbitjak a szomszédoknak. A Dr. Tusnady
Gébortol (Rényi Intézet) szarmazo "pletyka algoritmus" elnevezés taldloan leirja az algoritmus
lényegét.

Mint ahogy a kettGs elnevezés is sugallja, az algoritmus hosszu fejlédés eredménye, nem koéthetd
egyetlen személyhez. Az alapotlet annyira természetes, hogy szamos helyen megjelent, mig elnyerte
mai tobbé-kevéshé egységes formajat. A fejezetben Osszefoglalom a torténetét. Tekintve, hogy
nagyon sok hivatkozéssal rendelkez6 algoritmusrol van sz, a leirds szubjektiv. Elnézést kérek
azoktol, akiket nem emlitettem.

Torténete elss dllomasanak Gallager 1963-ban megjelent [1] PHD dolgozatat tekinthetjiik. Eb-
ben Gallager bevezeti az LDPC (Low density parity-check codes) kodcsaladot kiegészitve iterativ
dekodolo eljarassal. Maga az iterativ eljaras a dolgozatban még nincs szorosan 0sszekapcsolva gra-
fikus képpel, azonban az alapgondolatot mar tartalmazza: a globalis szamitéast lokélis szamitasokra
vezeti vissza. Gallager eredményétdl fiiggetlen, konvoltciés kodok dekoddolasara kitalalt, 1967-ben
[2]-ben ismertetett Viterbi algoritmus, és a [3|-ban 1974-ben bevezetett ott kodolasra hasznalt, de
altaldban rejtett Markov modellen is hasznalhato Elére-Hatra! algoritmus is a Belief Propagation
speciélis esetei. Mindkét algoritmus kitalalasuk ota széles kérben elterjedt. A mai Belief Propagati-
on felé vezetd ut kovetkezs mérfoldkove Tanner 1981-es [5] munkaja. Ebben bevezeti a Tanner graf
fogalméat kodok grafikus abrazolasara, tovabba a definialt grathoz kéthetGen altaldnositja Gallager
kodolo eljarasait. Gallager és Tanner eredményei igényes és szép matematikan alapultak, mind-
azonaltal a kapott kodolasi eljarasok az akkori technikai szinvonalon nem voltak til hatékonyak a
gyakorlatban. Emiatt az emlitett eredmények sokéig visszhangtalanok maradtak. A Belief Propa-

gation torténetében nagyon fontos mérfoldké Berrou, Glavieux, Thitmajshima [7]-ben bevezetett

Langol szakirodalomban Forward-Backward algoritmus
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Turbo-kodja (1993). Az empirikus eredmények azt mutattak, hogy a konstrukcioval egyes csator-
néakon, kitalalasa el6tt nem is remélt mértékben, kozel lehetett jutni a Shannon-kapacitashoz. A
Turbo6-kod sikerén felbuzdulva sokan kezdték keresni a Turbé-kod sikerének mély okait, ezzel egyiitt
dekodoloja mitikodésének matematikai bizonyitasat, illetve sokan kerestek hasonléan eredményes
konstrukciokat. Mackay és Neal 1995-ben [9]-ben ujra elévették Gallager és Tanner konstrukci-
ojat. Torténetileg fontos, hogy ez volt az elsé informécidelméleti dolgozat, amelyben szerepel a
Belief Propagation kifejezés. A kovetkezs altalam fontosnak itélt publikici6 Wiberg 1996-os [10]
PHD dolgozata. A dolgozatban Wiberg sszefoglalta és altalanositotta Gallager és Tanner eredmé-
nyeit. Az egyik hasznalt dekddolo algoritmust Sum-Product algoritmusnak nevezte. A késGbbiek
szempontjabol fontos megjegyezni, hogy mindezt a Turbo-kod fényében tette, sajat munkija és a
Turbo-kod kozotti sok fontos kapcesolatra ramutatott.

A Belief Propagation vagy mas néven Sum-Product algoritmus térténetének mésik nem kevéshé
fontos széla Pearl 1988-ban megjelent |6] konyvéhez kotédik. Pearl a konyvben foglalta dssze addigi
kutatasai eredményeit. Az eddig leirtaktol fiiggetleniil bevezette iranyitott graf modellek (Bayes-
halo) marginalis valoszintiségeinek szamolasara a Belief Propagation iterativ algoritmust. Pearl
algoritmusa széles korben elterjedt, a konyvben leirt alapgondolatokat szamos helyen megtalaljuk.

A fentiekhez hasonl6 grafikus modelleken mikodé iterativ algoritmusoknak rengeteg forma-
juk és alkalmazasuk lett az évek soran. Az eredmények hasonlitottak, mégsem mutattak egységes,
rendezett képet. Az els6 szintézist hozo fontos eredménynek Aji és McEliece [11] és [16] cikkei
tekinthetek (1997, 2000). A publikaciokban igyekeztek altalanos keretet adni a kiilénbo6z6 iterativ
algoritmusoknak. Fontos McEliece és Mackay [12] k6z6s munkéja is, melyben sikeriilt a Turbo-kod
dekodold algoritmusét Pearl Belief Propagation algoritmusanak specialis eseteként leirni. Ezekkel
a munkakkal részben parhuzamosan folyt Kschischang, Frey és Loeliger szintézist keres6 munkaja,
melyet 2001-ben jelentettek meg [18]-ban. Ebben a Tanner-Grafokat altalanositva bevezették a
Faktor-Gréafnak nevezett grafikus reprezentaciot, illetve az 1j altaldnos reprezentacioval kompati-
bilisen altalanositottak a kodokon miikodé Sum-Product algoritmust. A cikkiikben belattak, hogy
szamos iterativ algoritmus speciélis esete az altaluk definialt altalanos algoritmusnak: Pearl Belief
Propagation algoritmusa, Turbé6-kéd dekodolé algoritmusa, LDPC kod egyes dekddoloi, Elére-
Héatra algoritmus, Viterbi algoritmus, Kalman sziir6, egyes Gyors Fourier Transzforméciok. A cikk
nyoman altaldnosan elterjedt a Faktor-Graf reprezentacié. Azonban az algoritmusra a cikkiikben
hasznalt Sum-Product elnevezés osztozik a Pearl munkéjara utald Belief Propagation elnevezéssel.
En az altalanositasokhoz jobban ill6 volta miatt, tovabbé az alapgondolatot nagyon hii kifejezése
miatt adtam a dolgozatnak a Belief Propagation algoritmus és alkalmazasai cimet. Mindazonéal-
tal a dolgozatban hasznalom a Sum-Product elnevezést, s6t a Belief Propagation/Sum-Product
elnevezést is.

A Belief Propagation /Sum-Product algoritmus fa Faktor-Grafokon egzakt. Nem fa reprezentaci-
6n altalanos esetben tisztazatlanok a konvergencia kérdései. A dolgozatok egy része igyekszik a nem
fa reprezentaciobol kiilonbozé atalakitasokkal fa reprezentéciot késziteni. A dolgozatok egy masik

része pedig igyekszik megvizsgalni, hogy mi torténik, ha nem fa reprezentécion fut az algoritmus. A
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kérdéskor fontossaga kétségtelen, szamos empirikusan jonak bizonyulé alkalmazés reprezentécidja
nem fa (pl. Turbo-kod dekodoloja). Masik fontos kutatéasi irdny az algoritmus més matematikai
agakkal valo kapcsolatanak feltarasa, és a kapcsolaton keresztiili altalanositas.

Emlitettem, hogy a Turb6-kéd nagyon kozel jutott a Shannon-kapacitashoz. A f6gondolatok
felhasznalasaval a Turbo-kod kitalalasa 6ta még jobb eredmények sziilettek. Fontos, hogy a Turbo-
kod okozta lelkesedés eredményeként Richardson és Urbanke jelentés kozremiikodésével, LDPC
koddal kiegészitve Belief Propagation/Sum-Product algoritmuson alapulé dekodoloval is sikertilt
nagyon megkozeliteni a Shannon-kapacitast ([20], [21], [22]). [32]-ben tgy fogalmaznak a szerzdk,
hogy az emlitett eredményekkel koriilbeliil 50 év kitarté munka utan sikeriilt elérni a Shannon-
kapacitast.

Osszefoglalva a leirtakat, azt mondhatom, hogy a Belief Propagation/Sum-Product algoritmus
sok ember kemény munkajaval nyerte el mai altalanos formajat. A természetességét tamasztja
ala szamos megjelenése és alkalmazasa. Kiilonosen figyelemremélté, hogy a Shannon-kapacitas
elérésének hatterében is ez az algoritmus all.

Most, hogy az olvasonak van elképzelése a témarol, szeretnék néhany sort irni a diplomamun-
kamrol. Osszességében a diplomamunka egy nagyon sok formaban megjelend, sok hivatkozéassal
rendelkezd algoritmuscsaladrol ad rendezett, attekinthetd képet. Mindezt olyan forméban teszi,
hogy a témakor irant érdekl6ds olvasé konnyen elsajatithatja az alapokat, tovabbé a részletes iro-
dalomjegyzéknek koszonhetSen iranymutatast kap a témakor mélyebb feldolgozasdhoz. Az egységes
kép miatt szdmos helyen egyedi vonasokat tartalmaz a témakor bemutatésa. A dolgozatban teszek
tobb, altalam fontosnak tartott, kisebb megjegyzést, kiegészitést. A diplomamunkdmban azok a
megallapitasok, amelyek allitas név alatt talalhatoak, vagy létezd tételek altalanosabb formai, vagy
a szakirodalom &ltal sugallott, de pontosan ki nem mondott megallapitasok. A dolgozatot igye-
keztem gy megirni, hogy rdmutassak az algoritmus iitemezésének fontossagara, tovabba a 0-k
szerepére.

A dolgozatban a hosszabb szakaszokat fejezetnek, a rovidebbeket a fejezetek részeinek nevezem.
A masodik fejezetben tébb grafikus modellrsl, tovabbéa azok gyakorlati alkalmazasukrol irok. A
harmadik fejezetben targyalom kérmentes reprezentaciokon Pearl eredeti Belief Propagation algo-
ritmusat, [18] Sum-Product algoritmuséat és ezek ekvivalencidjat. A negyedik fejezetben részletesen
irok a Sum-Product algoritmus koron futé valtozatarol. Az 6todik fejezetben kodolési alkalmazé-
sokrol lesz sz6. Végiil a hatodik fejezetben Gsszefoglalom a leirtakat.

A dolgozatban a megértés elGsegitése miatt sok dbra talalhatd. A nem sajat készitési abrak pon-
tos szarmazasi helyét minden esetben feltiintettem. Sok angol szakkifejezést magyarra forditottam,
az eredeti angol megfelelGjiiket az elsé el6forduléasnél a labjegyzetben megadtam. A cimhez k6t6d6
Belief Propagation algoritmus, Sum-Product algoritmus, Max-Product algoritmus elnevezéseket

nem magyarositottam.



2. fejezet

Grafikus modellek

A fejezetben a Belief Propagation/Sum-Product algoritmushoz szorosan kothetd grafikus rep-
rezentaciokrol frok. Kozos a grafikus modellekben, hogy gyakorlati feladatok inspiraltak kialaku-
lasukat. Didhéjban arrél van szo, hogy egy sokvaltozos valdszintiségi modellben szeretnénk kiilon-
b6z6 kovetkeztetésekre jutni legtobbszor marginalis valoszintiségek kiszamolésaval. A modellezd
az egylittes eloszlast ismeri, pontosabban tapasztalatai alapjan ismertnek feltételezi. A gondot az
okozza, hogy a valtozok magas szama miatt a megfelels kovetkeztetések levonéasa racionalis idében
Osszetett matematika nélkiil nem lehetséges. A grafikus modellek az ismert eloszlés olyan lényeges
tulajdonsagait vizualizaljak, melyek altalaban segitenek a szamolasban. Az ismertetett modellek
mogott komoly és terjedelmes elmélet hizodik, ezért csak a dolgozat témajahoz szorosan kapcso-
16d6 aspektusokra térek ki. Az egyszert targyalas érdekében, ha csak kiilon nem emlitem, az egész
dolgozatban felteszem, hogy a szoban forgd valoszintiségi valtozok véges sok értéket vesznek fel. A
fogalmak részben folytonos valtozok, st folytonos és diszkrét valtozok egyiittes szereplése esetén
is érvényben maradnak. A fejezetet [6] és [29] alapjan irtam felhasznalva [18]-t is.

Ebben a fejezetben, és az egész dolgozatban a valoszintiségi valtozokat nagybetiivel jel6lom. A
kisbetiikkel részben a valoszintiségi valtozok értékkészletének rogzitett elemét jel6lom. Tovabba a
kornyezettdl fiiggen valtozot is jelolhetnek, amely értéke a valoszintségi valtozo értékkészletének
valamelyik eleme. Valoszintiségi valtozok értékkészletén értelmezett fiiggvényeknél sokszor magat

a valoszintségi valtozot szerepeltetem a fliggvény argumentumaban.

2.1. Bayes-halo

Bayes-halo alatt egyiittes eloszlasok iranyitott graf reprezentacidjat értjiik. Rogzitslink egy

sorrendet a valoszintiségi valtozoinkon: X, ..., X,,. [gaz a kovetkez6 jol ismert formula:

Vizsgaljuk meg a formula jobb oldalarol egy tipikus p(X;|X;_1,..., X;) kifejezést. Elképzelhetd,
hogy a konkrét eloszlas esetén a feltételbdl egyes valtozok elhagyhatok, vagyis 3 1 < ¢ — 1 és 3
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VIRRRYIE

p(XZ|XZ,1,,X1) :p<Xz’Xj177X]l) (22)

A feltételben megmaradd valdszintiségi valtozok halmaza nem egyértelmd, példaul a feltételhez
hozzavéve barmelyik kimaradt valoszintiségi valtozot (2.2) igaz marad. Koveteljiik meg, hogy a
tartalmazasra nézve minimalis indexhalmazt tartsunk meg. Ez a megkovetelés abban az esetben,
ha a p eloszlas szigortian pozitiv', egyértelmien meghatarozza a megmarado valoszintiségi valto-
z0k halmazat. Egyértelmten vagy nem egyértelmiien, de a (2.1) képlet egyszertisodik. Példa egy

egyszertisodott formara:
p(X1, Xo, X3, Xa) = p(Xu| X3, X1)p(X3|X2)p(Xa)p(X1). (2.3)

Mint lathato, az utolsé két tagban az iireshalmazra egyszeriisodott a feltétel. Ezen a ponton ér-
keztiink el a Bayes-hélo fogalmahoz. A (2.3) egyszertisodott formahoz egyértelmien rendelhetiink
egy iranyitott grafot. Elgszor felrajzolunk egy X, valtozonak megfelelé pontot. Ezt kovetSen fel-
rajzoljuk az Xs-nek megfelel6 pontot. Ha az X, nem filiggetlen X;-t6l, akkor iranyitunk bele egy
élet X1-bol. Altalaban is ez a szabaly, felvesziink a soron kovetkezd X;-nek megfelels cstcsot, és
azon korabbi cstucsokbol, amelyek a (2.3) egyszertsitett felbontasban szerepelnek az i-dik valto-
zonak megfelel§ tag feltételében, iranyitunk élet X;-be. A konstrukciénk eredményeképpen egy
irdnyftottkdrmentes iranyitott grafot, agynevezett DAG-ot kapunk. Felhivom a figyelmet, hogy az
élek iranyitasdnak megsziintetésével lehet kor a grafban. Tovabba fontos, hogy a konstrukcio fligg
a (2.1) felbontastol,vagyis a csicsok cimkézésének sorrendjétsl, tovabba ha a p eloszlas nem szigo-
rian pozitiv, akkor a (2.2) egyszertisodéstdl is. A 2.1 abran lathato, hogy a példanak hozott a (2.3)

felbontas milyen Daghoz vezet.

® ©
@

2.1. abra. A (2.3)-as faktorizacionak megfelel Bayes-halo

1. Definicié. Egy G irdnyitott grafban egy csics elddeinek azon csicsokat nevezziik, amelyek ird-
nyitott élet kiildenek a szoban forgo csicsba. Eqy csics utddai azok a csucsok, amelyekbe élet kiild
a vizsgdlt csics. Eqy csiucs leszarmazottar pedig azok a csucsok, melyekbe irdnyitott witon el lehet

Jutni a csiucsbol.

2. Definicié. Ha egy p egyiittes eloszldsbol a fenti konstrukcioval megkaphato G irdnyitottkérmen-
tes iranyitott grdaf, akkor G-t a p eloszldshoz tartozo Bayes-hdlonak nevezziik. A Bayes-hdldt szo-

kds kiegésziteni a csicsokhoz rendelt p(X;|par(X;)) valdsziniségeket tartalmazo tabldzatokkal, ahol

!minden vektoron 0-nal nagyobb értéket vesz fel
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par(X;) az X; csics elddeinek halmazdt jeloli. A tdblizatokkal egyiitt a Bayes-hdlo egyértelmien

meghatdrozza a modell valosziniségr valtozoinak eqyiittes eloszldsdt.

Vegyiik jobban szemiigyre a konstrukciot, ezen beliil is fokuszaljunk a (2.2) képletre. Gytijt-
siik Ossze az X;_1,..., X, valoszintiségi valtozokat egy I halmazba, az X; ,..., X, valoszindségi
valtozokat pedig egy J halmazba. Jeloljiikk K-val az [\ J halmazt. Ekkor a (2.2) képlet azt fo-
galmazza meg, hogy ismerve a J-halmazba tartozé valdszintiségi valtozokat, az X; valoszintiségi
valtozo teljesen fiiggetlen a K-halmazba tartozé valoszintiségi valtozoktol. Vagyis tekinthetiink tgy
a Bayes-halora, mint feltételes fiiggetlenségi allitdsok halmazanak vizualizacidjara. Ezen a ponton
érkeztiink el a Bayes-halok egy jabb fontos tulajdonsagahoz. Pearl [6]-ben bevezet egy d-szeparacio
nevi eljarast, aminek segitségével egy konkrét Bayes-halorol a definialo feltételes fliggetlenségi al-
litdsokon kiviil, konnyd algoritmussal, tovabbi feltételes fiiggetlenségi allitasok nyerheték. Nézziik
ezt meg részletesebben. Harom cstcs egyméshoz viszonyitott helyzete haromféle lehet. Megfigyel-

hetjiik a lehet&ségeket a 2.2 dbran. Ha a 2.2 dbra eseteire, mint kiilénall6 modellekre gondolunk,

@ (b)\
/(a)

® ® @& ° ®

2.2. dbra. Utak mentén a lehetséges talalkozasi viszonyokat mutatja. A taldlkozasok elnevezése

rendre: ki-ki, be-ki, be-be. A szinezett csticsok megfigyelt értéki valoszintségi valto-

zOkat jelolnek.

akkor elmondhato, hogy az (a) és (b) abrak Markov-lancokhoz tartozé Bayes-halokat testesitenek
meg. Emiatt igaz, hogy C' értékének ismerete mellett A és B fiiggetlenek. A harmadik (c) esetben
pont az ellenkezGje mondhato el: A és B fiiggetlenek, de miutan C' mindkét valtozotol fligg, ezért
C ismerete mellett A és B Osszefiiggdvé valik. A harom eset elnevezése rendre ki-ki?, be-ki®, be-be?.

A Pearl altal definialt d-szeparaci6 tulajdonsag igy hangzik:

3. Definicié. A és B vdltozohalmazokat a C' vdltozéhalmaz d-szepardlja, ha minden A-beli csiucsbol

B-beli csicsba mend irdnyitatlan utat blokkol a C' halmaz. Blokkolds alatt a kovetkezdt értjiik:

(a) Taldlunk az it mentén hdarom olyan szomszédos csicsot, amelyek taldlkozdsa ki-ki, vagy be-ki,

€s a kozépsd csucs C' beli

(b) Taldlunk az it mentén hdrom olyan szomszédos csicsot, amelyek taldlkozdsa be-be, és sem a

kézépsd csics, sem a kozépsd csiucs leszarmazottai, nincsenek benne C-ben.

2angol szakirodalomban tail-to-tail
3angol szakirodalomban head-to-tail
4angol szakirodalomban head-to-head



2. GRAFIKUS MODELLEK 8

1. Tétel. Egy Bayes-hdloban ha A és B wdltozé halmazokat d-szepardlja C vdltozo halmaz, akkor

a C-beli vdltozok ismerete mellett A és B wvdltozo halmazok teljesen fiiggetlenek.

Pearl [6]-ban egy Verma nevii matematikus 1986-os tétele egyszerii kovetkezményeként emliti a
tételt. Bishop [29]-ben azt irja, hogy formalis bizonyitast Lauritzen adott 1996-ban. Egy specialis
esetet emelek ki. Legyen X; egy tetszGleges cstucsa a Bayes-halonak. Rakjuk bele az M-halmazba
az X; csucs elddeit és utodait, tovabba az utédok X;-tél kiilonbozé elédeit. Ekkor az igy kapott
M-be tartozo valoszintiségi valtozok értékeit ismerve az X; cstcs teljesen fiiggetlen az 6sszes tobbi
valoszintiségi valtozotol. Az M-halmazt az X; adott Bayes-halohoz tartozé Markov-takar6janak®
nevezziik. Vegyiik észre, hogy fontos, hogy beleraktuk a Markov-takaréba az utédok elédeit, hiszen
ha nem tettiik volna meg, akkor lenne kett6 hosszt nem blokkolt 1t a vizsgalt csiicsunkbol ezekbe

a csucsokba. A Markov-takarot szemlélteti a 2.3 abra.

2.3. abra. [29]-bdl szarmazo abra. Egy kiszemelt X; valtozo Markov-takarojat mutatja.

Pearl a Bayes-halokat elsédlegesen emberek dontési mechanizmusainak modellezésére hasznal-
ta. Ezenkiviil jelentés a modell hasznélata a mesterséges intelligencia kutatasban és a bioldgiaban
is. Fontosnak tartom a modell orvosi alkalmazasait. Utdébbiaknal a valészintiségi valtozok sokfélék
lehetnek: beteg fizikai paraméterei, szokéasai (dohényzas), vizsgalati eredmények, kiilonb6z6 beteg-
ségek megléte. Ebben az esetben sok valtozo értéke ismert (beteg szokésai, vizsgalati adatok), a
feladat ezen ismert értékek mellett az egyes betegségekhez tartozé marginélis valoszintiségek meg-
hatarozasa. A miiveletigény a legegyszertibb, egyiittes eloszlast tobbi véltozora Osszegzd algorit-
must hasznalva, exponencialis a nem ismert valtozok szaméban. Pearl ennek gyorsabb megoldaséara
dolgozta ki a Belief Propagation algoritmust, amely kiaknazza a valdszintiségi valtozo grafikus meg-
jelenését. Az algoritmus pontos ismertetésére a kovetkezs fejezetben keriil sor. Annyit megjegyzek,
hogy az algoritmus tényleges sebessége az egyiittes eloszlast definidlé Bayes-halo fliggvénye.

A rész végén kiemelném az ismertetett grafikus modell azon fontos tulajdonsagat, hogy a pontos
eloszlas a modellezs feltételrendszere. Egyes esetekben megtehetd, s6t praktikusabb egy Bayes-
halén keresztiil felvenni a modellt. Tovabbé vegyiik észre, hogy ha a Bayes-halo egy lanc, akkor
a valoszintiségi valtozoink egy véges Markov-lancnak felelnek meg. Ilyen nézépontbol tekinthets a

Bayes-hal6 Markov-lancok éltalanositasanak.

Sangol szakirodalomban Markov-blanket
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2.2. Markov-mezs

A Markov-mezG6t a fizika vilagaban és a képfelismerésben elGszeretettel hasznéljak. El6bbi nem
véletlen, a Markov-mez6 tekinthets a statisztikus fizikdban centralis szerepet jatszé Ising modell
altalanositdsanak. Didhéjban egyiittes eloszlast grafikusan megjelenits, iranyitas nélkili graf rep-

rezentaciérol van szo.

4. Definicioé. Tegyiik fel, hogy adott X1, ..., X, diszkrét valdszinidségi valtozok p egyiittes eloszldsa.
Legyen adott eqy G grdf is, amelynek csicsai bijektiv megfeleltetésben vannak a vizsgdlt valoszinii-
ségi vdltozokkal. A (G,p) pdrrol azt mondjuk, hogy Markov-mezd, ha teljesil a lokdlis Markov-
tulajdonsdg Vi-re:

p(Xi| Xy, X1, X, -, X)) = p(XGs2(X5)), (2.4)

ahol sz(X;) a G grifi. csicsinak a szomszédait jeloli. Vagyis ebben a modellben a Markov-takardt

egyszerien a szomszédok alkotjdk.

Legyen GG egy tetszGleges n csucsu egyszerd graf. Tegyiik fel, hogy a vizsgalt valoszintiségi

valtozok egyiittes eloszlasa a kovetkez§ alaku:
p(X1,. ., X0) = Z7 [ fe(Ve), (2.5)
EeQ

ahol Z~! normalé konstans, () a G graf klikkeinek részhalmaza, Vi az E klikkbe tartozo csticsoknak
megfelels valoszintiségi valtozok halmaza, fg pedig ezeken értelmezett nemnegativ fiiggvényt jelol.

Fontos a kovetkezd allités:

1. Allitas. Tegyiik fel, hogy egy p egyiittes eloszlds elddll a (2.5) alakban eqy G grdfhoz kéthetden.
Ekkor a (G,p) pdr Markov-mezd.
Bizonyitds: Jeloljik I-vel a modellben szerepld Osszes valoszintiségi valtozo halmazat.

_ p(Xla---yXi—laxini—i—la---;Xn)
inp(Xl, Ce 7Xi—17$i7Xi+1a Ce ,Xn)

p(wilsz(Xi), I\ {Xi, s2(Xi)}) = p(wi]s2(X;)). (2.6)

Fontos, hogy csak 0-t6l kiilonb6z6 valoszintiségi feltétellel kell dolgoznunk. Az utolsé lépésben ki-
hasznaltuk, hogy mind a szamlaloban, mind a nevezdben kiesnek a (2.5) faktorizacioban szerepld
azon fiiggvények, amelyek nem fiiggnek X;-t6l, tovabba miutan a fliggvények klikkeken értelmezet-
tek, az egyszertisodés utan megmaraddé fiiggvények csak a szomszédoktol fliggnek. ll

Szigortan pozitiv fiiggvény esetén a megfordités is igaz:

2. Tétel. Hammersley-Clifford tétel: (G,p) pdr, ahol p szigorian pozitiv, akkor és csak akkor

Markov-mezd, ha p eldall a G klikkein értelmezett szigorian pozitiv figguények szorzataként.

Megjegyzem, hogy ha egy iranyitatlan lanc a G graf, akkor a GG graf olyan egyiittes eloszlasokhoz

tartozhat, melyek a lanc mentén, mint idétengely mentén Markov-lancot alkotnak.
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A rész lezarasaképpen egy példat ismertetnék, mely tobb célt is szolgél: feltarja a kapcsolatot
a Markov-mez6 és az Ising modell kozott, tovabba a képfelismerés alapotletét is bemutatja.

Tegyiik fel, hogy rajzoltunk egy fekete-fehér elektronikus képet. A képet tgy kodoljuk, hogy
minden pixelnek megfeleltetiink egy X; valoszintiségi valtozot, melynek értéke 1 ha a pixel fekete,
—1 ha fehér. A képet elkiildjiik ismerdsiinknek. A kiildés kozege nem tokéletes, torténnek sérilések,
ismerdsiink y; pixelcsomagot kap (fixnek tekintjiik). A kapott informéciobdl szeretné minél ponto-
sabban helyreéllitani az eredeti képet. Ennek a megoldasara egy altalanos Markov-mez& modellt
hasznal. A (2.5) képlet alapjan adjuk meg a Markov-mezénkent. A klikkek ebben a specialis esetben
egyszertien 6nallo csiucsok, és élek lesznek. A klikkeken értelmezett pozitiv fiiggvényeknek pedig

energiat megtestesitd intuitiv jelentésiik lesz. Ehhez definidljuk a kévetkezd energiafiiggvényt:

E(Xy,.... X Y1,....Y, —aZX B> XiX; - XY (2.7)

(4,7):szom.

Az ehhez az energidhoz tartozo eloszlas a kovetkezs:
p(X1,..., X, Y1, Y,) = Z e P& Xn Yin oY) (2.8)

A modellt ugy foglalhatnank 6ssze, hogy valészintibbek a kisebb energiaju allapotok. Az energiat
pedig harom komponens hatérozza meg. Az elsé komponens a hozzarendelt paraméter értékétél
fiiggGen vagy a fehér vagy a fekete pixeleknek ad kevesebb energiat. A masodik komponens, ha a
hozzérendelt paraméter pozitiv, akkor az olyan konfiguracioknak ad kevesebb energiat, ahol tobb
az olyan szomszédos pixelpar, melyeknek azonos a sziniik. Az utols6 komponens pedig azt a termé-
szetes feltevést tartalmazza, hogy a csatorna nem katasztrofalisan rossz, vagyis kisebb energiajuak
az olyan konfiguraciok, ahol az eredeti és a kapott pixel szine megegyezik. Fzen altaldnos modell
keretein beliil a képet fogad6é baratunknak nem kell mést tennie, mint a paramétereket racioné-
lisan vagy empirikus adatokra tdmaszkodva megallapitani, ezt kovetGen pedig megkeresni azt az

Xi, ... X, konfiguraciot, amely maximalizalja a p(X1, ..., X,|y1, ..., yn) valoszintiséget. A definialt

991
i/”lf
o

2.4. abra. [29]-bdl szarmazé abra. A (2.5) faktorizaciohoz tartozé Markov-mez6t mutatja.

Markov-mez6hoz tartozo graf a 2.4 dbran lathato.

A képtomorités szakirodalma a feladat megoldasara szamos kozelité algoritmust tartalmaz. A
feladatot mindazonéaltal gyorsan és hatékonyan megoldhatjuk, ha a problémét egy részben alta-

lanosabb Faktor-Grafnak nevezett grafikus modell keretein beliil vizsgaljuk, és a Faktor-Grafon a
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késébb definidlt Max-Product algoritmus kort is tartalmazé modellre médositott valtozatat fut-
tatjuk.

2.3. Faktor-Graf

5. Definicio. Tegyiik fel, hogy egy adott egy n vdltozds figguény (értékkészletérdl a kivetkezd fe-
jezetben lesz részletesen szd), amely tobb figguény szorzataként elddll:

fy, ) =[] HV), (2.9)

jed

ahol J eqy tetszdleges diszkrét halmaz, V; pedig a vdltozoknak egy részhalmazdt jeloli, f; pedig tet-
szoleges V; argumentumi fiiggvény. Ekkor az f figgvény a (2.9) felbontdshoz tartozo Faktor-Grifia
alatt azt a paros grafot értyik, amelyet a kévetkezdképpen konstrudlunk: az eqyik komponensbe annyi
csucsot tesziink, amennyi vdltozo szerepel a fiigguény argumentumdban, a mdsik komponensbe pe-
dig minden a (2.9) faktorizdacioban szerepld f; fiigguényhez kapesoloddan rajzolunk egy csicsot. Egy
vdaltozdcsucsot dsszekdtink eqy fligguény csucesal, ha az adott vdltozo szerepel az adott figguény

argumentumai kozott.

A konstrukeiot vilagosabba teszi a 2.5 abra. Egy késébbiek szempontjabol nagyon fontos technikai
definicio:

6. Definicié. A (2.9) faktorizdiciohoz kapcsolddoan azt mondjuk, hogy az f figguény elddll a jobb
oldalon szerepld fiiggvények szorzataként. Ezentil fiigguények szorzatdn mindig ezt értem. Specidli-

san vektorok is felfoghatok egyvdltozos fiigguényekként, ilyen értelemben vett szorzatuk a koordind-

tankénti szorzat.

@) @)

@) (@) (@)
SNAN
fa s fe fo fE

2.5. abra. [18]-bdl szarmazo abra. Az fa(z1)fp(z2)fo(x1, 2, x3) fp(x3, x4) fE(v3, x5) faktorizé-

cidhoz tartozo Faktor-Graf.

Hangstlyozom, hogy a Faktor-Graf konstrukciojanal nemcsak valészintségi modellekre korla-
tozodunk, az f fiiggvény teljesen tetszoleges. Latni fogjuk a kovetkezd fejezetben, hogy a [18]-ban
leirt altalanos Sum-Product algoritmus a (2.9)-hez rendelt Faktor-Graf grafikus tulajdonsagait

kihasznélva az f fliggvény egyes valtozoinak marginalis gy, fliggvényeit szdmolja ki:

7. Definicié. Az f fiiggvény x; vdltozdjanak g¢,,, margindlis fiigguénye alatt a kovetkezdt értjiik:

Gai (7)) = Z flz, .. xn), (2.10)
~{z;}
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ahol ~ {x;} jeloli az dsszes {}-ben nem szerepld vdltozokbol dllo halmazt.

Miutan az el6z6 fejezetben ismertetett Bayes-hélo és Markov-mez6 grafikus reprezentaciok-
hoz tarsult az egyiittes eloszlas faktorizacidja is, ezért vilagos, hogy a definialt modellekhez ren-
delhetiink Faktor-Grafot. Ez annyit jelent, hogy a kiilonb6z6 modellekben felmeriil§ feladatokat
megoldhatjuk Faktor-Gréfon is.

Nagyon sok cikkben specialis Faktor-Graffal foglalkoznak, amely nagyon szoros kapcsolatban
van a Markov-mezdvel. Felteszik, hogy a (2.9) valoszintiségi valtozok egyiittes eloszlasat irja le,
tovabba a faktorizacidoban szereplé minden fiiggvény pontosan kétvéltozos. Ebben az esetben legyen
G a kovetkez6 graf: a csticsai alljanak bijektiv megfeleltetésben a modellben szerepls valoszintiségi
valtozokkal, két cstcsot kossiink Ossze, ha van olyan fliggvény a (2.9) faktorizacioban, ahol kozosen
szerepelnek. Az igy kapott GG graf gyakorlatilag a Faktor-Graf, annyi a kiilonbség, hogy a fliggvény
csticsokat eltoroltiik. Az 1. Allitas miatt a (G, f) par Markov-mez6. Igy ebben a specialis esetben

a két reprezentacio ekvivalens.

8. Definicié. Az el6z6 bekezdésben taglalt specidlis esetet Markov-Faktor-Grdf® reprezentdcionak

nevezem.

A negyedik fejezetben lényegesen kiegészitem a Markov-Faktor-Grafrol leirtakat.
A fejezet végén megismétlem azt a bevezet6ben méar emlitett tényt, hogy a Faktor-Graf a
kodokra mar hasznalt Tanner-Graf grafikus reprezentécio altalanositasa. Tanner-Grafokrol részle-

tesebben irok a kodolasi alkalmazéasokkal behatobban foglalkozo fejezetben.

6sajat elnevezés



3. fejezet

Belief Propagation/Sum-Product

algoritmus

Ebben a fejezetben ismertetem Pearl eredeti [6]-ban részletezett, Bayes-halokon futo, Belief Pro-
pagation algoritmuséat. Ezt kovetGen a [18]-ban altalanosan bevezetett Sum-Product algoritmust
ismertetem. Mindkét algoritmust abban az esetben targyalom, ha a szoban forgd grafikus repre-
zentaciok nem tartalmaznak iranyitatlan koroket. A fejezet utols6 részében megmutatom szintén
[18]-ban szerepls rovid vazlat alapjan, hogy az ismertetett Sum-Product algoritmus ténylegesen
tekinthetd az eredeti Pearl algoritmus altalanositasédnak.

Iranyitatlankormentes reprezentaciokon az ismertetett algoritmusok egzaktak. Hatékonysaguk
azonban attol fiigg, hogy az egyiittes eloszlashoz tartozo faktorizacié mennyire bomlott fel rész-

fliggvényekre.

3.1. Pearl Belief Propagation algoritmusa

Tegyiik fel, hogy adott egy Bayes-halo, amely nem tartalmaz iranyitatlan kért. Mint korab-
ban leirtam az algoritmus soran az egyes csiicsokra 6nallé6 processzorként gondolhatunk. Tegyiik
fel, hogy minden processzor tarolja a hozza tartozod p(X;|par(X;)) feltételes valoszintségekbsl allo
tablazatot, ahol par(X;) az X; csucs eldeit jeloli. Tegyiik fel, hogy néhany valoszintiségi valtozo
értékét megfigyeltiik. A Belief Propagation algoritmus minden a modelliinkben szerepld valoszi-
ntiségi valtozéra meghatarozza a megfigyelt értékek melletti feltételes marginélis valoszintiségeket.
Mindezt iterativ modon teszi. Minden processzor a szamara hozzaférhets informaciok alapjan iizen
a szomszéd processzoroknak. Megfelel§ szami iteracios 1épés utan megkapjuk a vart feltételes mar-
ginalis fiiggvényeket. Specidlis esetként, abban az esetben, ha nem rendelkeziink megfigyelésekkel,

kapjuk a feltétel nélkiili marginalis valoszintiségeket. Irjuk le a feladatot formalisan.

9. Definicié. Fvidencia halmaznak nevezzik a valdsziniségi vdltozoinkra vonatkozo megfigyelése-

inkbdl allo eseményt. A dolgozatban e-vel jeldlom.

13
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Példéval illusztralom az evidencia halmazt. Tegyiik fel, hogy az Osszes tudésunk az Y és Z valo-
szintségi valtozok megfigyelt értékei. Jeloljiik ezeket rendre y, z-vel. Ekkor e a kovetkezs eseményt
jelenti e = {Y =y, Z = z}.

10. Definici6é. A megfigyeléseink melletti feltételes margindlis valdsziniségek alatt a Bel(z) =
p(X = z|e) vektort értjiik.

Néhény technikai elnevezés:

11. Definici6é. Tetszdleges iranyitott vagy irdnyitatlan grdafban a csics foka a csicshoz kapcsolodo
élek szama (irdnyitds nem érdekes). Egy irdnyitatlan grafban egy csics kifoka, a beldle kimend
élek szdma, befoka pedig a felé halado élek szama. Egy csiucsot gyokérnek neveziink, ha a befoka 0,

levélnek, ha a kifoka 0.

A feladat megoldésanak elsé lépéseként alkossunk egységes képet. Az olyan valtozok mellé, ame-
lyek értékeit ismerjiik, vezessiink be alvalozokat. Tegytik fel, hogy Y-rol tudjuk, hogy az y értéket
veszi fel. Ekkor vegylink fel egy Ay-al jelolt alvaltozot, amely mindig ugyanazt az értéket veszi fel,
mint Y. Ennek megfelel6en modositsuk a grafikus reprezentécionkat, vegytink fel egy Ay-al jelolt
utod nélkiili cstucsot, amelynek egyetlen eléde az Y. Ezzel egyiitt az egyiittes eloszlas is médosul,
az Y értékkészletének énmagaval vett direkt szorzatan értelmezett fiiggvénnyel, amely 1 ha a két
koordinata megegyezik, 0 ha kiilonbozik a két koordinata. Végiil tekintsiik tgy, hogy igazabol Ay
értéke ismert. Az algoritmusban az alvaltozok csak kiildik az {izenetet, kapni nem kapnak. Tekint-
ve, hogy az alvaltozok bevezetése lokalis, nem okoz kiilonésebb szamitaselméleti bonyodalmat az
eljaras. Viszont elértiik, hogy a kép egységes lett, az evidencia halmazok mindenképpen levelekre
vonatkozo6 informéaciokbol allnak. Igy minden eredeti valtozot egységesen kezelhetiink.

Vizsgaljunk egy tetszéleges X véltozocstcsot, amely nem alvaltozo. Az el6dei legyenek Uy . .. Uy,
az utédai pedig Y7, . . ., Y,. Osszuk fel az e evidencia halmazt két részre: e, ey . Legyen az X utoda-
inak erdgje a kovetkezs: rakjuk bele X minden utéodat, és minden olyan cstcsot, mely az utodaibol
elérhetd olyan iranyitatlan iton, amely nem érinti X-et. A definialt erd6ben szerepld alvaltozok al-
tal meghatarozott evidencia halmazt jeloljiik ey-al. A Bayes-halonk maradék, az el6z6 erdén kiviili
csticsokra vonatkozo evidencia halmazat jelsljiik el-al. Tovabba bevezetek egy technikai jelolést,
ha egy vektor (vagy komponensei) el6tt szerepel a «, az a vektornak azt a normalt valtozatat jeloli,
ahol a komponensek Gsszege 1. A levezetésben fontos lesz az irdnyitatlan kormentességi feltétel.
Szamos helyen, mikor a d-szeparaciéora hivatkozom, azért tehetem meg, mert a vizsgalt cstcsok

kozott a kormentesség miatt a latott Gton kiviil mas ut nem vezet. Ezekkel a jeldlésekkel:
Bel(z) = p(X = z|ek,ex) = ap(ek,ex|X = 2)p(X = z) = ap(ex|r)p(z]e}) = a(z)n(z), (3.1)

ahol kihasznaltuk, hogy az e-hez k6t6d6 valoszintiségek konstansnak tekinthetdk, tovabba azt, hogy
X ismeretében a d-szeparacié miatt el és e fiiggetlenek, és bevezettiik a megfelels tagokra a A(x)
és a m(x) jelolést. Megjegyzem, hogy a (3.1)-ben, és a tovabbiakban is, vektorok koordinatankénti

szorzata szerepel.
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Néhany tovabbi technikai jelolés kovetkezik. Az X-bdl kifutd élek mentén tovabbi részekre

oszthatjuk az evidencia halmazokat:
ex = {exy, - xy, - (3.2)

ek ={ef,x---efx}- (3.3)
Ahol ey, az X — Y él elhagyaséaval keletkez6 Y-t tartalmaz6 komponensre (azon csticsok halma-
za, amelyekbe iranyitatlan uton el lehet jutni Y;-bol az eltorolt élet nem hasznalva) megszoritott
evidencia halmazt jeloli. Hasonl6an e;}i v az U; — X ¢l elhagyasaval keletkez6 az U;-t tartalmazo
komponensre megszoritott evidencia halmazt jeloli. Informativan az e;/ ~ felbontés a rendes valto-

zokra hasznalhato, mig az élekhez kapcsolodo jeldlésben szerepelhetnek alvéaltozok is. A 3.1 abran

4

3.1. abra. Illusztracié az evidencia halmazok pontos megértéséhez

korok jelolik az igazi valtozokat, négyzetek az informéaciot hordozo alvaltozokat. Ekkor a kévetkezs
a helyzet e;} = {2}, ex = {3, 4}, exy, = {4}, 6;52 ={2,3}, ey, = {4}, ex53 = {3}.
A felvezetett jelolésekkel készen allunk az algoritmus levezetésére. A (3.1) egyenletet fogjuk

visszavezetni az el6dok és utédoktol kaphato tizenetekre.

=plexy, ---Exy,|7) =
= plexy 7). plexy, |2) = (3.4)
=@,

Ahol Ay;(z) = p(exy, |z). Az utolsé érdemi lépésben kihasznédltuk azt, hogy a d-szeparaci6 feltétel

szerint x ismeretében fiiggetlenek a megfelel6 komponensekbe esé valoszintségi valtozok.

m(z) = P(x|e;}1X . eJUrnX) =

= Z plx|ur, ... up el el Ip(un, .. unlel e ) =
UL yeenslpy
3.5
= Z plxlug, .. up)p(uy, ... ugled - el x) = (3.5)
UL yeensUny

= Z p(ajlul? cee 7un)p(u1‘€;1X) .- p(un|€§nX)

Ul Un
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A fenti levezetésben fontos az a tény, hogy az X el6dei semmiképpen nem alvaltozok, hiszen csak
utodok lehetnek azok. Az utols6 el6tti és az utolsd lépésben felhasznéltuk a d-szeparédciot. Az
utolso 1épésben specialisan, az iires halmazra alkalmaztuk a d-szeparaciot, azt hasznéaltuk ki, hogy
az {U;, ef; x)}-k teljesen fiiggetlenek.

Vezessiink be egy jelolést: mx(u;) = p(uilef; x). Tovabba vastagabb bettivel vektort jelolok.
Ezekkel a jeloléssekkel:

= Zp(ﬂu) wa(uz) (3.6)

Osszegezziik az eddigi eredményeket. A (3.6) és a (3.4) egyenldségek Bel(z) kiszamolasat Ay, (z)-
k és mx(u;)-k ismeretére vezetik vissza. Vegyiik észre, hogy ha egy Y; utod egyfoku levél, akkor
Ay; () meghatéarozott. Ebben az esetben ha Y; alvaltozo, akkor igazabdl a vizsgalt X a megfigyelt
valtozo. Legyen a megfigyelt érték zy, ilyenkor definicio szerint Ay, (x) az o helyen 1, egyébként 0.
Ha Y; egyfoku levél nem alvaltozo, akkor Ay, (z) az azonosan 1 vektorral egyenls. Tovabba vegyiik
észre, hogy ha egy U; el6d egyfoka gyokér, akkor 7y (u;) definicio szerint a p(u;) vektorral egyenls.
Vagyis ha a Bel(z) kiszamoldsahoz sziikséges Ay, (7)-t és mx (u;)-t az X cstcs a szomszédaitol vérja,
akkor abban az esetben, ha mindegyik szomszéd egyfoki gyokér vagy levél, kész vagyunk. Egyéb-
ként pedig ha a szomszédoktol vart informaciot iterativan azok szomszédaitol kapott informaciokra
tudjuk visszavezetni, akkor kozel jarunk a megoldashoz.

Most atvaltunk masik nézGpontba. Tovabbra is egy nem &alvaltozo X cstcsban tevékenykediink.
A jel6léseink a régiek. Azonban most azt vizsgaljuk, hogy a szomszédaink téliink vart izenetét, mely
elemekbdl és hogyan tudjuk felépiteni. El6szor vizsgaljuk meg az U; elédiinknek kiildends Ax (u;)
tuzenetet. Jeloljiik V-vel az X U;-n kiviili el6deinek halmazat. Bontsuk fel az e  informacios

halmazt {eyy, ex }-ra, ahol e = U, eff, x- Ekkor:

Ax (u;) = pleg, x |ui) = pleyx, ex|ui) =

S e ex sy v, )p(, o) =

_ Z ipw;w)p(e;xw(v, o) =
DOWETE P ol o) =
= ﬂ; zv:p ex|o)p(vled )p(zlv, u).

A (3.7) levezetésben tobbszor kihasznaltunk a d-szeparaciobol kaphato feltételes fiiggetlenséget.

(3.7)

Tovabbé (-val egy konstanst jel6ltiink.
Felhasznéalva azt a tényt, hogy p(z|v,u;) = p(x|u), illetve a kovetkezs Osszefliggést:
p(vleyry) Hp ugleyy) = HP(UHGJ@X) = HWX(Uk)a (3.8)
ki ki ki
A (3.7) a kovetkezd alakra hozhato:

=8> Mx) > plafu) [ [rx(u). (3.9)

s ki



3. BELIEF PROPAGATION/SUM-PRODUCT ALGORITMUS 17

Vizsgéaljuk meg mi a helyzet az utddainak kiildott iizenetekkel. Elegans érvelés kovetkezik.
Ty, (x) = p(x\ej(yj)—t szeretnénk kifejezni. Tudjuk, hogy e}yj = e\ exy,. Bz azt fejezi ki, hogy
ha ey tires halmaz lenne, akkor 7y, () egyenls lenne Bel(z)-el. Révid idére képzeljiik magunkat
egy masik Bayes-haloba, olyanba ahol az €xy, altal nyujtott informéaciét nem vessziik figyelembe.
Ennek a halozatnak a Bel(z)-ét keressiik. Ebben a modositott halozatban az Y;-t6l kapott Ay, ()
egyenl$ az azonosan 1 vektorral. Tovabba ha megnézziik, hogy definici6 szerint milyen tartalommal
bir az X tobbi szomszédjatol kapott {izenet, akkor latjuk, hogy a modositott haldézatban is pontosan

ugyanazt kapja tolikk X. Ezért a (3.1)-t hasznélva:

my,(x) = am(z) [ [ A (@). (3.10)

k#j

Minden fontos szamolnivalot kiszamoltunk. Rakjuk Ossze a képet. Olvassuk at a kévetkezd
osszefiiggéseket: (3.1), (3.4), (3.6), (3.9), (3.10). A (3.1), (3.4), (3.6) a keresett Bel(z) kiszamolasat
vezeti vissza szomszédoktol vart tizenetekre. A (3.9), (3.10) pedig leirja, hogy a szomszédok a t6liik
vart iizenetet vissza tudjak vezetni azok tovabbi szomszédaitol vart iizenetekre. Mindez lehetévé
tesz egy indukcids algoritmust.

Tegyiik fel, hogy a csiicsoknak megfelel6 processzorok szinkronizaltak, és ha cselekvéképesek,
cselekednek. Ezen azt értem, hogy kattog egy kozos 6ra, és minden processzor, minden kattanaskor,
minden olyan élen kiild informéciot, amelyhez minden informacié a rendelkezésére éll a fent levezett
Osszefiiggések alapjan. Mint kordbban megjegyeztem, minden egyfoku levél és gyokér kezdettél
fogva képes informaciot kiildeni. Definidljuk tgy az algoritmust, hogy az egyfoku csticsok kiildjék
mindentdl fiiggetleniil, és id6ben valtozatlanul azt az informéciot, amit a szomszédaik varnak téliik.
Két indukcioval belatjuk, hogy a bekezdésben definialt algoritmus megfeleld.

Erthetéség szempontjabol fontos megjegyezni, hogy az éleken futo iizeneteknek a normélasa
nem lényeges az algoritmus soran. Barhogy is normélunk, Bel(x) kiszamolasanal mindig a kivant
eredményre jutunk. Pearl megjegyzi azonban, hogy a normalés fontos lehet, ha az algoritmust sza-
mitogépre implementéljuk. Megfelel6 normaléssal csokkenthetGek a numerikus hibak. Most lassuk

az igért bizonyitast.

2. Allitas. Ha egy csics eqy adott élen elkezd informdciot killdeni, azt kovetGen minden lépésben

elkilds ugyanazt az informdciot, tovabbd ez az informdcio épp az, amit a szomszédok varnak tdle.

Bizonyitds: Az algoritmus kezdetekor az egyfoki csicsok lizennek a szomszédaiknak, és definicio
szerint ez az iizenet id6ben valtozatlan, és pont az, amire a szomszédoknak sziiksége van. Tegyiik
fel, hogy az . id6pillanatban iizenni kezd egy cstics egy adott élen. Ezt azért teheti meg, mert a
tobbi beldle kimend éleken kapott informéaciot. Ezekbdl késziti el az tizenetet. Indukcionk miatt
a tobbi élen kapott informacié allando. Tovabba fontos, hogy az adott élen elkiildott informéciot
nem befolyasolja az élen visszajovs informacio. Igy az ezen az élen halado informacié is idében

allando, és épp az, amit az él mésik végén levs szomszéd var. B

12. Definici6. Egy irdnyitatlan vagy irdnyitott grif a(G) dtmérdjének nevezem a grdaf leghosszabb

wrdnyitatlan dtjanak élszamdt.
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Ha adott egy iranyitatlan fa, akkor a kovetkezd konstrukcioval attekinthetébbé tehetjik. A
konstrukciét megel6z§ kiinduld fat régi fanak, a konstrukcié soran épiilg fat aj fanak nevezem.
Valasztunk egy tetszéleges csticsot, amelyet az 0j fa gyokerének! neveziink. Ez az egy cstics alkotja
az 0j fa 0. szintjét. Ezt kovetSen, ha mar egy szintig kész az 1j fa, akkor a kdvetkezs szintet ugy
konstrualjuk, hogy a megel6z6 szint csticsainak megkeressiik a szomszédait a régi faban, majd ezek
koziil azokat, amelyek még nem szerepelnek az 0j faban, helyezziik az 1j szintre, majd a régi faban
meglévs Osszekottetéseket az 0 faban is behizzuk. Mindezt addig folytatjuk, amig van mit az Gj

szintre helyezni.

3. Allitas. Jeloljik a Bayes-hdlonkat F-el. Ekkor legfeljebb a(F) iddegység utin minden csics
minden szomszédos élen elkezd tizenetet killdeni. Igy az a(F). iddegység utdn minden csics ki tudja

szamolni a sajat Bel(x) vektordt.

Bizonyitds: Ha a Bayes-halonkbol eltiintetjiik az iranyitast, akkor egy fat kapunk. Valasszuk az
iranyitas nélkiili faban gytkérnek a leghosszabb 1t egyik felez6pontjat. A gyokér megvélasztasa utén
a fank egyértelmtien szintekre tagozodik. Szintek szerinti indukcioval belathato a kivant allitas. A
pontos értéket tgy kapjuk meg, ha kiilon megvizsgaljuk azt az esetet, amikor a(F') paros és azt,
amikor paratlan. Mindkét esetben azt kell kihasznalni, hogy a gyokértsl nem lehetnek tavol pontok,
mert a leghosszabb 1t egyik felez6pontjarol van sz6. B

Latjuk, hogy a definialt algoritmus miikodik. A fenti algoritmus a megértést leginkabb segité
valtozat. Az eddig leirtak alapjan vilagos az is, hogy nem sziikséges mindig minden cstcsnak infor-
méaciot kiildenie, elég, ha a processzorok egyszer elkiildik a helyes informaciot, a kapott lizeneteket
pedig taroljak. Tovabbé az iizenetkiildésnek nem kell parhuzamosan torténnie, elég ha minden
lépésben egy iizenetkiildésre kész cstucs kiild iizenetet tetszéleges olyan sorrendben, melyben min-
denkire, minden iranyban elég stirtin sor kertil.

A késébbiek szempontjabol fontos, hogy ha ratekintiink az algoritmusra, akkor latjuk, hogy az
egyiittes eloszlasban szereplé 0-k nem befolyasolnak semmit, ha a p(A|B) feltételes valoszintiséget
0-nak definialjuk, ha a feltétel valoszintisége 0. Ezzel csak azt a trivialitast fejezem ki, hogy a teljes
valoszintiség tételének hasznilatakor nem szummazunk a 0 valészintiségi események szerint. Masik
fontos észrevétel, hogy a megfigyeléseink lehetnek olyanok, hogy az egyes valtozok értékkészletiik
egy részhalmazaba esnek. Ebben az esetben ha az alvaltozok altal kiildott vektorok olyanok, hogy
a megfigyelt halmaznak megfelels koordinatakon 1-t vesznek fel, egyéb helyeken pedig 0-t, akkor az
algoritmus tokéletesen miikodik. A leirt levezetés teljes mértékben érvényben marad, hiszen nem
volt sziikségiink olyan éllitadsra, amelyben az alvaltozok konkrét értéke szerepet jatszott volna, csak
a hozza tartozd valoszintségi valtozok feltételes fliggetlenségi viszonyait hasznéltuk ki.

Az algoritmus széamolasi igényérél azt lehet elmondani, hogy a futasi id6 két dologtol fiigg,
attol, hogy a Bayes-haldo modellhez tartozo egyiittes eloszlas faktorizaciéjaban szereplé tagokban

mennyi valoszintségi valtozo szerepel, tovabbé az egyes valtozok értékkészletének szdmossagatol.

lez a gyokér fogalom eltér az iranyitott grafnal ismertetett gyokér fogalomtol
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Szerepeljen a modelliinkben n darab valoszintiségi valtozo. Ha a valoszintiségi valtozok értékkészle-
tének szamossiga n-tdl fiiggetlen konstanssal feliilbecsiilhetd, tovabba a faktorizacié fliggvényeinek
argumentum szédma is konstanssal korldtozhato, akkor egy iteracioé szamitasi ideje n-ben lineéris.
Kevésbé szép faktorizacio esetén az exponencidlis szamitasi id§ is elképzelhets. Ezt a megjegyzés
az algoritmus késGbbiekben leirt minden valtozatara vonatkozik.

A részt egy szép képpel zarom. Tegyiik fel, hogy a Bayes-halonk egyensulyban van, vagyis a
fent definialt algoritmus valamilyen forméaban lefutott. Allitsuk be a processzorainkat gy, hogy
ha véltozast észlelnek, annak megfelelGen, ha tudnak cselekedjenek. Ekkor az 1j informaciok fel-
bukkanésara reagédl a rendszer, az 1 informaciok tovaterjednek a rendszerben, végiil beéll az 1j

egyenstly.

3.2. Sum-Product algoritmus

Tegyiik fel, hogy adott a (2.9) képletnek megfelels n valtozos fiiggvény a megfelels faktori-
zacioval. Tovabba tegyiik fel, hogy a faktorizacidhoz tartozé Faktor-Graf nem tartalmaz kort. A
Sum-Product algoritmus célja az el6z6 fejezetben definialt g¢,,3(x;) marginalis fiiggvények kiszamo-
lasa. Az algoritmust altaldnos forméjaban ismertetem. Tegyiik fel, hogy a fiiggvények értelmezési
tartoménya tetszdleges, az egyszertiség végett véges halmaz, értékkészletiik pedig kommutativ fél-

gyurd.

13. Definicié. R halmazrol azt mondjuk, hogy kommutativ félgyidrd ha R elemein értelmezve van

két, kétvdltozos miivelet (+,-) a kovetkezd tulajdonsdggal:

1. (R,+) asszociativ, kommutativ, van 0-val jeldlt egységeleme
2. (R,-) asszociativ, kommutativ, van 1-el jelolt eqységeleme
3. Teljestil a disztributivitds: Ya,b,c € R-re a(b+ ¢) = ab + ac
4. Ya € R-re: 0a =0

Informativan a kommutativ félgytird annyiban kiilonbozik a kommutativ gytrtsl, hogy osszeadas-
ra nézve nem koveteljiik meg az inverz létezését. Az utolso feltétel gytiriiben trivialis, itt viszont
ki kell kotni.

Az algoritmust a megszokott médon ismertetem. Levezetek egy rekurziot, ami aztan kihasznalva
a faszerkezetet, teljes algoritmussa all 0ssze. A szemléletes targyalds érdekében itt is tegyiik fel,
hogy minden facstcs egy processzort képvisel. Kezdjiik a vizsgalodast egy éltalanos z-el jelolt
valtozocsiicsnal, amit tekintstink a Faktor-Graf gyokerének. A véaltozdcsicsnak megfelels processzor
az x valtozonak megfelel6 marginalis fliggvényt szeretné kiszdmolni.

Tegyiik fel, hogy z-nek K darab szomszédja van. Felhasznalva az asszociativitasat, és kommu-

tativitasat az eredeti fliggvényiinket csoportosithatjuk:

K
fl@, oy, an) = [ [ File, X0, (3.11)
=1
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ahol Fj(x, X;) az x 1. szomszédjabol indulé részfaban levd fiiggvények szorzata. Ennek megfelelGen
X; pedig a részfaban talalhato valtozok gytjténeve. Felhasznalva a disztributivitast és azt a tényt,

hogy az X; valtozohalmazok diszjunktak, kapjuk:

giay(@) =) fla,ay,. . 2e) = z;z; Z(HFxX)

~{z}

-11 (Z E(x,x») =113 Fe.x)

i=1 \ ~{z}

(3.12)

Latjuk, hogy ha az x csics megkapja <Z~ (2} Fi(z, X; )>—t a fliggvénycsucs szomszédaitol, akkor
ki tudja szamolni a hozza tartozé marginalis fiiggvényt. Kérdés, hogy a szomszédok a téliikk vart
lizenetet vissza tudjak-e vezetni az 6 szomszédaiktol vart tizenetre. Illetve, hogy az egyfoku csticsok
trividlisan tudjak-e szolgaltatni a kért informéaciot. Ha ezeket a kérdéseket sikertil tisztazni, akkor
mint a Belief Propagation algoritmusnal, itt is kész vagyunk. A tovabbi levezetés a 3.2 abra jelolései

mellett fog torténni.

3.2. abra. [18]-bdl szarmazo &dbra. A dolgozatban a levezetés ez alapjan torténik.

A 3.2 abra jeloléseivel vizsgaljuk meg, hogy az x f; valtozo6 szomszédja hogyan tudja kiszamolni
a tole vart 3 ., Fi(z, X1) lizenetet. Az dbran a nagybetis fiiggvények és nagybetiis valtozok

osszevont fliggvényeket és valtozokat jelolnek.

Z Fl([L’,Xl) == Z fl([E,l’l, . ..C(]L)Gl(.l’l,Xll) e GL(ZEL,XlL) ==

~{z) ~{z)
:Z filw,z, . xy) (;Gl(xl,X11)> XX:GL(SUL,XM)> = B
= Z fl(x,xl,... H Z G qulz
~{x} =1 ~{z;} i

A levezetés végén eljutottunk remélt eredmeényiinkhéz, >, Fi(z, X1) kiszdmoldsat visszavezet-
tiik f; a-t6l kiillonbozs szomszédaitol vart tizenetekre. Vegyiik észre, hogy > (25} Gi(z, X1;) ki-

szamolasa épp azt jelenti, mintha G;(x;, Xy;) figgvény Faktor-Grafjaban kivancsiak lennénk az x;
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valtozo marginalis fliggvényére. Vagyis a (3.12) és a (3.13) egyenletekkel a feladatunkat ténylegesen
kisebb részfeladatokra vezettiik vissza, ahol is felirhaté az emlitett egyenletek megfelelGje.

Ahhoz, hogy algoritmust nyerjiink meg kell nézni, hogy mi torténik, ha elértiik a fa végét. Ha
a két fazisu iteracionk elss fazisdban egy egyfoku fiiggvényhez ériink, akkor a (3.12)-ben szerepld
> (2} Fi(z, X;) trividlisan megegyezik magaval a szomszéd fiiggvénnyel. Ha pedig a masodik fa-
zisban fi-hez kapcsolodik egyfoki valtozocsucs, akkor a (3.13)-ban aszerint a cstics szerint nincs
sziikség csoportositasra. Fzzel ekvivalens, hogy csoportositunk szerinte is, és a gytrd egységelemé-
bél allo vektort varjuk téle.

A Belief Propagation algoritmusnal ismertetett konkrét megvalositas itt is mikodik. A pro-
cesszorok szinkronizéltak, és aki tud iizenni, az iizen. Els6 1épésben az egyfokiu cstcsok elkiildik
trivialis tizenetiiket. Ezt kovetSen a processzorok a (3.12) és a (3.13)-bol kiolvashaté modon csele-
kednek, vagyis a valtozocsiicsok akkor iizennek egy élen, ha minden egyéb élen befutott az informa-
ci6, és a befutott fiiggvények szorzatat kiildik tovabb. A fliggvénycsicsok tobbet dolgoznak, 6k a
befutott fliggvények szorzatdhoz hozzaszorozzak sajat magukat, és az igy kapott szomszédnyi valto-
z6s fliggvénynek elkészitik azt a marginalis fliggvényét, amelyik valtozonak éppen iizenni akarnak.
Indukcioval itt is vilagosan latszik, hogy az algoritmus egzakt, a Faktor-Graf atmérdjenek meg-
felels 1épésszam alatt lefut. Megjegyzem, hogy indukcidval konnyen igazolhaté modon, a kiildott
iizenetek mindig egyvéltozos fliggvények, a fliggvény valtozdja épp az élhez kapcsolodd valtozo.
Miutéan minden cstcs minden élen kiild iizenetet, az iizenetek szorzatabol minden valtozocstcs el
tudja késziteni a sajat marginalis fliggvényét.

A levezetést attanulmanyozva észrevehets, hogy miutan minden élen a helyes iizenet halad
nemcsak az egyediilallo csiicsok készithetik el a marginalis fliggvényeiket egyszerii koordinatankénti

szorzéassal.

14. Definicié. Egy a (2.9) faktorizdcicban szerepld {f;,,..., f;.} figgvény halmaz Faktor-Grdf-
beli lezdrtja® alatt azt a részgrdfot értjiik, amelyet a fliggvényhalmaz elemeinek megfeleld csicsok

€s azok vdltozo szomszédjai feszitenek ki.

15. Definici6. Egy a (2.9) faktorizdcioban szerepld {x;,, ..., x;} vdltozé halmaz egyittes margi-

ndlis fligguénye a kovetkezd:

GangonTis i) = Y flan, ). (3.14)

~{ws; 7--~7$z‘l}

4. Allitas. Tetszdleges figguényhalmaz lezdrtjdra igaz, hogy a benne szerepld wdltozdk egyiittes
margindlis fliigguényét megkaphatjuk gy, hogy a lezdrt részgrdf felé halado tizeneteket dsszeszorozzuk

és a kapott fligguényhez hozzdszorozzuk a részgrdfban szerepld fligguényeket.

Bizonyitds: Pontosan tugy kell eljarni, ahogy az egy valtozohoz tartozé marginélis fiiggvények ese-
tében eljartunk, vagyis a (2.9) faktorizaciot kell a lezart részgrafbol kimeng élek mentén csoporto-

sitani, majd hasznalni kell a disztributivitast. B

2sajat elnevezés
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A levezetés végén latjuk, hogy kommutativ félgytird struktira tényleg elegendd az algoritmus
tokéletes miikodéséhez. Megjegyzem, hogy a 0 szerepe az alkalmazasok miatt fontos.

Legtobbszor a valos szamok a szokasos szorzassal és Osszeadéssal toltik be a kommutativ fél-
gylri szerepét valoszintiségi modelleket feltételezve. Ekkor a cél az egyes véaltozokhoz tartozé mar-
ginalis valoszintiségek meghatarozasa. Az tizenetek tetszdéleges normalhatjuk, a végeredményt nem
befolyasoljuk, ha azt is normaljuk.

Kodolasi alkalmazésokban elterjedt, hogy Gsszeadés helyett maximum vétel szerepel. Konnyen
ellendrizhetd, hogy az igy kapott (RT U {0}, max(-,-),-) struktura a 0-val, mint maximum vételre
egységelemmel kommutativ félgytrit alkot. Jeloljiink ki egy vizsgalt X; valoszintiségi valtozot.

Ekkor a célunk a kévetkezs vektor meghatarozésa:

Ekkor a szakirodalom a megfelelg algoritmust Max-Productnak nevezi. Tegytik fel, hogy egyiittes
eloszlasunkban egyetlen konfiguricio® a legvaloszintbb. Ekkor a kapott egyvaltozos g1 (z;) vek-
torokat kiilon maximalizalva véaltozoik szerint, a maximumot beallité értékekbdl allo konfiguracio
épp a legvalosziniibb konfiguraciot eredményezi. A 4.3-as részben fontos lesz, hogy ez az allitas
visszafelé is igaz. Ha a kapott g(s,)(x;) vektoroknak egyértelmi a maximuma, akkor csak egyet-
len maximalis konfiguracio létezik, mégpedig a gy,,1(2;) vektorok maximumaibol 4llo konfiguracio.
Megjegyzem, hogy Pearl [6]-ban Belief Revision elnevezéssel targyalja az algoritmus Bayes-halon

fut6 valtozatat.

3.3. Belief Propagation a Sum-Product algoritmus specialis

esete

Ebben a fejezetben megmutatom, hogy Pearl eredeti Belief Propagation algoritmusa a [18]-ban
szereplé Sum-Product algoritmus specialis esete. ElGszor azt az esetet targyalom, amikor a Beli-
ef Propagation algoritmust egyszertien marginalis valoszintiségek szamolésara hasznaljuk, vagyis
felteszem, hogy nem rendelkeziink megfigyeléssel.

Rendeljiink a (2.2) faktorizaciohoz Faktor-Grafot. A faktorizacio speciélis, igy a Faktor-Grafban
ugyanannyi a fliggvénycsics, mint a valtozocsiucs. A Faktor-Grafban felfedezhets az eredeti Bayes-
halo. Allitsuk parba a kiilonb6z6 tipust csticsokat. Minden valtozot tarsitsunk ahhoz a fiiggvényhez,
amely az § feltételes eloszlaséat irja le az el6dei tekintetében. Az ilyen csiicspéarok tekinthetek az
eredeti Bayes-héalo csucsainak. Minden a cstcsparok kozotti élet iranyitsunk a fliggvénycsiicsok
fele. A cstcsparok és az iranyitott élek egyiitt épp a (2.2)-hoz tartozd Bayes-halonak felelnek
meg. Ezt a megfeleltetést szemlélteti a 3.3-as dbra. Az abran Pearl jel6léseivel fel van tiintetve,
hogy az éleken milyen iizenetek haladnak a Bayes-haloban. Ne feledjiik, hogy néhany felvetett
alternativ lehetGségtdl eltekintve mindkét algoritmust gy definidltuk, hogy ha egy élen elkezd

3az eloszlast leiré p fiiggvény értékkészletének egy eleme
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3.3. abra. [18]-bol szarmazé abra. A Sum-Product és Belief Propagation kapcsolatat mutatja. A

nyilakon fel vannak tiintetve a Belief Propagation {lizenetei.

informéacié aramolni, akkor az helyes informacio, és az algoritmus végéig valtozatlan marad. Igy
a Sum-Product algoritmus iizenetkiildési szabalyrendszerét iterativan hasznalva kdnnyen lathato,
hogy a megjelolt tizenetek kozott épp Pearl képzési szabélyainak megfelels kapcsolat van.

Belattuk, hogy Pearl eredeti algoritmusanak iizenetképzési szabélyai levezethetéek a Sum-
Product algoritmus {izenetképzési szabélyaibol. A teljes leirashoz hozzatartozik, hogy miutdn nem
rendelkeziink megfigyelt értékekkel, ezért az egyfoka cstucsok ugyanazt az iizenetet tovabbitjak.
Egyetlen kiilonbség a két algoritmus kozott az a tény, hogy egy Belief Propagation algoritmus-
ban szomszédnak cimzett {izenet két Sum-Product lépésben ér célba. A kiovetkezd fejezetben latni
fogjuk, hogy ez a kis anomaélia bonyolultabb esetekben nem teljesen elhanyagolhato.

Most ratérek arra az esetre, ha megfigyelések is rendelkezésiinkre éllnak. Errél eddig nem frtam
a Sum-Product algoritmussal kapcsolatban. Tekintve, hogy most valoszintiségi modelleket vizsgé-
lunk, a Sum-Product algoritmusnal erre az esetre a legkézenfekvébb megoldés, ha behelyettesitjiik
az egylittes eloszlasba a megfigyelt értékeket. Ez nem okoz kiilonésebb szamitasi bonyodalmat,
miveletigénye koriilbelil azonos egy iteracié mtveletigényével. A behelyettesités utani fiiggvény
nem eloszlas, de ha az algoritmusban normélunk, akkor ez a tény nem okoz gondot. Ez a modszer
csak akkor miikodik, ha pontosan tudjuk a megfigyelt valtozo értékét. Fontos, hogy a behelyette-
sitéssel a Faktor-Grafbol a megfigyelt valtozo eltinik, igy tekintve, hogy eddig faval dolgoztunk, a
graf elveszti Osszefliggdségét. Ebben az esetben a kiilonb6z6 komponenseken kiilon dolgozhatunk.

Masik megkozelitésként, Pearl eredeti megkozelitésével sszhangban, megtehetjiik, hogy min-
den olyan valtozocstcshoz felvesziink egy fiiggvényt, amelyrél rendelkeziink megfigyeléssel. A fel-
vett fliggvény egyszerd egyvaltozos fiiggvény, amely abban az esetben, ha a tapasztalt értékeket
helyettesitjiik be 1-et vesz fel, egyébként pedig 0-t. A masodik megkozelités alapjan futtatott Sum-
Product algoritmus a kis anomaliatol eltekintve egyezik Pearl algoritmuséval.

Végezetiil szeretném megjegyezni, hogy a Sum-Product algoritmus leirdsa egyszertibb és tomo-
rebb Pearl Belief Propagation algoritmusanak leirasanal. De épp a tomorség miatt véleményem

szerint nem olyan szemléletes, mint Pearl Belief Propagation algoritmusa.



4. fejezet

Sum-Product altalaban

Ebben a fejezetben az el6z6 fejezetben bevezetett Sum-Product algoritmus azon valtozatat
vizsgélom, amely olyan Faktor-Grafokon fut, amely nem feltétleniil fa. A szakirodalomban a Loopy
Belief Propagation elnevezést is hasznaljak az algoritmus altalanos megnevezésére. En egy speciélis
esetet fogok ezzel a névvel illetni.

Eloljaroban azt tudom mondani, hogy megadunk minden élen egy kezdeti iizenetet, és nem
torédve azzal, hogy a grafunk nem fa, az el6z6 fejezetben levezett iizenetkiildési szabalyoknak
megfelelGen frissitjiik az lizeneteket. Az ott adott levezetés nem érvényes. Latni fogjuk, hogy nem
minden esetben lesz konvergens az algoritmus. S6t, ha konvergenciat tapasztalunk, akkor is csak
remélni lehet, hogy a kapott becslések kozel vannak a tényleges értékekhez. A gyakorlati alkal-
mazasokban mindazonaltal sokszor nagyon sikeresnek bizonyult az algoritmus. A kutatok régota
hiszik, hogy fel nem fedezett Osszefiiggések vannak a hattérben. Ugyan rengeteg elérelépés tortént,
a teljes, mindenre kiterjedd megértés még hianyzik. A fejezet tobb sajat kiegészitéssel az eddig
elért alapvets eredményeket mutatja be. A felhasznalt forrast a részeknél kiilon ismertetem, kivéve

az els6 résznél, amely nem kothetd konkrét forrasokhoz.

4.1. Loopy Belief Propagation

16. Definicié. Legyen f Xi,...,X, véges értékkészletd valdsziniségi vdltozok egyiittes eloszld-
sa, amely a (2.9) mintdjara részfigguények szorzatdra bonthato. Jeloljik a faktorizdciohoz tartozo
Faktor-Grdafot G-vel. Parhuzamos titemezésié Loopy Belief Propagation algoritmusnak nevezzik a
G-n futo kovetkezd bekezdésben leirt algoritmust.

A Faktor-Grdf minden egyes éle pontosan eqy vdltozocsicshoz kapcesolodik. A kapcsolodo vdltozo
lehetséges értékeinek elemszama legyen az €l dimenzidja. Az éleken kezdetben halado tizeneteket
megtestesitendd, rendeljink minden élhez két tetszdleges, az €l dimenziojanak megfeleld, nemne-
gativ valos értékd vektort, melyek komponenseinek dsszege 1. Ha az €l az X; vdltozot kéti dssze
az f; fliggvénnyel, akkor jeloljiik az élhez rendelt vektorokat az informdcio dramldsdval dsszhang-

ban MOXi_’fj (x;) és u[}j_)XZ_ (x;)-vel. Az algoritmusban az éleken kilditt uzenetek a kévetkezdképpen

24
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frisstiljenek:
n+1 o n
uXﬁf].(l'z') =« H Mhaxi(l’i) (4.1)
hesz(X)\{f;}
N}l]:lxi (z:) =« Z fi(V;) H Mzﬁfj (y) (4.2)
~{ai} yesz(f;)\{Xi}

A fenti képletekben sz(-) az argumentumban szerepld csics G-beli szomszédainak a halmazdt je-
loli. Definicio szerint az tres produktum 1-el egyenld. Az algoritmus n iterdcid utdn a kovetkezd

kozelitést biztositja az egyes margindlis fligguényekre:

ta@)=a [ wmhx(@). (4.3)
hesz(X;)
A képletekben o a kordbban megszokott jelolés, vektorokhoz az 1 dsszegire normdlt vdltozatukat

rendels.

A definicioban egyiittes eloszlasrol, és igy nemnegativ valds értékd fiiggvényrsl volt sz6. A mii-
veletek alatt a megszokott valos miveleteket értettem. Felhivom a figyelmet arra, hogy az lizenetek
parhuzamosan frissiilnek a parhuzamos iitemezés elnevezéssel 6sszhangban. Mas algoritmushoz ju-

tunk ha az lizenetek nem egyszerre, hanem meghatéarozott sorrendben frissiilnek.

17. Definici6. Reguldris iitemezésnek! nevezziik a kévetkezd frissitési eljdrdst. Az irdnyitott élek?
halmazdt csoportokra osztjuk, a kézds csoportban levd irdnyitott élek mentén egyszerre torténik
frissiilés. Ezt kovetden megadunk a csoportokon eqy sorrendet, eszerint frissilnek a csoportba tar-
tozo irdnyitott élekhez tartozo tizenetek. Ha eqy tizenet frissil, akkor mindig az tzenetet kildd
processzorba legfrissebb beérkezett tizenetek alapjan teszi ezt meg. Minden iterdcioban ugyanez is-
métlodik. Fontos, hogy eqy ilyen iterdcionak a szdmoldst igénye ugyanannyi, mint eqy parhuzamos

titemezéssel definidlt iterdcio szamoldsi ideje.

18. Definici6. Irrequldris® ditemezésnek nevezziik azt az titemezést, amikor nincsenek iterdcios
lépések. Eqyszerien eqyszerre frissild irdnyitott €l csoportok végtelen sorozata adott. A frissilések
a sorozat mentén torténnek. Azt feltessziik, hogy minden v irdnyitott élhez létezik eqy M, szdm,
hogy a sorozat barmely egymdst kovetd M, elemére teljesil, hogy valamelyik ott szerepld csoportban

szerepel a v.

A kés6bbi egyértelmi hivatkozast megkonnyitendd, a fenti definicioban szerepld parhuzamos iite-
mezést algoritmust hivom Loopy Belief Propagation algoritmusnak. Az eltérd iitemezést mindig
jelzem. Mindegyik iitemezés mellett akkor mondjuk, hogy konvergens az algortimus, ha minden

élen mindkét irdnyban konvergalnak az tizenetek.

Isajat elnevezés
Zbijektiv viszonyban vannak az iizenetekkel, vagyis minden élhez két irdnyitott él tartozik
3sajat elnevezés
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A 16. Definicié mintéjara az olvaso tetszéleges kommutativ félgytirtire definidlhatja a koroket is
tartalmazo reprezentacion futé véaltozatot. A Max-Product ilyen médositasa kiillonosen fontos. El-
keriilendé a sok elnevezéssel jard kényelmetlenségeket, a modositott algoritmust is Max-Productnak
nevezem.

A definialt algoritmus kiindulé iizenetei tetszolegesek. Emiatt ranézésre nem vildgos, hogy ha
fan futtatjuk az algoritmust egzakt lesz-e? A vélasz igen, ugyaniugy atmérényi 1épés utdn meg-
kapjuk a pontos marginalis valoszintiségeket. Lathato, hogy az egyfoki csticsoktol a fa belseje felé
haladva terjed a helyes informéacié. Megjegyzem, hogy fan futtatva tetszdéleges irregularis iitemezés
mellett véges 1épés utan megkapjuk a pontos marginélis valoszintiségeket. Tovabba emlékezziink
vissza, hogy fa esetben megjegyeztem, hogy lehet tigy modositani az algoritmust, hogy minden
élen minden iranyban csak egyszer torténjen informacidaramlas. Ha ezen modosulat frissiilési sor-
rendjének megfelelGen definialunk egy regularis iitemezést, akkor egy iterdcidval, és igy a lehetd
legkevesebb szamolassal a helyes eredményre jutunk.

Itt szeretnék egy kis kitérdt tenni, mely reményeim szerint fontos jelenségre mutat ré. Pearl [6]-
ban szintén javasolja, hogy irdnyitatlankorrel rendelkezé Bayes-halokon futtassak az algoritmuséat,
mintha farél lenne sz6. Fontos kérdés, hogy ha Pearl algoritmusat is parhuzamos iitemezéssel
definialjuk, akkor a kapott algoritmus milyen viszonyban van a fejezetben definialt algoritmussal.
Az el6z6 fejezetben definidlt megfeleltetés és anomélia vélaszt ad a kérdésre. Ha a fejezetbeli
algoritmust hasznaljuk, nem kapjuk vissza Pearl algoritmusat. Lathato, hogy nem mindig a teljes
iizenetek adodnak tovabb. A hidnyos iizenetek pedig a korok jelenléte miatt mindenre hatéassal
lehetnek. Emiatt nem Pearl algoritmusat reprodukéaltuk. Ha viszont a fejezetbeli algoritmust a
kovetkezd regularis titemezéssel hajtjuk végre, akkor megkapjuk Pearl algoritmusat. Két csoportba
osztjuk az lizeneteket. Az el6bb frissiilé csoportba az el6z6 fejezetben definialt csucsparokon beliili
iranyitott éleknek megfelels iizenetek keriiljenek. Ertelemszertien a tobbi iranyitott él a masodik
csoportba keriil. Ezzel az litemezéssel pont megkapjuk Pearl eredeti algoritmusat parhuzamos
iitemezéssel. Ez ramutat arra a tényre, hogy az iitemezés kulcsfontossagti abban az esetben, ha
kort tartalmazé Faktor-Grafra alkalmazzuk a Sum-Product algoritmust. Kicsit pontosabban, ha
csak egy kijelolt feladat megoldésa a cél, akkor a grafikus modellek kozotti tetszéleges atalakitas
hasznos lehet. Ha azonban algoritmusok ekvivalencidjat akarjuk igazolni, 6vatosnak kell lenniink,
mert a legtobb eddigi eredmény a legkonnyebben vizsgalhaté parhuzamos iitemezéshez kothets. A
kovetkez részben ki fog deriilni, hogy a 0-k szerepe miatt is 6vatosan kell banni az atalakitasokkal.

Egy fontos jelenségre szeretnék a rész végén ramutatni. A Faktor-Graf azon irdnyitott éleit,
amelyek véltozocstucsbol mennek fliggvénycsicsba, rakjuk bele egy V' halmazba, a W-be pedig
a tobbi iranyitott élet. Vegyiink fel vy és wy vektorokat, ugy, hogy a vektorok koordinatainak a
szama |V| = |W| legyen. Minden koordinatara helyezziik el a a részben definialt algoritmusban
a koordinatanak megfelels kezdeti iizenetet. Igy vy és wy olyan vektorok, amelyek komponensei
szintén vektorok. Az egyes iterdcios lépések soran keletkezs tizeneteket hasonlé modon a v; és
w; vektorokban taroljuk. Ekkor a (4.1) és a (4.2) képletek f és g fliggvényeket hataroznak meg,

amelyekre w; 11 = f(v;) és vip1 = g(w;). Az algoritmus soran ezeket iteraljuk. Ha jobban meg-
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gondoljuk, akkor voltaképpen két {izenetsorozatunk van, vy — wy; — vg... és w, — V1 — Wy ...
Masképp megfogalmazva két f és g valtott hasznalatabol adodo iteracionk van, tgy, hogy az egyik
vo-bol, a masik pedig g(wg) = v1-bél indul. Definidlok egy regularis iitemezést. Tegyiik fel, hogy
elébb a V-beli iranyitott élek mentén torténik frissiilés, utana a W-beli élek mentén. Ha eszerint az
itemezés szerint futtatjuk az algoritmusunkat, akkor az eredmény az, mintha csak a g(wg)-bol in-
dul6 iteraciot végeznénk el, de azt kétszer akkora sebességgel. Ebbdl két kovetkeztetést vonhatunk
le. Ha konvergenciaval kapcsolatos eredmények, mint ahogy az eddigi altalam olvasott minden
konvergenciaval foglalkozé cikkben, a kezdeti iizenetektdl fiiggetlenek, akkor a két iitemezés ek-
vivalensnek tekinthets. A masik fontos konklizio, hogy még ez a legegyszeriibb, az algoritmus
lényegével 6sszhangban levs, reguléris litemezés is eltér a parhuzamos iitemezést6l. A bekezdésben

targyalt iitemezés annyira fontos, hogy definicidban nyomatékositom.

19. Definici6. Az el6z6 bekezdésben definidlt requldris tiitemezést specidlis iitemezésnek* nevezziik.

4.2. Loopy Belief Propagation konvergencidjanak kérdéskore

pontosan egy kort tartalmazo reprezentaciéban

Az alapvet§ jelenségekre nagyon jol ramutat Weiss 2000-ben megjelent [17] cikke. A dolgozat
pontosan egy kort tartalmazo grafikus reprezentéciok konvergencia viszonyait vizsgalja. Rengeteg
késobbi cikk alapgondolatat megtalaljuk benne. Ugy déntdttem, hogy ezt a cikket alapul véve
mutatom be a konvergencia lényegi kérdéseit. A cikk nem Faktor-Grafon vizsgalja az algoritmust,
hanem Markov-Faktor-Graf reprezentécion. En altalanosabban Faktor-Graf nézépontboél ismer-
tetem az Osszefliggéseket. Természetesen sziikség lesz kiilonbozd feltételekre. A rész kidolgozasa
kozben felhasznaltam néhéany [13]-ban talalhato gondolatot is. A végeredmény egy preciz, egységes
targyalas, amely néhany megjegyzést, kiegészitést alapul véve kicsit altalanosabb mindkét cikknél.

A pontosan egy kort tartalmazé modellben latni fogjuk, hogy megfelels feltételekkel elGfor-
dulhat, hogy a korck ellenére meglehetGsen jo becslést kapunk. Weiss intuitiven mindezt azzal
indokolja, hogy az evidencidkat ugyan tobbszor figyelembe vessziik, de minden evidenciat egyenle-
tesen tobbszor vesziink figyelembe.

Tegyiik fel, hogy a 4.1 dbranak megfelel§ pontosan egy kort tartalmazd Faktor-Graf adott.
Szavakkal elmondva a Faktor-Graf pontosan egy kort tartalmaz. A korben szerepl6 n darab valtozot
jelolom X7, ..., X,-el. Ahhoz, hogy az lizenetképzést méatrixszorzéassal tudjuk reprezentélni fel kell
tenniink, hogy a korben szerepls faktorok pontosan két valtozo fiiggvényei. Ha a korben talalhato
figgvény az X;-t6l és az X;-t6l fiigg, akkor f;;-vel jelolol. A korben talalhato X; valtozohoz koron
kiviilrél kapesolodo fliggvénycsicsot g;-vel jelolom. A 4.1 abra ezen a ponton csaldka, a valtozokhoz
tobb koron kiviili fliggvénycsics is kapcsolodhat. Mindez két ponton lényeges, ott kitérek erre.

Technikai megjegyzés, hogy a részben az eddig megszokottdl eltérGen nem n-el, hanem k-val

jelolom az iteracid sorszamat.

4sajat elnevezés
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4.1. abra. Pontosan egy kort tartalmazo grafikus reprezentacio. A korben talalhato fliggvénycsa-

csok pontosan két valtozocsiicesal vannak Gsszekotve.

Els6 1épésként vegyiik észre, hogy néhany lépés utan a koéron kiviili éleken a kor felé halado
iizenetek valtozatlanok lesznek. Vizsgalodjunk onnantol, amikortél mindez bekovetkezik. Tovabba
ha a koron beliili éleken haladé iizenetek konvergalnak, akkor a korbdl a koron kiviilre kiildott
iizenetek is konvergalni fognak. Igy az algoritmus konvergenciajanak vizsgalatahoz elegendé a belsé
¢éleken halado iizeneteket megvizsgalni. Még egy 1épéssel tovabblépve, elegendd a belsé kérben a
fiiggvénycsiicstol a valtozocsucsig haladé lizeneteket vizsgélni. Ha azok konvergencidt mutatnak,
akkor a valtozocsicstol a fliggvénycsicsig halado iizenetek is konvergencidt fognak mutatni.

Egymés utéan hasznalva a (4.2) és a (4.3)-t adodik:
M (71) O‘Z [Mgn—df “fm 1>(n>ﬂXn(x")f"1(x”7x1) : (4.4)

A szokasos vektor reprezentacié helyett reprezentaljuk a koron kiviilrsl érkezd iizeneteket méatrixal,
vagyis egy négyzetes egységmatrix féatlojaba, az egyesek helyett rakjuk bele az iizenet vektort. Az
igy kapott matrixot jeloljik D;-vel. Hangstlyozom, hogy a vizsgaldédast onnan kezdjiik, amikortol
a koron kiviilrél a korbe érkezé iizenetek valtozatlanok. Ezért a D; nem fiigg a k-t6l. Megjegyzem,
hogy ha a koron kiviilrsl tobb fliggvénycsics kapesolodik a vizsgalt valtozocsiicshoz, akkor a koron
kiviili tizenetek koordinatankénti szorzatat kell D;-vel jelolni. Ekkor minden eredmény ugyanigy
igaz marad. Tovabb4a ha az f(x,,x;) értékeket értelemszertien egy M,;: |X;| X |X,|> métrixba

rakjuk, akkor a kovetkezs egyszeri alakra jutunk:

k k—2
ijnl_))(l - aMnan’uf(n—l)(n)"Xn’ (45)

ahol vektorok és maétrixok, tovabba azok szorzatai szerepelnek. A fenti képletet iterdlva a kor

mentén kapjuk:
h = aM,, D, M, D My Dy = aCp i (4.6)
an1—>X1 Alp1 Upn M(n—1)(n)n—1 - - - M12 1qun1~>X1 = n,uf 1—X10 .

ahol C,, a megfelel6 matrixot jeloli. Vegyiik észre, hogy erdsen kihasznéltuk azt a tényt, hogy a
korben levs fliggvények kétvaltozosak. A (4.6) rekurzié problémaink egy részét megoldja. A feldol-

gozott [17] cikk ezen a ponton nem elég preciz. A teljes altalanossag preciz bizonyitasa érdekében

Svaloszintiségi valtozo értékkészletének elemszama szerepel a képletben
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[8]-ban lapozgattam, és az ott talalhato 1.18-as és 3.7-es tételek, tovabba a 205. oldal 11-es feladata

alapjan a kovetkezé tétel mondhato ki:

3. Tétel. Hatvinymddszer: Legyen A eqy komplex elemi mdtrix \q, ...\, abszolitértékben csokke-

nd sorrendbe rakott sajatértékekkel. Ha |\1| > |Ae|, tovdbbd xo induldvektor olyan, hogy a legnagyobb
sajdtértékhez tartozo bal oldali sajdtvektorral vett belsd szorzata nem 0, akkor az 1 = % re-
kurzio konvergens, \i-hez tartozo jobboldali sajdtvektorhoz tart. Tovdbbd a konvergencia sebessége

i—f (hatdrértéktdl valo tdvolsdg ennyivel szorzodik az iterdcid sordn). Konvergencia alatt, itt az

egydimenzios sajdtaltérhez valo konvergencidt értem.

Bizonyitds: Vizsgaljuk a B := pA matrixot, ahol p(A) az A maéatrix spektralsugarat jeloli. B-nek

A
van egy darab 1 abszolutérték ég;szeres sajatértéke (u), a tobbi sajatérték 1-nél szigoraan kisebb
abszolutértékii. Hozzuk B-t Jordan-alakra: B = SJS™!, tgy, hogy J els§ soranak elsé eleme p
legyen. Vegyiik észre, hogy 2™ = Hg%gﬁn. Lathato, hogy B™ = SJ™S™1. J hatvanyozasa tgy tor-
ténik, hogy a Jordan-alak féatloban levs blokkjait hatvanyozzuk. Egyszerd szamolassal igazolhato
(8] 1.18-as tétel bizonyitasaban ki van szamolva), hogy ha a Jordan-blokkhoz tartozé sajatér-
ték abszolutértéke kisebb, mint 1, akkor ennek a sajatértéknek megfelels sebességgel 0-hoz tart
a Jordan-blokk minden cellaja (innen adodik a konvergencia sebességére tett kiegészités), ahogy
egyre magasabb hatvanyra emeljiik. Igy J™ els6 soranak els6 celldja mindig o tobbszordse, a tobbi
cella pedig 0-hoz tart. Tudjuk, hogy S els6 oszlopa B legnagyobb sajatértékhez tartozo jobboldali
sajatvektor (v), S~1 elss sora pedig B legnagyobb sajatértékéhez tartozo baloldali sajatvektor (w).
Igy beszorzéassal adodik, hogy B™ egyre inkabb olyan méatrix lesz, amelynek minden oszlopaban
v szerepel kiilonb6z6 konstanssal megszorozva. A szorzé konstansok pedig épp w megfelels koor-
din&tai megszorozva p 1 abszolutértékd sajatérték valamelyik tobbszorésevel. Innen leolvashato,
hogy 2™ = % a legnagyobb sajatértékhez tartozo egydimenzios sajataltérhez tart, ha 20 és w
skaléris szorzata nem 0. Il

Megjegyzem, hogy a hatvanymodszer szokasos, specidlisabb alakja, hogy felteszik a vizsgélt
matrixrol, hogy diagonizalhato, vagyis, hogy van sajatvektorokbol allo bazisa. Az egyszeres domi-
nans sajatértékre vonatkozo feltétel valtozatlan. A masik feltételt ugy szoktak megfogalmazni, hogy
ha a kezdeti vektort felirjuk a sajatvektorok bazisdban, akkor a dominans sajatvektor egyiitthatoja
kiilénbozzon 0-tol. Vegylik észre, hogy ebbdl a két feltételbdl kivetkezik a fenti tétel megfelels két
feltétele. Az el6z6 jeloléssel w'C = M\w'. Legyen v; \i-hez tartozoé jobboldali sajatvektor, ahol
i # 1. Ekkor \jw'v; = w' Cv; = Mw'v;. Ez csakugy teljesiilhet, ha w'v; = 0, vagyis w ortogo-
nalis v-n kiviil az osszes jobboldali sajatvektorra. Igy abbdl, hogy a kezdeti vektor v-hez tartozo
egyiitthatoja nem 0, kovetkezik, hogy a kezdeti vektor nincs benne a w-re ortogonélis vektorok

alterében (a valtozatlan masik feltétel teljesiilése esetén).

4. Tétel. [17] tétele: Ha C,, minden eleme pozitiv, akkor Ml}n1—>X1 C,, abszolut értékben legnagyobb
sajdatértékhez tartozo sajatvektorhoz konvergdl a kezdeti értékektdl fliggetlendil. A konvergencia se-

bessége a két abszolit értelemben vett sajdtérték hanyadosa.
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Bizonyitds: Megmutatjuk, hogy a tétel feltételei mellett teljesiilnek az el6z6 tétel feltételei. A
Perron-Frobenius tétel garantélja, hogy [A1| > |Ag|, és w minden koordinataja pozitiv. Igy tekintve,
hogy a kezdeti vektor mindenképpen nemnegativ, és nem az azonosan 0 vektor, a kezdeti értékre
vonatkozo feltétel is teljesiil. Fontos, hogy a (4.6) rekurzié igazabol 2n darab rekurzio, de az el6z6
mondatbol kévetkez&en mindegyik ugyanoda tart. B

Megjegyzem, hogy ha a korben taldlhaté6 minden fiiggvény, tovabba a korhoz kozvetleniil kap-
csolod6 minden fiiggvény szigortian pozitiv, akkor az el6z6 tétel feltételei teljesiilnek, fliggetlentil
attol, hogy az egyéb fiiggvények tartalmaznak-e 0-t.

Fontos, hogy tetszéleges irreguléris iitemezésnél a levezetés érvényben marad, az egyetlen kii-
l6nbség, hogy eléfordulhat, hogy a (4.6) iteracios képletben a rekurzio mélysége kisebb (itt is
kihasznaltuk, hogy a koérbe érkezd informécio konstansnak tekinthets egy id6 utén). A felbukkano
matrixok minden iitemezés mellett ugyanazok. Igy a hatarérték is ugyanaz. Tovabba az is lat-
szik, hogy a konvergencia nem lehet lassabb, ha regularis iitemezést hasznalunk, hiszen ekkor az
egyes lépések szamitasi ideje nem valtozik, viszont a (4.6) rekurzié mélysége bizonyos éleken kisebb
lehet, igy a konvergencia is gyorsabb. Ne feledjiik, hogy az el6z6 rész végén definialt speciélis iite-
mezés is részben alatamasztja az itt tapasztalt jelenségeket (hatarérték, sebesség). Mindez felveti
azt a kérdést, hogy az eltérs litemezésnél tapasztalt jelenségek igazak-e altalaban. [30] és [31]-ben
talalhatoak szimulaciok amelyek azt mutatjak, hogy egyes irregularis iitemezésekkel futtatva az
algoritmust, az tobb esetben és gyorsabban konvergél. A széban forgo jelenség matematikai igazo-
lasa az emlitett cikkekben elkezd&dott, azonban az eddig elért eredmények teljesnek semmiképpen
nem nevezhetéek. A kérdés fontossagat aldtamasztja az iitemezés fontos szerepe a reprezentaciok
atalakitasanal.

Megjegyzem, hogy akkor is konvergens algoritmushoz juthatunk, ha rendelkeziink megfigyelé-
sekkel. Ha egy koron kiviili csticsrol tudjuk, hogy értékkészletének mely részhalmazaba esik, akkor
az 0j faktor felvételével jaro eljardssal, az algoritmusunk konvergens marad. Tovabba, ha egy koron
beliili valtozonak ismerjiik a konkrét értékét, akkor a behelyettesits eljarassal a Faktor-Grafunk két
fa komponensre esik szét, amelyeken teljesen pontosan elvégezhetjiik a marginalis valdszintiségek
kiszdmolasat.

Az eddigi megjegyzéseket Osszefoglalva igaz a kovetkezd allités:

5. Allitas. Ha a vizsgdlt Faktor-Grdf pontosan eqy kort tartalmaz, minden a korben szerepld fiigg-
vény két vdltozo fiigguénye és minden korben és a kérhoz kézvetleniil kapcsolodo fiigguénycsics
szigorian pozitiv, akkor a Loopy Belief Propagation algoritmus tetszdleges irrequldris titemezés mel-
letti vdltozata tetszdleges kezdeti tizenet mellett konvergens. A hatdrérték nem fiigg sem a kezdeti
tizenettol, sem az titemezéstol. Néhdany vdltozo ismert értéke mellett is elmondhato ugyanez. Regqu-
laris titemezést haszndlva az tizenetek konvergencidja nem lehet lassabb a pdarhuzamos titemezésnél

tapasztaltnadl.

Az a tény, hogy a fliggvénykomponens pontosan két valtozo fiiggvénye, csak részben jelent

megszoritast. Ha a célunk egy konkrét feladat megoldasa, akkor atalakithatjuk a modelliinket tgy,
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hogy csak kétfoku fiiggvénycsicsok szerepeljenek benne. Tegyiik fel, hogy f; faktorizacioban sze-
repld fiiggvény a . . . ay valtozok fiiggvénye. Ekkor vezessiink be egy 4j (dy . . . ay) Osszetett valtozot.
Ezzel egyiitt az f; fiiggvény helyett vezessiink be 4j fiiggvényeket. Legyenek f,, (a;, (d1 ... dy)) figg-
vények olyanok, hogy 1-t vesznek fel, ha a; = d;, egyébként pedig 0-t. Ezenkiviil vezessiik be f;
kalapos valtozokon értelmezett replikaltjat: fj((dl ...dy)). Konnyt latni, hogy a definialt j fak-
torizaci6 ekvivalens a régivel. Tovabba abban a gyakorlatban fontos esetben, amikor a fiiggvények
alacsony fokuak, nem okoz komplexitas novekedést a hasznélata, hiszen az atalakitas lokalis, és
az Osszetett 0 valtozo csiccsal jard szamitasi nehézségek a régi modellben is jelen voltak az at-
alakitast kivalto fiiggvénycstucsnal. A bekezdésben targyalt atalakitas Markov-mezére vonatkozo
valtozata megtalalhato [23]-ban. Az atalakitas és a Markov-Faktor-Graf kapcsolatéarol a kovetkezs

részben lesz sz0. Az atalakitast mutatja be a 4.2 abra.

4.2. abra. Illusztraci6 kettéfoka valtozocsicsot 1étrehozo transzformacidhoz. Az azonos szint cst-
csok egymasnak felelnek meg. A fiiggvénycsiucsnal a més drnyalat arra utal, hogy rep-

likalt valtozatrol van szo.

Ez az atalakités jelen esetben hasznos. Ha tetszGleges pontosan egy kort tartalmazéd grafikus
reprezentacioban a korben talédlhatoak olyan fliggvénycsicsok, amelyek tobb valtozo fliggvényei,
akkor elvégezve az atalakitast, elérhetjiik, hogy a korben csak kétvaltozos fliggvények szerepeljenek.
Az ok, amiért nem ezzel kezdtem a fejezetet az a tény, hogy ezt az atalakitast hasznalva nem lehet
az elégséges feltételeket egyszertden leirni. A gond az, hogy az f,, fiiggvények miatt mindenképpen
kapcsolodik a korhoz 0-t is tartalmazo fiiggvénycesiics. A helyzeten enyhit az a tény, hogy ugyan
az f,, figgvények tartalmaznak 0-t, de szigortan pozitiv vektorokat szigortian pozitiv vektorokba
visznek. Kihasznalva azt a tényt, hogy a levezetés nem fliggott az litemezéstsl (atalakitas a legtobb

esetben iitemezésbeli eltérést von maga utan), adodik a kovetkezd allités:

6. Allitas. Legyen adott egy pontosan eqy kort tartalmazé Faktor-Grdf, amelyben a korben taldl-
hato fiigguények szigorian pozitivak. Tegyiik fel, hogy miutdn a kér felé halado tizenetek dllanddvd
vdlnak, minden kor felé halado vektor szigorian pozitiv. Ekkor a Loopy Belief Propagation algorit-
mus tetszdleges irrequldris titemezés melletti vdltozata tetszdleges kezdeti tizenet mellett konvergens.
A hatdrérték nem fiigg sem a kezdeti tizenettdl, sem az titemezéstdl. Néhdany vdltozo ismert érté-
ke mellett is elmondhato ugyanez, ha a velik torténd munka nem rontja el a feltételt. Reguldris
titemezést haszndlva az tizenetek konvergencidja nem lehet lassabb a parhuzamos titemezésnél ta-

pasztaltndl.
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A bevezetett jelolések mélyebb megértést tesznek lehetévé. Sajatvektor alatt a tovabbiakban
mindig jobboldali sajatvektort értek. Tegyiik fel, hogy az 5. Allitas feltételei teljesiilnek. Vegyiik

szemiigyre a kovetkez§ levezetést az X valtozé marginélis valoszintiségeivel kapcsolatban:

p(Xi=i)=a Y fiali,2)g5(w2) fas(w, 73) . ..

- f(n,l)(n) (an_l, -Tn)g:(-fn)fnl (:Bna Z)QT(Z) =
=) fiali, w2)g5(w2) > fos(wa, )5 (ws) . . (4.7)

Tn

= ae] MDDy ... M), 1y DM, Die; = ael (D1C, D7) e

A levezetésben e; az i. egységvektort jeloli. A ¢ jelentése Osszetett. Tudjuk, hogy a 4.1 dbran
az x;-hez a g; fuggvényen keresztiil kapcsolodik egy fa komponens. A gf(x;) rogzitett z; érték
mellett a faban talalhato fliggvények z;-t6l kiilonbozé véaltozoinak szummézasabol adodo szam.
Mas megfogalmazasban a Belief Propagation algoritmus soran a fa fel6l a kdrbe érkezs iizenet.
Megjegyzem, hogy akkor sincs probléma, ha az x; valtozohoz tobb kordn kiviili fiiggvénycsics
kapcsolodik. Ez esetben mas a D; matrix definicidja, azzal pedig minden 6sszhangban van.

Kihasznélva azt a tényt, hogy (D,C,D; )" fsatloja megegyezik C, féatlojaval adodik, hogy
p(Xy =1) = aC,(i,1).

Az eddig eredményeket felhasznélva Ossze tudjuk kapcsolni az eljaras altal szolgaltatott becslést
és az igazi marginélis valoszintségeket. Jeloljiik v-vel C), abszolit értelemben legnagyobb sajatér-
tékéhez tartozo sajatvektorat, s-sel (D,C, D) T-ét. Vegyiik észre, hogy (D1C,,D;*)" épp ,u’}u_) X

iteracios matrixa. Igy a hatariizenethez tartozo becslés a kovetkezs alakot 6lti:
bx, (i) = aD1(i,4)s(i)v(i). (4.8)

[rjuk fel (D,C, D;')T matrixot SAS~! Jordan-alakban a féatloban abszolit értelemben csokkend

sorrendben sajatértékekkel. Ekkor az S méatrix els6 oszlopa épp s. Felhasznélva ezt az alakot:

C, = Dr' (DyC,DPY)T) Dy = (S7'DyHTATST D, (4.9)

Felhasznalva, hogy C,, és (D;C,D;")T sajatértékei megegyeznek, kapjuk, hogy S~'D;! elsé sora
megegyezik v-vel. Igy a (4.8)-bol adédik:

bx, (i) = aS(i,1)S7(1,1). (4.10)
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Ezt hasznalva:

p(X1 =1) = ae] (D;*C,Dy) " e; =
¢/ (D'C.Dy)Te;
Trace((Dy'C,D1)T)
e/ SASTle;
Trace(C,,) (4.11)
X, SEANSTG)
= S =
. Az, (7) + Zj>1 S(Z'»j))‘jsfl(ja i)
a Zj >‘j .

A levezetésben Trace(-) az aktuélis matrix nyomat jeloli, mig A\;-k C,, sajatértékeit jelolik. A fenti

levezetés utolso6 sora fontos tartalommal bir. Mutatja, hogy a becslésiink pontatlan, mindazonaltal
ha C),, métrix legnagyobb sajatértéke dominalja a tobbit, akkor becslésiink kozel lesz az igazi
marginalis valészintséghez. Tudjuk, hogy a konvergencia is annal gyorsabb minél dominansabb a
legnagyobb abszolut értekd sajatértek. Igy latjuk, hogy a becslés pontossaga és a konvergencia
sebessége szoros kapcsolatban vannak. Ez a jelenség az empirikus tapasztalatokban is felfedezhet6.
Néhény tovabbi specidlis esettdl eltekintve, még nem sikeriilt elméletileg vizsgalni ezt a jelenséget.

A koron kiviili éleken nem érvényes a fenti levezetés, vagyis nincs tétel, ami garantalja, hogy
a marginalis valoszintségek kozel lehetnek a becsiilt valoszintségekhez. [17] tartalmaz empirikus
eredményeket, amelyek azt mutatjak, hogy a koérén kiviili valtozocstcsokhoz tartozd becslések
rosszak. A rész elején emlitett intuicié alapjan, ez nem meglepd, a korhoz kapcsolédo részfakban
a kor miatt a részfan kiviili evidencidk sokkal tobbszor vannak figyelembe véve.

Mint korabban emlitettem, a Belief Propagation legnagyobb sikerének a kodolasi alkalmazasok
szamitanak. Mutatok egy tényt, ami alatdmasztja a kddolason elért sikereket. Szoritkozzuk a 4.1
abra altal definialt modellre. A (4.10) képletben, ha jobban meggondoljuk az « felesleges, nélkiile
is normélt vektor szerepel a képletben. Ezt hasznalva irjuk 4t (4.11)-t abban a specialis esetben,

ha a vizsgalt valoszintségi valtozoink binarisak. Legyen 4, j € {0,1},7 # j, ekkor:

_ )\le1(0 + )‘2<1 — le(Z))

X1 =1 4.12
p(Xy =1) M+ ( )
Ebbdl pedig kovetkezik:
p(Xi =1i) = p(X )= —)\1 A (bx, (i) — bx,(j)) (4.13)
1 1 J )\1 )\2 X1 1\J))- .

Tekintve, hogy a vizsgalt esetben \; > Ao, A\; > 0, (A\; + A3) > 0, levonhatjuk azt a kovetkeztetést,
hogy megfelels feltételekkel az algoritmus mindig helyesen adja meg a korén talalhato valtozok
valoszintibb értéket.

Felhivom az olvaso figyelmét [14]-re. Ebben Murphy és tarsszerz6i Pearl eredeti Belief Propa-
gation algoritmusat vizsgaljak empirikusan, tobb gyakorlatban is fontos, kort tartalmazo reprezen-
tacion. Azt tapasztaltak, hogy nagyon jol kozelitette az algoritmus az eredeti marginélis val6szinti-

ségeket, abban az esetben, mikor konvergenciat tapasztaltak. Fontos, hogy a cikkben talalhatunk
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példat arra, amikor az algoritmus a szamitogépes teszt alatt nem mutatott konvergenciat. Raada-
sul a példa olyan volt, hogy a faktorizicidoban szerepl§ fiiggvény szigorian pozitiv volt. Ez elméleti
szempontbol érdekes, hiszen a fenti levezetés mutatja, hogy megfelels feltételek mellett az egy kort
tartalmazo reprezentaciokon ez a jelenség nem fordulhat els.

Ha megengedjiik, hogy a fliggvények 0-t is felvegyenek bizonyos konfiguraciokon, akkor kénnyti
egyszeri példat mutatni, ahol nem tapasztalunk konvergenciat. Tegyiik fel, hogy csak egy koriink
van. Ne rendelkezziink megfigyeléssel. A valtozoink és fliggvényeink legyenek egyformak. Ekkor
a (4.6) rekurzi6 azzal ekvivalens, mintha stacionarius Markov-lanc eloszlasat vizsgalnank az idé
haladasaval. Tudjuk, hogy 0-k jelenléte mellett konnyen tapasztalhatunk oszcillaciot.

Osszefoglalva a részben leirtakat, azt tudom mondani, hogy a konvergenciaval kapcsolatos leg-
alapvetSbb jelenségeket bemutattam. A feldolgozott irodalmaknél nagyobb hangsulyt fektettem az
iitemezésre, a 0-k szerepére, az atalakito transzforméciok altalanos értékelésére, illetve az alkalma-

zasokban elengedhetetlen megfigyelt valtozok kezelésére.

4.3. Max-Product koroket is tartalmaz6 reprezentacion

A részben [17] és [23] alapjan a Max-Product algoritmus éaltalanos valtozatarol ismertetek
eredményeket. A rész tokéletes megértése érdekében érdemes visszatérni a (3.15) képlethez, és a
koriilotte levé megjegyzésekhez. Tekintve, hogy kort is tartalmazo reprezentaciora alkalmazzuk az
algoritmust, nem kapjuk meg a (3.15) képletben szereplé maximum értelemben marginalis fiigg-
vényeket, csak kozelitést kapunk. Az n. iteracié utani kozelitést a 16. Definicioval Gsszhangban
b}, (zi)-vel jelolom. A bY . (z;)-k maximumait beallito értékek alkotta vektor a legvaloszintibb
konfiguraciora n. iteracié utdn adott becslés, b™-el jelolom. Ha az algoritmus konvergens, akkor
a hatariizenetekbdl szamolt becsléseket by, (x;)-vel és b-vel jelolom. Ebben a részben azt fogom
vizsgalni, hogy a Max-Product konvergenciaja esetén a kapott b vektor milyen kapcsolatban van a
modell maximalis valoszintiségi konfiguracidjaval.

A részben Markov-Faktor-Grafokkal dolgozom. Mint a masodik fejezetben leirtam egyszertien
olyan Faktor-Graf modellrél van sz6, amelyben minden fiiggvény pontosan két valtozo fiiggvénye.
Futtassuk specialis iitemezéssel az algoritmust. Vagyis el6bb a valtozobol fliggvénycsicsba me-
né iranyitott élek mentén torténjen frissités, utana pedig a tobbi iranyitott élen. Tekintve, hogy
minden fliggvénycsiics méasodfoku, ezzel az litemezéssel gondolhatunk egy iteraciora tgyis, hogy
a valtozok tizennek egymasnak, és a postazandé iizenetet csak részben szamoljak ki 6k, kozbiilsé
lépésként a fliggvénycsicsok segitenek szamolni. Fzzel a kiegészitéssel gondolhatunk a speciélis
iitemezés melletti Max-Product algoritmusra, mint Markov-mezén futé6 parhuzamos iitemezéssel
definialt algoritmusra. Ha Markov-Faktor-Grafon futtatom a Belief Propagation valamelyik valto-
zatat, akkor ezen, ha csak nem emlitem, azt értem, hogy a Markov-mezén futtatjuk az algoritmust
parhuzamos iitemezés mellett.

Kicsit arnyalom a Markov-Faktor-Gréaf reprezentaciot. Minden a Markov-Faktor-Graf modell-

ben szerepld véaltozohoz kapcsoljunk egy, Pearl eredeti hozzaallasaval rokon, alvaltozot. Természe-
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tesen a faktorizacio is béviil, minden (valtozo, alvaltozo) parhoz kothetSen bevezetiink egy 1j két-
valtozos fliggvényt. Igy tovabbra is Markov-Faktor-Graf modelliink van. MegfelelGen definialva az
alvaltozo és a hozza kapcsolodo igazi valtozo kozotti fiiggvényt, elérhetd az egyvaltozos fiiggvények
kezelése (alvaltozo értékétsl fiiggetlen fliggvény) és a megfigyelt értékek interpretéalasa is (determi-
nisztikus fliggvény). Az alvaltozok itt sem kapnak tizenetet, csak kiildenek. Grafikus megjelenitésnél
egyszeriien csak az igazi valtozokat szokték lerajzolni. A részben X;-vel jelolom az igazi valtozo-
kat, Y;-vel az alvaltozokat. A konstrukcié eredményeképpen adott p(Xy,..., X, Y1,...,Y,) egyiit-
tes eloszlas. Az algoritmusok futasanal az Y-k értékét rogzitettnek tekintjik, legyenek 1, ..., yn,
ekkor p( Xy, ..., X0, 1, .-, Yn) az X1, ..., X, valoszintségi valtozok vy, ..., y, értékek melletti fel-
tételes eloszlasanak konstans szorosa. A Max-Product algoritmust futtatva a modellen célunk az
alvaltozok megfigyelt értékei mellett az igazi valtozok legvaloszintibb konfiguraciojanak kozelitése.
Emlékeztetem az olvasot 2.4 dbrédhoz kapcsolodo gyakorlati feladatra, ahol pont ez volt a célunk.

Megjegyzem, hogy a 4.2 abrén lathato atalakitassal, illetve az el6z6 bekezdésben szerepld kiegé-
szitéssel, minden Faktor-Graf Markov-Faktor-Graffa alakithato. Természetesen a 0-k kezelésével,
illetve az litemezéssel 1épnek fel problémék.

Tehat tegyiik fel, hogy a részben definialt arnyalt Markov-Faktor-Graf modellben dolgozunk. Je-
16ljiik G-vel a hozza tartozdé Markov-mezd grafot az alvaltozok nélkiil. A tovabbiakban egy nagyon
hasznos és természetes eszkoz keriil bemutatasra, amelynek neve kigombolyitott fa®. Diohéjban
arrél van szo6, hogy koroket is tartalmazo reprezentacio helyett egy végtelen fat vizsgalunk, amely
lokalisan tigy néz ki, mint a koéros reprezentéicid. Megjegyzem, hogy ennek az eszkéznek a hasznos-
sdga nem korlatozodik a Max-Product valtozatra, késébb errél még lesz sz6. Nézziik meg a pontos

definiciot.

20. Definici6é. G Markov-Faktor-Grdfhoz tartozo kigombolyitott n szintd fanak nevezzik a kéovet-
kezd konstrukcioval kapott Markov-Faktor-Grdfot. Vilasszunk eqy tetszdleges G-beli cstcsot, ennek
mdsolata lesz a kigombolyitott fa gyokere. Ezen azt értem, hogy a mdsolat gyokér ds dlvdltozdja
kozotti fiigguény legyen pont olyan, mint az eredeti grdfban az eredeti csics és dlvdltozdja kozotti.
Epitsiik eqymds utdn a fa szintjeit. Az elsd szinten helyezziik el a qyokérhez tartozd eredeti csics
minden szomszédjanak mdsolatdt, €s kdssiik dket dssze a gqyokérrel. Az osszekdttetésekhez tartozo
kétvdltozos fiigguények és az dlvdltozokhoz kothetd fiigguények legyenek az eredeti grdfban az eredeti
vdltozokhoz kithetd fiigguények mdsolatai. Tegyiik fel, hogy az i. szint kész van, ekkor az (i + 1).
szintet gy készitjik, hogy az i. szinten levd dsszes vdltozora eqyenként végrehajtjuk a kovetkezd
konstrukciot. Megnézziik, hogy a vizsgdlt vdltozo eredetijének mik a szomszédai az eredeti G grdf-
ban. Ezeknek a szomszédoknak a mdsolatdt eqy kivételével a kigombolyitott fa kovetkezd szintjére
helyezziik a szokdsos modon. A kivételt a kigombolyitott faban vizsgdlt csiics elddjének’ az eredetije

jelenti. Ot nem mdsoljuk le. Ezzel az indukcids lépéssel n. szintig elkészitjiik a fdt.

A 4.3 ébra szemlélteti a definicibban szerepld konstrukcidt. Technikai konnyitést jelent, ha fel-

6angol szakirodalomban unwrapped tree vagy computational tree

"a megel6z6 szinten levd egyetlen cstics, amivel 8ssze van kotve
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4.3. abra. [23] abraja. Baloldalon egy Markov-Faktor-Graf all, jobb oldalon a hozza tartozé 4
szintd kigombolyitott fa.

tessziik, hogy ha fan futtatjuk a Max-Product algoritmust, akkor ezen az eredeti 3. fejezetben
definialt valtozatat értjiik az algoritmusnak (a kiildott iizenetek minden esetben helyesek). Az
n szintd kigombolyitott fa lényege, hogy ha ezen, mint Markov-Faktor-Grafon futtatjuk a Max-
Product algoritmust, akkor a gyokérhez eljutd végsé ilizenet megegyezik azzal, amit a gyokér G
beli eredeti megfelel§je kap az eredeti G grafon futtatott Max-Product algoritmus n. iteracioja
soran. A kovetkez6 lemma komplikaltnak tiinhet els6 olvasasra, de egyszerii dologrél van szo. FEzt

mutatja, hogy a kimondasa egyben a bizonyitésa is.

1. Lemma. [17] lemmdja®: Legyen (G, p) Markov-Faktor-Grdf modell tetszdleges. Tegyiik fel, hogy
a Mazx-Product algoritmus konvergens a rendszeren. A G-hez tartozo n szintig kigombolyitott fdt
fogjuk vizsgdlni, jeloljik F,-el (kiindulo csics legyen tetszdleges). Tudjuk, hogy részfdja tetszéleges
tovabb gombolyitott fanak. Gombolyitsuk n-él sokkal tovabb, eqy m szintig a grafot. Ekkor F,,-
en futtatott Max-Product algoritmus F,-en belil halado tizenetei nagyon kézel lesznek az eredeti
modell hatdrizeneteihez. Megjegyzem, hogy a definiciobol nem vildgos, hogy a lefelé halado tizenetek
is rendben vannak, de tekintve, hogy a konvergens értékek kizelében vagyunk ez is teljesil. Igy
ha modositjuk F,, legalso szintjén levd vdltozok és dlvdltozoik kozotti fiigguényeket, gy, hogy az
dlvdltozoktol kapott tizenetek imitaljak a G, faban alulrol jovd tizeneteket, akkor eqy olyan rendszert
kapunk, amelyben igaz minden i-re, hogy az x; mdsolatok maximum értelemben igazi margindlis
fiigguényei kizel lesznek a megfeleld by,,y(x;) fiigguényekhez. Az igy kapott rendszert jeléljik M, -el.
Dichéjban osszefoglalva olyan fa megjelenési Markov-Faktor-Graf modelleket kaptunk, amelyeknek
maximum értelemben igazi margindlis fliggvényei kozel vannak (m novelésével tetszdlegesen kizel)

a G-n futtatott konvergens Maz-Product algoritmus hatdrbecsléseihez.

A fenti lemmaval kozel keriiltiink egy szép eredményhez, amely mutatja, hogy a Max-Product
altalanos valtozataval a maximalis konfiguraciéra kapott becslés lokalisan mindenképpen a legva-

16szintibb.

8Periodic assignment lemma,
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21. Definicié. Legyen (G,p) egy Markov-Faktor-Grdaf rendszer. Legyen x vektor egy konfigurd-
cio. Az x kor-fa kérnyezetébe® azok a z konfigurdcick tartoznak, amelyek olyanok, hogy ha S-el
jeléljiik azon koordindtdk halmazdt, amelyekben kiilonbéznek x-tdl, akkor az S-ben levd koordindtdk
daltal G-ben kifeszitett részgrdf olyan, hogy dsszefiiggd komponenser legfeljebb egy kort tartalmaznak.

Hangsilyozom a bijektiv megfeleltetést a koordindtahalmazok, és a részgrifok kozott.

Megjegyzem, hogy [23|-ban a kor-fa kornyezet definicioja egy nagyon kicsit specidlisabb, ott a
vizsgalt részgraf komponensei vagy fak, vagy korok. Azonban a cikkben taldlhato Fig.2 abra (c)
része az altalam adott enyhén altalanosabb definicidra illusztracio. Mindezt ugy foglalhatnam Ossze,

hogy [17] cikket is felhasznalva, egy kicsit precizebbé tettem [23]-ban talalhato érvelést.

5. Tétel. [23] tétele!®: Tegyiik fel, hogy adott (G,p) Markov-Faktor-Grdf modell. Tovdbbd tegyiik
fel, hogy a Maz-Product kéros reprezentdcion definidlt vdltozata konvergens a rendszeren. Tegyiik fel
azt is, hogy a maximalis margindlis figguényekre kapott becslések maximuma egyértelmi. Tovabbad
tegyiik fel, hogy az egyértelmi mazximumokbol dllo maximdlis konfigurdcidora adott b becslés pozitiv
valdszintséqgl a megfigyelések melletti feltételes valosziniiségi mezdben. Ekkor teljesiil, hogy b kor-fa

kornyezetében levd vektoroknak kisebb a valdszinidségiik a megfigyelések mellett.

Bizonyitds: Tegyiik fel elGszor, hogy x egy olyan konfiguracio, amely egy a grafban fanak megfeleld
koordinatahalmazon valé valtoztatas utan megkaphato6 b-bél. Jeloljiik az alvaltozok alkotta vektort
y-al. Az eltérd koordinatédkhoz tartozo részfat T-vel. Az x és b konfigurédciok egy U részgrafba esé
koordinatakra valé megszoritasat xy illetve by-val jeloljiik. Tegyiik fel indirekten, hogy y ismerete
mellett x valészintisége nagyobb vagy egyenld, mint b valészintisége. Felhasznalva azt a tényt, hogy
G Markov-mezd, utobbi indirekt feltétel ezt jelenti:

p(T = xT|SZ(T) - bsz(T)a y) > p(T = bT|SZ(T> - bsz(T)7 y)u (414)

ahol sz(-) az argumentumaba irt csticshalmaz szomszédsagat jeldli, vagyis azon csicsok halmazat,
amelyekre igaz, hogy szomszédosak valamelyik argumentumbeli csticesal.

A kigombolyitott fa definiciojabol vilagos, hogy ha az n elég nagy, akkor F,,-ben talalunk T-vel
izomorf T részgrafot, tgy, hogy T csticsal tavol vannak az F), legalso szintjét6l. Ekkor az 1. Lemma
miatt, tudunk olyan modositést végezni F,-en, hogy a kapott M, rendszerben az igazi maxima-
lis konfiguracié a b vektor masolassal kompatibilis valtozata'?. Itt kihasznaltuk az a tényt, hogy
az eredeti grafon futtatott Max-Product algoritmus marginalisokra adott becsléseinek egyértelmti
a maximuma, mert igy, a (3.15) képlet alatti megjegyzés miatt, b vektor méasolassal kompatibi-
lis valtozata az egyetlen maximélis konfiguraci6. Ez a tény ellentmond annak, hogy a (4.14)-bdl

kifolyolag a lokalis azonossag miatt a kovetkezd teljesiil:

9angol szakirodalomban: single loops and trees neighborhood

10Claim 1 cimke alatt szerepel a cikkben

3 hullam a kigombolyitott fara utal

2minden koordinata a megfelels M,, csiics G-beli eredetijéhez tartozo b-beli koordinataval egyezik meg
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Most azt az esetet vizsgaljuk, amikor x b-t6] kiilonbo6z6 S koordinatakbol allo részgraf egy darab
Osszefiiggd komponens, amely pontosan egy kort tartalmaz. Jeloljiik a részgrafot is S-el, azon beliil
a kort pedig L-el. Tekinthetiink tgy a grafra, mint a korre, amelyhez fak kapcsolodnak. Az indirekt

feltevésbdl most is adodik:

p(S = xS|SZ(S> - bsz(S)7y) > p(T = bS|SZ(S) = bsz(S)a y)a (416)

Egy kicsit tobb technikai meggondolast hasznalva, az el6z6h6z hasonlé médon most is ellentmon-
dasra jutunk. Most is S-hez hasonl6 alakzatot kell keresniink az F), kigombolyitott faban. Legyen
x1 az L egyik cstucsa. Tegylik fel, hogy ebbdl a csticsbol kiindulva gombolyitjuk a grafot. Ekkor ha
elég sokaig gombolyitunk taldlunk tetszéleges hosszii olyan lancot Fj,-ben, amelyben a csticsok az
L csucsainak a kor struktiraval 6sszhangban levé masolatai. Az ilyen lancon menjiink addig, amig
minden L-beli élen k-szor nem mentiink keresztiil. Igy mindenképpen x; maésolatanal allunk meg.
A lanc eddig tarté szakaszat jeloljiik L-al. L-t egészitsiik ki az L-b6l kiindulo fak méasolataival.
Igy egy olyan S részfat kapunk a kigombolyitott faban, amely minden S-beli élet pontosan k-szor

tartalmaz. A konstrukci6é miatt igaz a kovetkezd azonossag minden k-ra:
5 N3 - k
P(S = Z5ls2(5) = by.(5),9) = [p(S = ws]52(S) = bexs),y)]” B, (4.17)

ahol B egy k-t6l nem fiiggé konstans, ami arra utal, hogy a fa két vége miatt néhany tagot kiilon
kell kezelni. Azért nem filigg k-t6l, mert akarmilyen hosszu is az alaplancunk, a fa két vége lokalisan
ugyantgy néz ki. Es mivel a (4.17) tetszéleges k-ra igaz, igy a (4.16)-t is hasznalva az el6z6 esettel
megegyezd modon ellentmondést kapunk.

Az utols6 1épés annak igazolasa, hogy ha a valtoztatasban érintett koordinatak tébb el6z6
tipusi komponensre bonthatoak, akkor is ellentmondasra jutunk. Ez nem trivialisan, de egyszertien
kovetkezik abbol, hogy Markov-mezén vizsgalodunk. W

Megjegyzem, hogy a bizonyitas akkor is miikodik, ha 0-k talalhatoak az egyiittes eloszlédsban,
hiszen a levezetésben a feltételekbe mindig pozitiv valoszintségd vektorok keriiltek (pozitiv valoszi-
niiségi konfiguracio roviditése is pozitiv valoszintségii). Tovabba érdemes megfigyelni, hogy t6bb
kort is tartalmazo reprezentaciokra nem miikodik a bizonyitas, ugyan lokalisan hasonl6 alakzatokat
ebben az esetben is taldlhatunk, de a (4.17) képletben szerepls B fiiggne k-tol.

Az ismertetett tétel egyszerd kovetkezménye a [17] megfelels tételének altalanositésa arra az
esetre, ha az egylittes eloszlas tartalmaz 0-t (emiatt volt sziikség a kor-fa kornyezet kicsit eltérd

targyalaséara):

7. Allitas. Legyen adott egy pontosan egy kort tartalmazé Markov-Faktor Grdf. Ekkor ha a Maaz-
Product algoritmus konvergens, és a mazximdlis margindlisokra kapott vektoroknak egyértelmid a
maximuma, tovdabbd mazimdlis konfigurdciora kapott becslés pozitiv valdsziniiségd a megfigyelések

mellett, akkor végeredményiil a megfigyelések melletti lequaldszinibb konfigurdciot kaptuk.

Megjegyzem, hogy [17]-ben szerepel empirikus vizsgalat, amelyben &altalanosabb modellekben

vizsgalodva (nem csak egy kort tartalmazo modellekben) azt az eredményt kapték, hogy a Loopy
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Belief Propagation tobbszor konvergal, mint a Max-Product algoritmus, de azokban az esetek-
ben, amikor mindkét algoritmus konvergélt, a sajat céljukat illetGen'®, a Max-Product algoritmus
pontosabb becsléseket adott. Utébbi mondatban beleértem azt a fontos megjegyzést, hogy az em-
pirikus tapasztalatok alapjan, a Max-Product konvergencia esetén ugyan legtobbszor jol becsiilte

a maximalis konfiguraciot, de nem volt tévedhetetlen.

4.4. Frissebb eredmények

A dolgozat korabbi részeiben leirtam a vizsgélt algoritmussal kapcsolatos alapvets fogalmakat,
jelenségeket. Ebben a részben tjabb eredményeket szeretnék vazlatosan attekinteni.

[24] 2002-es cikk Markov-Faktor-Graf modell keretei kozott, a Loopy Belief Propagation algo-
ritmus konvergenciajara ad elégséges feltételt. A cikkben fel van téve, hogy minden a modellben
szerepl§ fiiggvény szigortian pozitiv. A cikk a Gibbs mértékek elméletét kapcsolja 6ssze a Loopy
Belief Propagation algoritmussal. A felhasznalt eszkdz az el6z6 részben definialt kigombolyitott fa
végtelen verzidja. A f6 allitas ugy szol, hogy a végtelen kigombolyitott fan a Gibbs mérték egyér-
telmtiségébdl kovetkezik az eredeti grafon a Loopy Belief Propagation algoritmus konvergenciéja.
Igy Gibbs mérték egyértelmitségére létezs elégséges feltételekbd] kovetkezik az algoritmus konver-
genciaja. Megjegyzem, hogy a kapott elégséges feltételek fiiggetlenek a kezdeti lizenetektsl, igy a
4.1 rész végén talalhato megjegyzés miatt az elégséges feltétel a Faktor-Gréafon futtatott parhuza-
mos iitemezési algoritmus konvergenciajat is biztositja. [30] az el6z6 cikkben elért eredményeket
vizsgélja irregularis iitemezést allitva a kozéppontba.

[27] dolgozat is Markov-Faktor-Graf modell keretein beliil, szigortian pozitiv fliggvények esetén
vizsgalodik a Loopy Belief Propagation algoritmust illetGen. Egy nagyon fontos hidnyt potol. Azt
a kérdést vizsgalja, hogy mi torténik akkor, ha a kiildendé iizeneteket numerikus nehézségek miatt
csak kozelitGleg lehet tovabbitani. A felhasznalt eszkoztarral végiil az algoritmus konvergencidjara
is ad elégséges feltételt. A feltétel itt is fiiggetlen a kezdeti tizenetektdl.

[28] dolgozat altalanos Faktor-Grafon vizsgalodik. Abban az esetben, ha a modellben szerepls
fiiggvények szigortian pozitivak, megmutatja, hogy a (4.1) és a (4.2) képletben definialt iteracio
fixpontjai a statisztikus fizikdban jol koriiljart szabad energia Bethe kozelité modszerének staci-
onarius pontjainak felelnek meg. Altalanosabban, 0-t is tartalmazé fiiggvények esetén sejtéseket
allit fel, intuitiv érvelésekkel aldtamasztva. Tovabbé altalanosabb szabad energia kozelits eljaraso-
kon keresztiil altalanositja a Loopy Belief Propagation algoritmust. [26] dolgozat [28] cikk korabbi
valtozatait alapul véve, azt vizsgalja, hogy milyen feltételekkel mondhatoé el, hogy a (4.1) és a (4.2)
iteracioknak pontosan egy fixpontjuk van. Nyitott kérdés, hogy a fixpont egyértelmiiségébsl milyen
feltételek mellett kovetkezik a Loopy Belief Propagation algoritmus konvergenciaja.

A 2007 decemberében megjelent [33] cikk altalanos Faktor-Grafon vizsgalja a Loopy Belief
Propagation algoritmus konvergenciajat. Nagyon szép, klasszikus matematikat hasznél. Az ered-

mények alapvetéen szigorian pozitiv fiiggvényekre lettek megfogalmazva, de tortént kis elrelépés

13mas a kozelitendé mennyiség az egyes algoritmusoknal
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0-k szereplése esetén is. Vizsgalodasainak az alapja a kiildott iizenetek kényelmes atparamétere-
zése, amellyel a (4.1) és a (4.2) rekurziok egyszertibben kezelhetSek. Az egyszeriibben kezelhetd
rekurziok altal definialt frissité fiiggvény derivéaltjat vizsgalva, a Banach-féle fixponttétellel'* ju-
tott konvergenciat biztosito elégséges feltételekhez. Tekintve, hogy valoszintiségi modell keretein
beliil torténik a vizsgalodas, az algoritmus konvergenciajanak vizsgalatanal a vektorok normalésa
érdektelen. Igy sziikség volt olyan normék bevezetésére, amely érzéketlen vektorok skalarral valo
szorzaséra. A cikk az eredmények ismertetésén til szamba vesz régebbi konvergencia eredménye-
ket, és empirikusan Osszeveti Gket a sajat eredményeivel. A cikkben elért eredmények empirikusan
jobbnak bizonyultak a régebbi eredményeknél. [31] cikk [33]| eredményeit tovabbgondolva igyekszik
vizsgélni a Loopy Belief Propagation algoritmus irreguléris iitemezés melletti valtozatat. A dol-
gozatom szellemével nagyon rokon megallapitédsa a cikknek, hogy az ilitemezés kérdésével a cikk
megjelenése el6tti idGszakban fontossdgédhoz mérten keveset foglalkoztak.

[36] cikk kéziratat személyesen kapta meg a témavezetém a cikkek ir6itol. Ebben a Belief
Propagation algoritmust altaldénos Bregman értelemben informacios vetitések sorozataként sikeriilt
leirni. Az elért eredmények a jovében nagyon hasznosnak bizonyulhatnak.

Az emlitett cikkek szép és hasznos eredményeket tartalmaznak. Azonban elmondhat6, hogy az
algoritmus konvergencia viszonyainak feltardsa kozel sem teljes. A 0-k és az litemezés még tobb
nyitott kérdést szolgaltatnak. Tovabbé észrevehetd, hogy az eddigi eredmények nagyrészre csak az
algoritmus konvergencidjaval foglalkozik, arrél, hogy a kapott becslés milyen viszonyban van az

igazi marginalis fliggvényekkel kevés szo esik.

4pontosabban kisebb &ltalanositasaival



5. fejezet

Kodolasi alkalmazasok

Ebben a fejezetben a Belief Propagation algoritmus kédolasi alkalmazasaival foglalkozom. El6-
szor ismertetek néhany alapvets fogalmat az informacioelmélet és az algebrai kodelmélet teriileté-
r6l. Ezt kovetSen ismertetek néhany klasszikus kodolasi-dekodolési eljarast a Belief Propagation
fényében. Végiil a Shannon-kapacitas kozelitésében nagyon sikeres kodokrol, a Turbo-kodrol, és az
LDPC kodrol lesz szo.

5.1. Kbédolasi alapfogalmak

Kodoléassal a matematika két teriilete, az informacioelmélet és az algebrai kodelmélet foglalko-
zik. Nem élesen elhatarolt tudomanyteriiletekrél van sz6, a megkiilonboztetés a felhasznélt eszko-
zOk alapjan torténik. Az informacidelmélet a valoszintliségszamitas eszkoztarat hasznalja nagyon
aktivan, mig az algebrai kodelmélet az absztrakt algebra eszkoztarat. A dolgozatban az informa-
cibelmélet oldalarol kozelitek. Ezt a részt [4], [15], [25], [34], [35] alapjan allitottam Ossze. Célja
a résznek a kodelmélet azon részeinek vazlatos ismertetése, amelyek elengedhetetlenek a Belief
Propagation algoritmus kodelméleti jelent&ségének megértéséhez.

Arra kérem az olvasét, hogy tanulményozza az 5.1 abrat, amelyen Shannon blokkdiagramja
talalhato. Alapvet&en az a feladat, hogy a forrasbol érkezd, csatornan keresztiilhaladé informaéaciot
eljuttassuk a felhasznalohoz. Kicsit pontosabban igyeksziink kiilonb6z6 kodolo-dekddolo technikak
alkalmazéasaval a csatornan torténd sériilésekkel szemben ellenalléva tenni az iizenetet. Gyakor-
latibb megkozelitéssel forrés lehet példaul egy a Fold koriil kerings szonda, amely folyamatosan
kozvetiti a felhasznalo szerepét betoltd GPS helymeghatarozo rendszernek az informaciot. Ekkor

a csatorna szerepét a Fold légkore tolti be.

Forrds K6dold Csatorna | Dekodolo —|Fe|haszné|c')

5.1. dbra. Shannon-féle blokkdiagram

Nézziik meg, hogy mindezt hogyan lehet matematika eszkoztaraval lefrni. A forrds matematikai

41
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modellje egy végtelen hossza Uy, ..., Uy, ... valoszintségi valtozé sorozat. Az ismertetni kivant graf
alaka dekddolok miikddésének konny i megértése céljabol felteszem, hogy a forras valoszintiségi val-
tozoi egymastol fiiggetlen, egyenletes eloszlast, binaris értékkészlet valosziniiségi valtozok. Binaris
valtozo alatt a kételemt {0, 1} testbeli értéki valtozot értek. A kovetkezd speciélis csatornamodellt

tételezem fel:

22. Definicid. Azt mondjuk, hogy W eqy emlékezet nélkili csatorna bindris bemenettel és Y C R
kimeneti ABC-vel, ha adottak w(y|x),x € {0,1} feltételes tomegeloszlisok, vagy feltételes siri-
ségfigguények, amelyekkel minden n-re teljesil, hogy (1 ...x,) € {0,1}" bemenet esetén annak a
valdszindsége, vagy siriségfiggvénye, hogy (y1 ...yn) € Y™ kimenetet kapunk egyenld:

n

(Y1 YnlTr .. xp) = H w(y;|x;). (5.1)

i=1
Két csatornat szeretnék példaként megemliteni. A BSC csatornanak a kimenete is binaris, és annak
a valoszinisége, hogy egy bemenet megvaltozik p. Emlékezet nélkiili diszkrét Gauss-csatornanak
hivjuk azt a csatornat, amely esetén w(y|x) o szérast normalis eloszlas, amelynek a varhato értéke
—1l hax=0,1hax=1. A dolgozatban emlitett minden hozzéallas a kévetkezd kodolo-dekddold

modellhez vezet:

23. Definicié. (n,k) paraméteri blokk kddolisnak nevezzik az olyan kddoldst, amelyet egy h:
{0,1}* — {0,1}" fiigguény definidl. A kodoldsi eljdrds a kivetkezd, a kddold megvdria a forrdsnak
k betdjét, majd a kapott k hosszi blokkot a h fiigguény segitségével kodolja, majd a mdr kodolt k da-
rab betdt elfelejti. Ezt ismétli a végtelenségig. Az ilyen kodok rdtdjanak a % szdmot nevezziik, amely
azt fejezi ki, hogy eqy csatorndn dthalado karakter dtlagosan mennyi forrds karaktert tud dtvinni.
Egy blokk kédhoz tartozé dekédols eqy k: Y™ — {0,1}* fiigguény. A dekddolds eredményeként egy
Vi, ..., Vi sorozatot kapunk. A dekddolas hibavalosziniségének az {Uy,..., Uy # Vi,...,Vi} ese-
mény valosziniségét tekintyik. Eqy blokk kodolasrol azt mondjuk, hogy szisztematikus, ha taldlunk
i1, ..., i koordindtdkat, hogy minden x € {0,1}*-ra a h(x) megszoritisa ezekre a koordindtdkra

épp x.

Az eddig bevezetett fogalmakkal készen allunk Shannon 1948-ban megjelent egyik alaptételének

kimondésaral.

6. Tétel. A forrdasra és a csatorndra tett feltevéseink mellett minden csatorndhoz létezik eqy sok
esetben szamolhato C' Shannon-kapacitdsnak nevezett szam, amelynek értéke csak a csatorndtol
fiigg, és amely rendelkezik a kévetkezd tulajdonsdggal. Tetszdleges régzitett e-hoz és §-hoz talalunk
olyan C'-nél legfeljebb d-val kisebb rdatdju blokk kodot, és eqy hozza tartozo dekddolo algoritmust,
amelyekkel a hibavaldsziniség -ndl kisebb. Tovdbbad teljesiil, minden C-nél nagyobb D szdmra,
hogy tetszdleges olyan blokk kddsorozatra, amelyhez tartozo % rdatasorozat D-hez tart, gy, hogy

k,n — o0, 1gaz, hogy a kodsorozathoz tartozo hibasorozat nem tart 0-hoz.

Lpontosabban specialis esetének ismertetésére
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A két példanak hozott csatorna esetén a kapacitas csokkend fliggvénye a p-nek és a o-nak, vagyis
minél nagyobb a zavar6 hatas, annal tobb csatornan atkiildott karakterre van sziikség a forras kis
hiba melletti tovabbitasara. A BSC csatorna zaja ellen a legegyszertibb védekezési technika, ha
minden forrasbettit elére rogzitett c-szer kiildiink at a csatornéan, a felhasznalo pedig megvarja az
egy forrasbetihoz tartozoé ¢ kimenetet, és a forrasbettit a tébbszor szereplé kimenettel azonositja.
Ezzel a technikaval tetszélegesen kis hibavaloszintiséget el lehet érni ¢ tetsz6leges nagyra novelé-
sével, de ekkor a kodolas-dekodolas % rataja 0-hoz tart. A fent ismertetett tétel azt allitja, hogy
ez az eljaras nem az optimaélis, hiszen ugyan csak a kapacitas alatt, de lehetséges pozitiv rata-
val tetszGleges kis hibavaloszintiség mellett lizenetet tovabbitani. Sajnos a bizonyitasban a kédolo
leképezés egy véletlen halmazbol keriil kivalasztasra, igy nem tudni melyik koéd bizonyult jonak.
Masrészt a tételben a kodhoz tartozé dekodold gyakorlatban kivitelezhetetlen szdmolasi nehézsé-
gekhez vezet. Igy a tétel 1948-as megjelenését kovetGen alapvetd kérdéssé valt a csatornakhoz olyan
kodolo-dekodold par tervezése, amely szamolésa a gyakorlatban kivitelezhets, és amely rataja a
tételben szerepld hatarhoz kozel van, megfelelGen alacsony hibavaloszintiség mellett. Mint emlitet-
tem koriilbeliil 50 évnyi kutatés utan, végiil a gyakorlatban fontos csatorndkon Turbo-koddal és
az LDPC koddal sikeriilt elérni a kapacitast.

Megjegyzem, hogy nagyon gyakran a mérnckok megelégednek az atlagos betiinkénti hibava-
loszintiség minimalizalasaval, vagyis %Zle p(U; # V;) leszoritasaval. Az el6z6 tétel bizonyitasa-
nak modositasaval belathatd, hogy az ismertetett hatar felett, ha ezzel a gyengébb kritériummal
definidljuk a hibavaloszintiséget, akkor sem lehet aszimptotikusan elérni tetszélegesen kis hibava-
loszintiséget. A kodok teljesitményét legtobbszor ennek empirikus véltozataval mérik. Szimuléaljak
a kodoléast, a csatornan valé athaladast, és a dekodolast, majd megnézik, hogy a kapott betiik
hényad része egyezik az eredeti iizenet bettivel.

A dolgozatban szerepld dekodolési eljarasok lényege a mar ismert marginalizalas. Jeloljik a
forrasblokk értékkészletét u-val, a csatorna kimeneteként kapott blokkot y-al. A dolgozatban rész-
letesen szereplé minden kodolo-dekodold eljarasnal a célunk a p(u; = 1)y) és p(u; = Oly)? marginalis
valoszintiségek kiszamolasa vagy kozelitése. Végiil a dekdodold a valosziniibb értékekkel tér vissza.

Felhasznélva a Bayes-formulat® adodik:

> =1 W(y|h(0))p(u)
9(y)

plui =1ly) = > pluly) =

uu; =1

, (5:2)

ahol h a kodolot definialo fiiggvény, ¢g(y) pedig az y tobbdimenzios tomegeloszlasa vagy striiség-
fiiggvénye. Fontos, hogy ¢(y) konstansnak tekinthets, tovabba p(u) egyenletes eloszlast. A kiilon-
boz6 kodolo eljarasoknak az a lényege, hogy h(u) kiilonbozs faktorizaciojahoz vezetnek, amelyeken
a Belief Propagation algoritmus hatékonyan tud miikodni. Megjegyzem, hogy a bettinkénti margi-

nalis valoszintiség kiszamolasa helyett kereshetnénk 4.3 rész mintajara a maximalis konfiguraciot

2Megjegyzem, hogy folytonos kimenetii csatorna esetén a feltételben 0 valoszintiségti esemény van. Ekkor a feltétel

zsugorodo kornyezetének hatarértékként kapjuk meg a feltételes valoszintiségeket.
3A kovetkezd képletben folytonos és diszkrét valtozok egyiitt szerepelhetnek, hatérértékkel lathato, hogy helyes

a formula.
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is. Emlités szintjén szoba keriil majd az ezt szamol6 Viterbi algoritmus. A kovetkezd kodtipus az
LDPC koéd alapja.

24. Definicio. Azt mondjuk, hogy C' egy bindris linedris (n, k) kod, ha C k dimenzids linedris altér
{0,1}"-ben. A kodolo leképezést definidlhatjuk gy, hogy eqy G mdtriz soraiba elhelyezzik a C altér
eqy bazisdt. Azt mondjuk, hogy az x € {0,1}* sorvektor kédolt megfeleldje az xG € {0,1}" vektor.
Igaz az, hogy minden linedris kidot megadhatunk H (n — k) X n-es ellendrzéd madtrizal, amelyre
x € C akkor és csak akkor, ha xH" = (0,...,0). Felhivom a figyelmet arra, hogy a linedris kod
specidlis blokk kod.

7. Tétel. Tetszdleges C (n, k) paraméterd linedris kddra teljesil, hogy taldlunk olyan G generdtor-

matrizot, amely pont a C' kodot hatdrozza meg, gy, hogy a G dltal definidlt kodolds szisztematikus.

A tovabbiakban felteszem, hogy ha linearis kodrol van szo, akkor azt szisztematikusan koédoljuk.
Ennek a feltevésnek fontos szerepe lesz a lineéris kod informacioelméleti felhasznalasaban.

A linearis kod ellenérzé matrixos megadésa elvezet minket a Tanner-Graf fogalmahoz, amely
Tanner [5| dolgozatabol szarmazik. Az xH ' = (0,...,0) egyenletrendszer n — k darab kényszert
jelent, amit a kodszavaknak teljesiteniiik kell. Igy nézve a kodba tartozas karakterisztikus fiiggvénye

eléall lokalis kodok karakterisztikus fliggvényeinek szorzataként:

lc(xlv s 7mn) = 101 (XCI) T ]'Cn—k(XCn—k)7 (53)

ahol a C; kod a H' matrix i. oszlopa altal definialt kod, vagyis azon vektorok tartoznak bele,
amelyek skalaris szorzata a definial6 vektorral 0. X, azon koordinatak gytjtGjelolése, amelyeken
a definialo vektor oszlopaban 1-s all. Az 5.3 faktorizacidhoz tartozé Faktor-Graf a Tanner-Graf.
Most a Turbo-kod eredeti konstrukciojaban kulcsszerepet jatszo konvolicios kodokrol szeretnék
irni. Tébb megkozelitéssel lehet ismertetni ezt a kodtipust, én a léptets-regiszteres* ismertetés

mellett dontottem.

25. Definicio. Az (n,k,m) paraméterd konvolicids kdd alatt, ahol n-el a kimenet betiszamdt,
k-val a bemenet betiszamdt, m-el pedig a kodolo k betd tdroldasdra alkalmas memoriacelldinak a
szamdt jelolyik, a kovetkezot értjik. Kezdetben minden memdriacella csupa nulldbol dllo vektorral
van feltéltve. A kodolo a blokk kodolohoz hasonloan megudr k forrdsbetit. Ezt kovetden eqy eldre
rogzitett szabdlyt kovetve dsszeadogat a kételemi testben a friss bemenet és a memoriacelldk betii
kozil néhdnyat, a kapott érték lesz az elsé kimenet. Osszesen n darab dsszeaddsi szabdlyt kovetve
adodik azn betibdl allo kimenet. A folyamat végeztével minden memoriacella tartalma a kovetkezd
memdoriacelldba mdsolodik (utolsd tartalma torlédik), majd varjuk az 1ij bemenetet. Az 5.2 dbra

tanulmdnyozdsdval vadlik igazan vildgossd a definicio.

Megjegyzem, hogy a konvoltcios elnevezés egy masik megkozelitésbdl ered, amikor is a kodolot

polinomokkal val6 konvolicioval definialjuk. Vegyiik észre, hogy altalaban a konvoliciés kédok

4angol szakirodalomban shift-register
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5.2. abra. (3,2,2) paramétert konvolicios kod léptets-regiszteres abrazolasa

nem blokk koédok, hiszen a ugyanahhoz a bemenethez a meméria tartalmatol fiiggéen mas kimenet
tartozik. A gyakorlatban azonban mégis blokk kodként gondolhatunk ra a kovetkezs levago eljaras
segitségével. Valasztunk egy L szamot, és azt mondjuk, hogy kL betiit kodolunk. Miutan atkiildtiik
a kL betit, annak érdekében, hogy a memoriacellak tartalma nullelemekbdl alljon, definici6 szerint
atkiildiink még km nullelemet, igy a kodolés Gsszességében n(m+ L) betiit eredményez, vagyis ezzel
a kiegészitéssel egy (n(m + L), kL) blokk kodhoz jutunk. Tipikusan L sokkal nagyobb, mint m,
igy ennek a blokk kodnak a rataja kozel % A tovabbiakban konvolicios kod alatt mindig levagott
konvolicios kodot értek, a hozzé kapcsolodott paraméterjeldléseket megtartom. Megjegyzem, hogy
a blokk kodda alakitott konvolicios kod is lehet szisztematikus.

Most a konvolicios kodok nagyon fontos dbréazolasardl a trellis grafrol irok. A memoriacellak
osszes lehetséges allapota 28, Vegyiink fel egy 2™ x (L 4+ m + 1)-as négyzetracsot. A négyzetrécs
csucspontjai lesznek a trellis graf potencialis cstuicsai. A sorok a memoriacellak lehetséges allapotat,
az oszlopok az iteracios lépéseket jelolik. Nevezziik a legels6 oszlopot 0. oszlopnak. A 0. oszlopban
tartsuk meg a memoriacellak induld, vagyis az azonos nullelem tartalomnak megfelel§ allapothoz
tartozo csicsot, a tobbit térsljiik az oszlopban. Tudjuk, hogy 2* lehetséges bemenetet kaphat a ko-
dol6 az elsd iteraciokor. Kossiik 0ssze a 0. oszlopban megmaradt csticsot azokkal az els6 oszlopbeli
csticsokkal, amelyekhez tartozé memoriaallapot kialakulhat megfelels bemenettel beléle. Irjuk ra
az élre, hogy az elsd iteracios lépés soran az él behuizasaért felels bemenet milyen kimenetet ered-
ményez. Az 1. oszlop azon cstcsait toroljiik, amelyekbe nem vezet él a 0. szint egyetlen megmaradt
csticsabol. Ha az i. oszlopig kész vagyunk, akkor ugyanezt csinaljuk. Osszekotjiik az i. oszlopban
megmaradt csticsokat azokkal az ¢ + 1. oszlopban levd cstcsokkal, amelyekhez tartozo allapot el-
érhetd a vizsgalt csicsnak megfelels allapothol. Az éleket megfelelGen cimkézziik, majd a bejovéél
nélkili csiicsokat toroljiik. Felhivom a figyelmet arra, hogy levagott konvolucios kéddal dolgozunk,
igy az L. szint utan minden cstcsbol, csak egy, kdvetkezd szinten levd cstcs érhetd el, mégpedig az,
amelyik az azonosan 0 bemenet miatt alakulhat ki. Tekintve, hogy pont annyi azonosan 0 blokkot
kiildiink at az eljaras végén, amennyi memoriacella van, az utolsé oszlopban egyetlen cstics marad,
az azonosan nullelembdl allo allapotnak megfelels cstcs. A kapott grafnak az a jo tulajdonséaga,
hogy minden az egyetlen 0. oszlopbeli cstucsbol az egyetlen L + m. oszlopbeli csticsba mend L +m

élbsl allo ttnak megfelel egy lehetséges kodszo, tovabba a kodszot kiolvashatjuk az at cimkéibdl.
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Egy (2,1,2) L = 4 binaris konvolucios kodhoz tartozo trellis grafot mutat be az 5.3 abra.

m

5.3. abra. [3]-bol szarmazo abra: (2, 1,2) L = 4 konvoluciés kodhoz tartozoé trellis graf. Baloldalon
lathato, hogy a soroknak milyen allapotok felelnek meg.

5.2. El6re-Hatra algoritmus

Az Elére-Hétra algoritmust BCJR algoritmusnak® is hivjék a [3] cikk szerz6i utan. Ebben az
1974-ben megjelent cikkben az Elére-Hatra elnevezés nem szerepel, de mint latni fogjuk az algorit-
mus szerkezete sugallja az elnevezést. Az emlitett cikkben az algoritmus rejtett Markov modellen
dolgozik, a kodolasi alkalmazés specialis esetnek tekinthets. A részben bemutatom, hogy a hagyo-
méanyos valos miiveletek melletti Sum-Product algoritmus rejtett Markov modellen futtatva épp a
[3] cikkben talalhato algoritmushoz vezet. Ezt kévetGen megmutatom hogyan lehet az algoritmust
a konvolucios kodok trellis grafjahoz kothets dekodolasra hasznalni. Ezt kovetGen [19] alapjan szo-
lok néhany szot kiilonbozs altalanositasokrol, tobbek kozott linedris kodok dekoddolasarol. Végiil
sz6 lesz farok nélkiili trellis® reprezentaciorol, amely fontos gyakorlati alkalmazésa a 4.2 részben
targyalt egy koros reprezentéacionak. A rész megirasahoz [18|-t és [32]-t is felhasznaltam.

Altalanos megkozelitésben” az olyan valoszintiségi modelleket nevezziik rejtett Markov modell-
nek, amelyekhez tartozé Faktor-Graf az 5.4 abranak megfelels alaki. Kicsit pontosabban adott egy
s;-vel jelolt Markov-lanc, amely atmenetmaétrixa fiigghet az u; paramétertsl, amely maga is valoszi-
ntiségi valtoz6. Az u;-nak a Turbo-kod dekddolasdban lesz fontos szerepe. Tovabbéa a Markov-lanc
szomszédos allapotainak adott egy x; fliggvénye, amely zajos csatornan halad at, és a végered-
ményként kapott y; valtozot megfigyeltnek tekintjiik. A megfigyelést jelen esetben behelyettesités-
sel kezeltiik. A legklasszikusabb rejtett Markov-lanc gy néz ki, hogy nincsenek a modellben az
u; valtozok (vagy trivialisak), az x; pedig megegyezik s;-vel. Igy a modell egy Markov-lanchél &ll,

amelyet nem kozvetleniil, hanem egy csatornan keresztiil figyelhetiink csak meg.

5Megjegyzem, hogy a valamivel hamarabb kitalalt Baum-Welch algoritmus is szorosan kapcsolodik a targykorhoz,

a dolgozatban ezzel részletesebben nem foglalkozom.
6

7

az angol szakirodalomban tail-biting trellis
ez a megkozelités nem teljesen konvencionalis
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5.4. abra. [18]-bol szarmaz6 dbra. Altaldnos rejtett Markov modellhez tartozé Faktor-Graf. Az uy

hidnya nem sziikségszert, arra illusztracié, hogy maradhatnak ki a modellbél valtozok.

Az elsédleges cél a modell marginalis valoszintségeinek meghatarozasa. Miutan az 5.4 abranak
megfelel§ Faktor-Graf fa, ezért ez pontosan megtehets a Sum-Product algoritmus fan definiélt, ha-
gyoméanyos valos miiveletekkel miikods valtozataval. Nézziik meg mindezt [3] cikk szempontjabol.
A cikkben egy kicsit specidlisabb modellel dolgoznak. Nem szerepelnek az u; valtozok a modell-
ben, tovabbé az s; valtozok alkotta Markov-lanc kezdd és végallapotat ismertnek és ugyanannak
tételezik fel. Mindezt a megszokott mdédon, az 5.4 dbran a két széls6 valtozocsicshoz kapcesolt egy-
foku fiiggvénycsucsok felvételével modellezhetjiik. Az 5.4 abréan a bekezdésben emlitett specialis
feltételekkel futtatva a Sum-Product algoritmus fan definialt valtozatat, hagyomanyos valds mtive-
letek mellett, kiegészitve a két széls cstcshoz kapesolodo egyfoku fiiggvényekkel, pont megkapjuk
[3]-ban szerepld algoritmust. Az algoritmust rogtén Sum-Product szempontjabol ismertetem. Két
iteracios lépés utan a szélsé s; cstcsok megkapnak minden sziikséges informaciot ahhoz, hogy iizen-
jenek a szomszédoknak. Fzen iizenetek tovabbitasa utan az tizeneteket megkapo csiicsok is készek
tizenni. Igy felhasznalva, hogy egy élen bejové iizenet nem befolyasolja a kimendt, adodik egy szép
kép. Ha ay-vel jelolom a ldncon balrél jobbra kiildott tlizeneteket, G;-vel a jobbrol balra kiildott
iizeneteket, akkor ezek rekurzivan végigaramlanak a lancon egyméstol fliggetleniil. Innen adodik
az Elére-Hatra elnevezés. Miutan minden lancbeli csics megkapta a neki szant «; és (3; vektoro-
kat, koordinatankénti szorzatukbol ki tudjak szamolni a sajat marginalis valoszintiségiiket. [3] a
modellbe épitett fiiggetlenségi allitasokat felhasznalva jutott a Sum-Product algoritmus altal egy-
szertien biztositott rekurziokra. Megjegyzem, hogy algoritmust adtak két, a lancban egymast kovets
valtozocsucs, kozos marginalis fliggvényeinek kiszamolasara is. Ez az eredmény is adodik a Sum-
Product algoritmusbol, gy, hogy a 3. fejezet 4. Allitasat felhasznalva meghatarozzuk s; 1, s;, z;
kozos marginalis fliggvényét, majd a kapott fliggvénybdl az x; valtozot szummazassal eltiintetjiik.

Most megmutatom, hogyan lehet trellis graf segitségével dekoédolni. Minden trellis grafthoz ren-
delhetiink egy rejtett Markov modellt. Az s; valtozok a trellis graf oszlopainak felelnek meg, vagyis
a nekik megfelel§ valoszintségi valtozok értékkészlete a konvolicios kod memoriacellajanak tar-
talma. A 0. és az utolsd oszlophoz tartozé valtozok csak az azonosan nulla memoériatartalomnak
megfelels értéket vehetik fel. A Markov-lanc atmenetmatrixat ugy szerkesztjiikk meg, hogy a trellis
graf élei mentén lehetséges az atmenet egyenletes valoszintiséggel a forrasrol tett kezdeti feltéte-

leinkkel 6sszhangban. A lanchoz kapcsolodo x; véaltozo pedig az élekre irt cimkéknek, vagyis a
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kédolo kimeneteinek felel meg, igy determinisztikus fliggvénye az él két végpontjanak megfelelé
valtozoknak. Ilyen szereposztdsban az El6re-Hatra algoritmussal ki tudjuk szamolni az oszlopok-
hoz tartoz6 pontos marginélis valoszintiségeket. Mivel a memoria tartalma a bemeneti bettikbdl
all, az allapotok marginalis valoszintiségeibdl konnyd szamoléssal adédnak a bemeneti bitek pontos
marginélis valészintiségei. Az algoritmus futasi ideje rogzitett memoria méret esetén a konvolicios
blokk kod hosszatol linearisan fiigg. Azonban a sziikséges szamitési id6 exponencidlisan névekszik
a memoria novelésével. [4]-ben talalhatoak azt az intuiciot alatamaszto tények, hogy annal jobb a
konvoltciés kod, minél nagyobb a memoria. Igy 6nmagéaban ezzel a konstrukcioval nem lehet elérni
a Shannon-kapacitast. Megjegyzem, hogy a Viterbi algoritmus koriilbeliil ugyanigy miikodik, azzal
a kiilonbséggel, hogy Max-Product algoritmust hasznal, emiatt bettinkénti maximalizalas helyett
a maximalis valdszintiségli blokkot adja meg teljesen pontosan. Az emlitett megjegyzés a Viterbi
algoritmusra is igaz.

A Turbo6-kod mikddésének megértéséhez fontos kiegészitést szeretnék tenni. Az ismertetett
Elgre-Hatra dekodolot modosithatjuk gy, hogy a forrast kozvetlentil is bevessziik a modellbe (eddig
a memoria allapotain keresztiil volt része a modellnek). A forras bettinek feleltessiik meg az az 5.4
abran szerepld u; valtozokat. A memoriaallapotokhoz kéthetd Markov-lanc atmenetmatrixa fiigg az
u; valtozotol, ismerve az értékét minden allapotbol csak egy masik allapotba lehetséges az atmenet.
Ennek a bévitésnek az elénye az, hogy lehetéség van informéciot vinni a rendszerbe. Vagyis ha
akarunk, akkor kapcsolhatunk az u; eloszlasat leird egyvaltozos fiiggvényeket az u; valtozokhoz. A
Sum-Product algoritmus a b&vitett modellen is ugyanigy dolgozik. Vegyiik észre, hogy az 5.4 abra
alakja miatt, az u;-ket mindenképpen fiiggetlennek feltételezziik.

Linearis kodok trellis reprezentacioja alatt olyan cimkézett éld grafot ért a szakirodalom, amely
a kovetkez§ tulajdonsaggal rendelkezik. Meg van jelolve egy kitiintetett kiindul6 csiics. A grafot
szintekre oszthatjuk aszerint, hogy minimalisan milyen hosszii iton érhetéek el a kiinduld csticsbol.
Feltétel, hogy az utols6 szinten csak egy darab zardcstcsnak nevezett csics talalhato. Ezenkiviil
teljesiil, hogy a kiindul6 és a zarocsics kozott haladd miniméalis élszamu utak cimkéi felelnek meg

a kodszavaknak. Egy 8 hosszisagu linearis kodhoz tartozo trellis grafot mutat be az 5.5 abra.

5.5. abra. [19]-bdl szarmazo abra. 8 hosszisagu linearis kodhoz tartozo trellis

Linearis kod trellis grafjahoz is rendelhetiink rejtett Markov modellt. A trellis grafot oszlopokra
osztjuk, aszerint, hogy a csicsok minimalisan milyen hossz iton érhetdk el a kiinduld cstcsbol.

A lanc valtozéi az oszlopok lesznek. A valtozok értékkészletének a szamossaga az egyes oszlo-
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pokban szerepld csiicsok szédmaval egyezik meg. A két széls6 oszlophoz tartozo valtozo a definicio
miatt csak egy értéket vehet fel. Az x; valtozokat most is a trellis graf éleinek és cimkéinek se-
gitségével, determinisztikus fiiggvénnyel definidlhatjuk. Ekkor a ldncbeli csticsok nem kothet&ek
memoriatartalomhoz, mesterséges valtozoknak hivhatjuk Sket. A mesterséges valtozok marginé-
lis eloszlasainak meghatarozasa nem segit a dekodoldsban. Azonban a Sum-Product algoritmussal
az 5.4 abran lathato z; valtozok marginalis fliggvényét is meg lehet hatarozni. Ezek a valtozok
pedig a kodold kimenetei, vagy mas szohasznélattal a csatorna bemenetei. Kihasznalva azt, hogy
feltettem, minden lineéris kod szisztematikus, a szisztematikus helyeknek megfelel§ x;-k marginalis
valdszintiségeinek meghatéarozasaval dekodold algoritmushoz jutunk.

Az el6z6 bekezdés nem targyalta azt, hogy hogyan jutunk linearis kodhoz tartozoé trellis grafhoz.
Elmondhato, hogy egy lineéris kodhoz tobb trellis reprezentécio is tartozhat. [3| cikk ad konstruk-
ciot, amellyel tetszGleges linearis kodhoz lehet trellis grafot rajzolni. A dekddolasi komplexités
minimalizalasa érdekében érdemesebb a lehetGségek koziil azt valasztani, amelyben a mesterséges
valtozok értékkészlete a lehets legkisebb.

Az eddigieket ugy foglalhatnam Ossze, hogy kddok trellis reprezentacioja segitségével fa Faktor-
Grafon vett marginalis valoszintiségek szamolésara vezettiik vissza a dekodolast. A Faktor-Graf
fliggvénycsiicsai és mesterséges valtozoi lokalis kényszereket definialtak. FEzek segitségével irtuk le
a kodot. Ez a hozzaallas lehetGséget biztosit altalanositasra. Forney [19]-ben részletesen foglal-
kozik linearis kodok alacsony komplexitasi Faktor-Graf reprezentaciojaval. A cikkben talalhatoak
tételek, amelyek mutatjak, hogy a kod reprezentacioja annél gazdasagosabb a Sum-Product komp-
lexitasanak szempontjabol, minél osszefiiggébb a vizsgalt graf. Igy fa alaki rejtett Markov modellel
nem lehet igazan alacsony komplexitassal kodolni. Tehat a kort is tartalmazé reprezentécié eld-
ny6sebb a Sum-Product algoritmus komplexitasa szempontjabol. De nem szabad elfelejteni, hogy
kort is tartalmazo reprezentacional a kapott marginélis valoszintiségek csak kozelitései az igazinak,
nincs jol feltérképezve a kozelités nagysdgrendje. Mindazonéltal dekddolasnél, csak a legvaloszi-
niibb allapotokra vagyunk kivancsiak, igy még ha a kozelités pontatlan is, nem biztos, hogy ez a
tény gondot okoz. Felhivom a figyelmet a dolgozat a 3.15 és a 4.13 képleteire, és a koriilottiik levs
megjegyzésekre, tovibba a 4.3 részre, amelyek pont arra mutatnak példat, hogy a pontatlansag
nem okoz minden esetben gondot.

A rész lezarasaképpen szeretnék megemliteni egy farok nélkiili trellis grafnak nevezett konstruk-
ciot, amely Osszekapcsolja a részt a 4.2 résszel, vagyis a pontosan egy kort tartalmazo reprezentacio
vizsgalataval. A farok nélkiili trellis grafban is bijektiv megfeleltetésben allnak egymassal az elsd
oszlop és az utols6 oszlop cstucsai. A grafban azok az elsé oszlopbol utolsd oszlopba mend utak
cimkéi felelnek meg kodszavaknak, amelyek ugyanolyan kezdGallapotbél indulnak, mint amilyenbe
érkeznek. Igy voltaképpen korok felelnek meg kodszavaknak. Ezzel a megnovelt dimenzioval gaz-
dasdgosabban lehet leirni a kodot, igy a dekddoléasi komplexitas csokkenhet. Az 5.6 dbra egy ilyen

reprezentaciohoz tartozé Faktor-Grafot mutat be.
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5.6. abra. [19]-bdl szarmazo abra. Farok nélkiili trellis reprezentéciohoz tartozé Faktor-Graf. A

beszinezett csticsok felelnek meg a kodszo betdinek.

5.3. Turbo-kéd

A részben vazolom a Turbo-kod felépitését, megmutatom, hogy hogyan lehet Belief Propagation
algoritmus segitségével leirni, végiil megjegyzek intuiciokat, amelyek jobban megértetik, hogy miért
is miikodik a konstrukeio. A Turbo-kod ismertetését [12] alapjan teszem meg, néhol utalva az eredeti
[7]-re is. A két leiras kozotti eltérés a lényeget nem érinti. A rész megirasahoz felhasznaltam [17],
[18]-t is.

A Turbo-kéd alapjat az el6z6 fejezetben definialt konvolucids kdéd képezi. Pontosabban egy
modositott valtozata, amelyet szisztematikus rekurziv konvolucios kodnak nevezhetiink. A rekur-
ziv sz6 arra utal, hogy a memoridkban tarolt allapotok nemcsak a korabbi bemenetektsl fliiggnek,
hanem az el6z6 kimenetektdl is. Konvencionalis mérnoki diagrammon mutatja be az 5.7 abra a
kiilonbséget a korabban definialt konvolucios kod, és a rekurziv kod kozott. A konvolicios kodok
paraméterjelolése a megszokott. Az abrat ugy kell érteni, hogy minden iteracios lépésben az 1j
bemenet és a memoridkban tarolt bettik elindulnak a nyilak mentén, ha tobbfelé agazéast tapasz-
talnak, akkor tobb tuton is haladnak parhuzamosan, ha 6sszead6 fiiggvényhez érnek, akkor més
allapotokkal 6sszead6dva haladnak tovabb az Osszeadd fliggvénybdl kifelé mutatd nyilak mentén,
teszik mindezt addig, amig memoriacelldhoz vagy kimenethez nem érnek. A rekurziv konvolicios
kod fogalma régota ismert volt, mégis a dolgozat el6tt meglehetésen keveset hasznaltak. Megjegy-
zem, hogy a hagyomanyos konvolicios kddoknal megszokott moédon készithetiink blokk kodot a
rekurziv konvoltcios kodbol. Annyi a kiilonbség, hogy az eljaras végén nem azonosan 0 bemene-
tet kell kiildeni a kodoléonak, hanem a memoria tartalmatol fiiggé bemenetet. Mindez a bemeneti
bitek nyomon kovetésével konnyen megoldhat6. Emiatt a rekurziv konvoluciés kodok EléSre-Hatra
dekodolasa, pontosan tugy torténik, mint a hagyoméanyos konvoltcios kodok dekddolésa.

[7]-ben bevezetett Turbo-kod kis kozelitéssel két (2,1, 4) paraméterd a cikkben kitalalt, per-
mutacioval kiegészitett, parhuzamos 6sszekotésén alapult. Permutacioval kiegészitett parhuzamos
Osszekottetés alatt azt értem, hogy a konvolicios kodokat szokasos moédon blokk kodként kezelve
az egyik konvoliciés dekddolé megkapja a kodolandé blokkot bemenetként, mig a masik kodolo
a blokk egy el6re rogzitett permutacio szerinti, permutalt valtozatat kapja bemenetként. Jeloljiik
a két dekoddold szisztematikustol eltérd kimeneteibdl allo blokkokat Xi-el, és Xs-vel, a kodolando
forras blokkot pedig U-val. Ekkor a csatornan az (U, X1, X») bettisorozat keriil atkiildésre. Megjegy-

zem, hogy megfeleld, a permutaciot is érintd eljarassal elérhets, hogy mindkét kodold az azonosan
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5.7. abra. [7]-b&l szarmaz6 abrak. Az (a) abra egy (2,1,4) konvoluciés kodot, (b) egy (2,1,4)
rekurziv konvolicios kodot abrazol. Az abrak mérnoki gyakorlatban megszokott szem-
léltetés szerint késziiltek. A {Gszévegben részletesen le van irva, hogyan kell az abrakat

pontosan érteni.

0 allapotba keriiljon. Az 5.8 abra (a) része mutatja a parhuzamos osszekottetés lényegét. A Turbo-
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5.8. abra. Az (a) abra [18]-bol szarmazik. Két kodolo permutacioval kiegészitett parhuzamos

Osszekottetését mutatja be. A (b) abra [12]-b8l szarmazik. A Turbo-kod Bayes-halo

megjelenését abrazolja.

kod dekodolojanak a lényege a két felhasznélt rekurziv kod Elére-Hatra dekodolojanak iterativ
hasznalata. A két dekddolo felvaltva dolgozik. A kapott marginélis fiiggvényeket elkiildik egymas-
nak, és a kapott informaciot az el6z6 részben emlitett kiegészitéssel beépitik a dekddolasba. Kicsit
pontosabban az elsé 1épésben az els¢ dekodolo az (U, X;) bemenethez tartozo kimenetet felhasznal-
va becslést ad U bettiinek marginalis valoszintiségeire®. Ezt kovetSen a szamolast végzé dekodolod
elkiildi az eredményt a méasik dekdédolonak a kddolasnal alkalmazott permutécié felhasznélaséval.
A masik dekodolo az eredmeény és az (U, X2)-hoz tartozo kimenet birtokdban tovabbi becslést szol-
galtat. A kapott eredményt aztan a kodolasnal hasznalt permutaciot hasznalva visszakiildi az elsd

dekodolonak, és igy tovabb egészen konvergenciaig. A pontos miikodést kénnyen le lehet irni [12]-t

8Fzek a becslések a kapott informaciokhoz tartozo feltételes eloszlas pontos marginalis fiiggvényei.
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kovetve Bayes-halon. Az 5.8 abra (b) része mutatja a modellhez tartozé Bayes-halot. Az abran a
forrés bettit kiilon valtozonak, mig a kod két nem szisztematikus részét egyesitett csticesal rep-
rezentaljuk. Az Y; véltozok a csatorna kimenetének betti. Vilagos, hogy az abrazolt Bayes-halo
leirja a modelliinket, a feltételes valoszintségeket leird tablazatok is addédnak a modellbdl. Azt
lehet mondani, hogy a kort is tartalmazé modellen futtatott Belief Propagation algoritmus, ha
a frissitéseket a kovetkezd irregularis litemezés mellett hasznaljuk: U csiicshalmazbol kifuto élek,
Xj-csticshalmazbol kifutdak, U-bol kifutdak, Xo-bdl ..., épp a Turbé-kod dekddolasahoz vezet.
A modell fiiggvényei kozé beépitettnek tekintjiik a permutéciot. Az X; 6sszevont valtozo U;-k felé
kiildott iizeneteinek a kiszamolasa a megszokott Pearl algoritmussal hosszadalmas lenne. A két
rekurziv kod modositott dekodoldi épp ezt a szamoléast végzik el gyorsan.

Osszefoglalva a leirtakat a Turbo-kod [7]-ben ismertetett konstrukcija tébb 14j dtletet tartal-
mazott. Elgszor is hasznalta a kicsit elfeledett rekurziv konvolicios kodot. Fontos tényezs a per-
mutacioval ellatott parhuzamos kapcsolds. Tovabba az Elére-Hatra dekoédolé algoritmus iterativ
dekodolasra kialakitott valtozata. A Turbo-kod sikerét késébbi szerzék pont az 0 eszkozokben 1at-
jak. Fontos, hogy a kapott 6sszetett kod viselkedése nagyon kozel van a véletlen kod viselkedéséhez.
A véletlen jellegi permutéciot biztositoé eszkoz” szerkesztése nem konnyt feladat. Mindazonaltal
szamos megoldas 1étezik. Latni fogjuk, hogy az LDPC koédnal is ez lesz a kulcs. Ha feltessziik,
hogy sikeriilt véletleniil valasztanunk a koédolot, akkor a kapott kéd nagy valdszintiséggel olyan,
hogy a legkisebb élszami kor is hosszi. Igy az algoritmus lokalisan pontos lesz, ami elég lesz a
jo dekodolashoz. Ugyanez a jelenség itt is felfedezhets. Ha az 5.8 abra (b) részét kicsit részlete-
sebb Faktor-Graf nézépontbol nézziik, akkor a kapott 5.9 abra grafjara teljesiil, hogy nincsenek kis
korok a grafban. Végezetiil felhivndm a figyelmet arra, hogy a kédolasi alkalmazasokhoz tartozo
Faktor-Grafokban rengeteg 0 taladlhatd. Tovabba a Turbo-kod leirdsa alatamasztja az iitemezés

fontos szerepét.

5.9. abra. [18]-bdl szarmazo abra. Az 5.8 abra kicsit részletesebb Faktor-Graf megfelelGje. Itt
most p és q jeloli x1-t és xo-t. A nekik megfelels rejtett Markov-modell van részletesen

kirajzolva.

9angol szakirodalomban interleaver eszkdznek nevezik
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5.4. LDPC kod

A részben Urbanke és tarsszerzoi [20],[21],]22] cikkei alapjan bemutatom a regularis LDPC
kodokhoz két6ds legfontosabb eredményeket. A kodhoz tartozé dekdédold Belief Propagation algo-

ritmust hasznal.

26. Definicio. Elsd kozelitésben C™(d,,d.)-el jelolom azon linedris kodoknak a halmazdt, ame-
lyek n hosszuak, és a kod Tanner-Grdfjaban minden vdltozdcsics d,, foki, a fligguénycsicsok pedig
d. fokiak. A definicic masodik felében ismertetett véletlen vdlasztds definidlja teljesen pontosan a

halmazt. Ezeket a kodhalmazokat nevezzik requldaris LDPC kodnak. Megjegyzem, hogy a paraméte-

ndy
dec

elkovetkezokben felteszem, hogy nemiires kédhalmazzal dolgozunk. C™(d,, d..)-bél egyszerd technikd-

rekbdl adodoan a fligguénycsicsok m szama épp

. Ha ez nem egész, akkor iires a kodhalmaz. Az

val vdlaszthatunk egyenletes valdsziniség szerint eqy kodot. A leendd n darab vdltozécsiucsot rakjuk
sorba, és mindeqyikhez képzeljiink oda sorba rendezett d, darab zsdkot. Igy sorba rendezve taldlunk
nd, darab zsdkot, pont annyit amennyi élnek indulnia kell a vdltozocsiucsoktol a fiigguénycsicsok
felé. Ugyanezt a sorba rendezést teqyiik meg a fiigguénycsicsokndl is, csak ott minden csiucshoz d,
zsdkot vegyink fel. Ezt kovetden az nd, = md. elem permutdcior kozil egyenletes valdsziniséggel
vdlasszunk egy m™ permutdciot. A vdltozécsucsok i. zsdkjdat kossiik dssze a fligguénycsicsok m(1).
zsakjaval. Ezt kovetden a zsdkok kozotti élekre tekintsink ugy, mint a zsdkoknak megfeleld csicsok
kozti élekre. A randomizdldsi procedira végén megkaptuk C™(d,,d.) eqy egyenletes valdsziniséggel
d

vdlasztott elemét. Feltételezve, hogy az ellendrzd figguények figgetlenek, a kod ratdja *2* = 1— 2.

5.10. abra. |20]-bol szarmazo abra. Egy 10 hosszu (3,6) paramétertd LDPC kodot latunk az abréan.

Megjegyzem, hogy a fenti definicié megenged csticsok kozott parhuzamos éleket. Latni fogjuk, hogy

ennek nem lesz jelentsége, ezeket az eseteket el fogjuk keriilni. Az a tény, hogy a Tanner-Graf
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fokszéamai korlatosak, azt eredményezi, hogy a Belief Propagation algoritmuson alapulé dekédolo
iteracios 1épései gyorsan végezhetGek. Viszont a kddoldshoz generatormatrixra van sziikség, amely
nem feltétleniil ritka. Pont ez jelenti a f6 kiilonbséget a Turbo6-kod és az LDPC kod kozott. Elgbbi
kodolésa gyorsabban végezhetd, mig utobbi dekddolésa sokkal inkabb alkalmas a parhuzamosités-
ra'®. [22] foglalkozik LDPC kodhoz olyan szisztematikus kodoldst eredményezs generdtormétrix
adasaval, amellyel a kddolés gyorsan végezhet§. Mindez azt jelenti, hogy az adott kodolasi algo-
ritmus alapvetéen kvadratikus a blokk méretben, de a kvadratikus alak konstansa kicsi. Igy nagy
blokkméret is praktikusan szamolhato.

[20]-ban az ismertetett dekodolo algoritmusok a Tanner-Grafon mikodnek. Azért hasznaltam
tobbes szdmot, mert egy a Belief Propagation algoritmust is magaba foglal6 Massage Passing algo-
ritmuscsalad keretein beliil torténik a vizsgalodas. Tekintve, hogy a gyakorlatban a legfontosabb a
Belief Propagation dekodold, tovabba a cikkben példanak hozott minden, latszolag eltérs algorit-
mus is a Belief Propagation algoritmusbdl kiilénbo6z6 diszkretizalasokkal megkaphato, nem térek
ki az altaldnos definiciéra, mindent atforditok a Belief Propagation nyelvezetére.

A Faktor-Graf az 5.10 abra kiegészitése a csatorna kimenetet megtestesitd valtozocsicsokhoz
kapcsolt egyvaltozos w(y;|z;) fliggvényekkel. A cikkben a Loopy Belief Propagation miikodik speci-
alis Uitemezéssel. A kezdeti iizenetek az azonosan egy vektorok. Ezenkiviil 0. iteraci6 is van, amikor
is csak a fiiggvénycsucsok dolgoznak. Ez annyit jelent, hogy a 0. iteracidban az egyvaltozos csa-
tornakimeneteknek megfeleld fiiggvények elkiildik {izeneteiket a valtozocstcsokhoz. Igy futtatva az
algoritmust célunk a szisztematikus bettikhoz tartozé marginalis valoszintiségek kozelitése a meg-
szokott (4.3) képletet hasznélva. Tippiink a forras bettire a kapott kozelité marginalis fiiggvények
valoszintibb értékei. Tekintve, hogy minden valészintiségi valtozé binéris, az iizenetek tekinthetGek
az {1,—1} halmaz feletti (p;,p_1) eloszlasoknak.

A legtobb gyakorlati esetben feltehet, hogy az egyfoku fliggvénycsiucsok altal kiildott (py, p_1)
eloszlas szigortian pozitivi!. Ebbél, tekintve, hogy a modell fiiggvényei binaris linearis kodok ka-
rakterisztikus fiiggvényei, adodik, hogy az algoritmus futasa soran minden iizenet szigorian pozitiv
lesz. Ebben az esetben az tlizeneteket egyértelmiien karakterizalhatjuk a logp"%1 log-likelihood héa-
nyadossal. Tegyiik fel, hogy az eloszlas helyett ezek keriilnek atkiildésre. Ekkor intuitiv jelentést
is tarsithatunk az iizenet mellé, az iizenet elGjele tipp az éllel kapcsolatban allo valtozo értékére,
az abszolutértéke pedig a tippnek az erdsségét jelentheti. A csatornarol tegyiik fel a kovetkezd

szimmetria tulajdonsag:
w(ye = qloe = 1) = w(y: = —qlee = =1). (5-4)

Az emlitett feltevés technikai konnyitést jelent. Kovetkezik bel6le, hogy tetszéleges Faktor-Graffal
reprezentalt, Belief Propagation algoritmussal dekddolt lineéris kodra igaz, hogy azon feltétel mel-
lett, hogy a csatornan az x vektort kiildtiik at, a dekddolasunk éatlagos bettinkénti hibaja fiiggetlen
az x-t6l. Igy a dekodold hibajanak vizsgalatahoz feltehetd, hogy az azonosan 1 blokk volt a csator-

na bemenete (csak olyan paraméterekkel foglalkozunk, amelyeknél az azonosan 1 vektor kodszo,

0Hiszen latjuk a az 5.8 dbran, hogy a Turbo-kodnal két csiics, az X és az Xo szamolnak sokat.
1Ez a feltevés azért realis, mert binaris értékkészletti valoszintiségi valtozékkal dolgozunk.
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vagyis d.-r6l feltessziik, hogy paros). Ennek a bizonyitasa technikai, megtalalhato [20]-ban. Az ért-
hetdség kedvéért megjegyzem, hogy az atlagos bettinkénti hiba rogzitett LDPC kod és rogzitett
csatorna bemenet esetén is valdszintségi valtozo, az értéke a csatorna kimenetelétdl fiigg, az ezt
kovetd dekodolasi folyamat a csatorna kimenetnek egy determinisztikus fliggvénye.

Rogzitsiink a C™(d,, d.)-nek egy elemét. Tegyiik fel, hogy az azonosan 1 blokkot kiildtiik at a
csatornan. Tovabba tegyiik fel, hogy a kod Faktor-Grafjaban nem talalhaté 21 vagy annal révidebb
kor'?, tovabba azt, hogy nem alakult ki parhuzamos él. A feltevések miatt a dekodolds teljesen
szimmetrikus a k < [ iteracios lépésig. Igy az [. iteracios 1épésig minden véltozocstcsbol fiigg-
vénycstcsba mutato irdnyitott él mentén minden iterdciéban ugyanaz az lizenet eloszlasa. Hasonlo
allitas fogalmazhaté meg, a fliggvénycstucsbol valtozocsicsba mutatéd élekre is. Figyelem, az tizene-
tek maguk is eloszlésok, az eloszléasokat jellemzg log-likelihood érték eloszlasanak fejlédését fogjuk
megfigyelni. Tekintve, hogy minden valtozénak korlatos d, szomszédja van, ezért ha a fiiggvény-
csticsbol valtozdcstcsba mend irdnyitott éleken halado iizenetek eloszlasa az [. iteracié végén olyan,
hogy negativ érték felvételének valoszintisége kicsi, akkor a dekodoléds atlagos bettinkénti hibava-
loszintisége is kicsi lesz. A kovetkezSkben vazolom, hogyan tudjuk nyomon kévetni az [. iteracios
lépésig az éleken halado tizenetek eloszlasat.

Tegyiik fel, hogy a v; valtozocsiucesbol a ¢; fiiggvénycsicsba mutato (v;, ¢;) iranyitott élen haladd
log-likelihood iizenet eloszlasat szeretnénk nyomon kovetni. Ehhez elGszor vegyiik észre, hogy ha
mk, ... ,mflv_l—el jeloljik a k. iteracidé soran a v;-be nem ¢;-bél befutd log-likelihood iizeneteket,
tovabba mg-al jeloljiik a v;-hez kapcsolodo egyfoku fiiggvénycstucsbol érkezé idében konstans iize-
netet, akkor a k. iteracié soran a v;-bdl ¢;-be mend log-likelihood iizenetet a kovetkezd modon

szamolhatjuk ki:
dy—1

m'jﬁq =m, + Z my. (5.5)
i=1

Mint korabban leirtam a véletlent jelenleg csak az adja, hogy a csatorna bemenetén szerepls 1-esek
milyen kimenetet eredményeznek. Igy a 0. iteraciéban az éleken halado log-likelihood iizenetekhez
tartozo valoszintiségi valtozok teljesen fliggetlenek. Tekintve, hogy nincs 20 vagy annal révidebb

kor a grafban, az (5.5) képletben &k < [ esetén fliggetlen valoszintségi valtozokat adunk Ossze.
k

A szimmetria és kormentesség miatt minden bejévé m) iizenet eloszlasa azonos P eloszlasu. Igy

konvolucioval mﬁiaci eloszlasa megkaphato a P-bdél. Ez a feladat, ha az eloszlas diszkrét, akkor
gyorsan megoldhatd a gyors Fourier transzformécioval. Folytonos csatorna esetén az eloszlasok
diszkretizaladsaval tehetjiik meg ugyanezt.

Az el6z6 bekezdés mintajara sokkal tobb szamolassal megmutathaté, hogy numerikusan ki tud-
juk szamolni a fiiggvénycsicsbol kimend iizenetek eloszlasat a bemend iizenetek eloszlasabol. Igy
tekintve, hogy a csatorna atmenetvalosziniiségeibdl adodik a kezdeti lizenetek eloszlasa, 21 + 1
hosszuisagnal révidebb korok hianya esetén az éleken halado tizenetek eloszlasa numerikusan kezel-

hetd. Ezt az eljarast nevezziik stirtiség-fejlsdésnek!3. Jeloljiik az eljarassal kapott fiiggvénycstcsbol

12k6r hosszan az éleinek a szamat értem
13angol szakirodalomban density evolution
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véaltozocsiicsba mutatoé élek [. iteracios eloszlasat Pl-el. Vegyiik észre, hogy P! kiszdmolasanal a
kod n blokkméretének csak annyi a jelent&sége, hogy elég nagynak kell lennie ahhoz, hogy lehetévé
véaljon, nincsenek 21 vagy annal kisebb korok a grafban. Igy P! csak d, és d, fiiggvénye. Fontos a
mar emlitett tény, hogy felhasznalva a korlatos fokszamot, ha P! negativ értékekre helyezett si-
lya kicsi, akkor lokalis kormentességet feltételezve az atlagos bettinkénti hibavaldszintiség is kicsi.
Numerikus szdmolassal meg lehet vizsgalni, hogy ha [ és vele egyiitt n végtelenhez tart, akkor P!
eloszlasban a negativ értékek Osszvaloszintisége 0-hoz tart-e. Néhany bekezdéssel késébb belatom,
hogy elég nagy n esetén C"(d,, d.)-b6l a rész elején definialt moédon valasztva egy elemet a kapott
kod hibas iizeneteinek a szama a hibas iizenetek!? varhato értékére koncentralodik. A hibés iize-
netek szdmanak varhato értéke pedig a kormentes esetben tapasztalt varhatd értékhez konvergél.
Igy ha azt tapasztaljuk, hogy P' eloszlasban a negativ értékek dsszvalészintisége 0-hoz tart, akkor
az azt jelenti, hogy a csatornan megbizhatéan tudunk kédolni-dekédolni LDPC koddal.

Az el6z6 bekezdést tovabbgondolva tegyiik fel, hogy adott diszkrét csatornak egy valos « para-
méterezett sorozata, amelyre teljesiil, hogy ha az aq-nek megfelel§ csatornan lokélis kormentességet
feltételezve aszimptotikusan 0-hoz tart az atlagos betiinkénti hibavaloszintiség, akkor ay < ay ese-
tén is. [20] részletesebben foglalkozik ezzel a kérdéssel, én annyit emlitek meg, hogy BSC csatornak
a p hibavalészintiséggel paraméterezve, tovabba diszkrét Gauss csatorndk a o szoréssal paraméte-
rezve teljesitik a feltételt. Ilyen csatornasorozatoknal rogzitett (d,,d.) mellett numerikusan lehet
kozeliteni azon értékek szuprérumat, amelyeknél aszimptotikusan 0-hoz tart az atlagos betiinkénti
hibavalészintiség. Az emlitett két példanal maradva, igy adodik egy p és egy o érték, amelyek mel-
lett lehetséges (d,,d.) paraméteri kodokkal tetszéleges kis hibéaval iizenetet tovabbitani. Tovabba
meghatarozhatjuk ennek a 6. Tétel altal biztositott elméleti maximumat az 1 — fl—’: kodratabol. A
két érték kozotti kiillonbség a Shannon-kapacitastol valo eltérés. Vagyis a klasszikus hozzaéllastol
eltérGen nem konkrét csatornahoz kerestiink jol miikods LDPC koédot, hanem rogzitett rataja LD-
PC kodhoz kerestiik meg azt a csatornat, amin még képes nagy n esetén megbizhatéan informéciot
tovabbitani a kod.

A kovetkezSkben ki fogom mondani és be fogom bizonyitani a megigért koncentracids tételt.
El6tte ismertetek egy nevezetes tételt, kimondok egy fontos definiciot és bizonyitok egy lemmat.
Fontos megjegyeznem mindezek el6tt, hogy a tételben a véltozocstcsokbdl a fiiggvénycsiicsokba
mend iizeneteket fogom vizsgélni. A frissitési szabalyok megvizsgalasabol adodik, hogy ha Q'-
el jelolom lokalis kormentességet feltételezve a valtozocsicsokbdl a fiiggvénycstcsokba mend élek
eloszlasat, akkor konnyt latni, hogy P! negativ félegyenesre helyezett stlya akkor és csak akkor

tart 0-hoz, ha Q' negativ félegyenesre helyezett stlya 0-hoz tart.
8. Tétel. Azuma egyenldtlenség: Legyen Zy, Z1, ... Martingdl, amelyre teljesil Yk > 1-re:

| Zx — Zi—1| < oy (5.6)
Ekkor ¥l > 1-re és VYA > 0-ra:

A2

(| Z — Zo| > A) > 2e 2Thak (5.7)

14Hibas iizenet alatt negativ iizenetet értek.
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27. Definicié. A G Faktor-Grdafban egy v-bél c-be mutaté (v,c) irdnyitott €l 1 mélységi N(lv,c)
kornyezetén a V(lv’c)—beli csucsok dltal G-ben kifeszitett részgrdfot értjiik, ahol V(lw) csucshalmaz
legyen a v-bdl legfeljebb | hosszi olyan irdnyitatlan iton elérhetd csiucsok halmaza, amely utak nem
mennek dt a (v,c) €élen. Egy d, = 3,d. = 6 paraméterd LDPC kdd (v,c) élének N(2U7C) kornyezetét

mutatja az 5.11 dbra.

5.11. abra. |20]-bol szarmazo abra. Egy d,, = 3,d. = 6 paraméterti LDPC kod (v, ¢) élének N(QU’C)

kornyezetét mutatja

Fontos, hogy a (v, ¢) irdnyitott élen halado tizenet az [. iteracioig csak az N, (2576) részgraftol flige. Ha
azt mondom, hogy N(lv,c) fa, akkor abba beleértem, hogy nincs parhuzamos éle. A koévetkezs lemma
allitasanak pontos megértéséhez érdemes masképp gondolni C"(d,, d.)-bdl valo randomizélasra. A
valtozocsucsokhoz tartozo zsakok és a fliggvénycsicsokhoz tartozo zsakok kozotti nd, = md, éleket
huztunk be tgy, hogy az egyik végpontot rogzitettiik. A randomizalas ugyanaz, ha mindezt mohon
csindljunk. Latunk egy zsakot valamelyik oldalon, amelyben még nincs él, ekkor valasztunk neki a
taloldalrol a még tires zsakok koziil egyenletes valoszintiség szerint szomszédot. Ezt addig folytatjuk
amig iires zsakot latunk. Ez az eljaras az egyenletesen vélasztott m permutacié randomizélasat

részletezi.

2. Lemma. Vilasszunk véletleniil egy kodot C"(d,,d.)-bdl. Régzitsink egy I* iterdcids szdmot.
Legyen (v, c) egy irdnyitott él a Faktor-Grdfban. Ekkor létezik v(I*,d,,d.)" konstans, hogy:

f)/

N3 <L 5.8
p( (v,c) ETIL f(l) = ( )

*

Bizonyitds: Annak a valoszintiséget fogjuk alulbecsiilni, hogy N(%f*c) fa. Ha N(Qvl ) fa, akkor a foksza-

mokbodl és [*-bol kiszamolhaté a benne talalhato valtozocsiicsok M« szama, és a benne taldlhato
fliggvénycsicsok Cp+ szdma.

Legyen | < I*, tovabba m-el szokasosan a fliggvénycsicsok szamét jeloljik. Megvizsgéljuk,
hogy mi annak a valdszintisége azon feltétel mellett, hogy N(qu,c) fa, annak, hogy N(%fj:)l fa lesz.
Ezt dgy képzelhetjiik, hogy feltessziik, hogy N(Qvl,c) éleinek megfelels éleket huztuk be elGszor a
zsakok kozott. Fontos, hogy ezek az N, (27570)—beli behizott élek a IV, (2570) fa csticsaihoz tartozo zsakokat

kitoltik, kivéve a legalso szinten levé cstcsokat. Igy a feltett kérdés az, hogy a legalsé szinten levé

15igv jel6lom a konstans paraméterektsl valo fiiggését
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csucsok, jelen esetben paritasi megfontolasokbol valtozocsucsok, zsékjaihoz milyen valoszintiséggel
tarsitunk fliggvénycsics zsakokat gy, hogy a kiegészitett objektum tovabbra is fa marad. Ezt a
gondolatot tovabbgondolva, tegyiik fel, hogy N(%f’c) fa, tovabba mar sikeriilt k£ darab als6 szintbeli

zsakhoz ngy élet tarsitani, hogy tovabbra is fank maradt. Ekkor annak a valészintisége, hogy

(m—Ci—k)d.
mde—Crde—k "

Osszesen md, zsak van a fliggvénycsics oldalon, ebbdl Cid. zsédk az eddig behizott élekkel telitett,

a kovetkezd zsdkhoz olyan élet tarsitunk, amely a meglévs fan kiviilre megy Hiszen
és még a frissen behiizott k darab él is eltelitett k darab kiilonb6z6 fliggvénycsicsokhoz esd zsakot.
Tovabbé a kiévetkezs also szinthez kapcsolodo él behiizésakor akkor marad fa az objektumunk, ha
a valasztott zsdk nem tartozik egyik frissen kihtizott k cstics zsékjai kozé sem. Megjegyzem, hogy

[20]-ban hibasan md,. — C; — k szerepel a nevez6ben!®. Szerencsére ez a kis hiba a lényeget nem

érinti, mindkét mennyiséget ugyanugy lehet elég nagy m = ”d—‘:i“ esetén alulbecsiilni:
(m—Cy— k)d. kd. —k k Cy
=1- >1——2>1- . 5.9
md, — Cid. — k md, — Cid, — k — m m (5.9)
Ebbél pedig iteracioval kovetkezik, hogy:
Ci Cr41—C
p(NGE fal N ) fa) > (1 - —) : (5.10)
’ ’ m

Teljesen hasonlo becslés adodik a 20+ 1. kdrnyezetbdl a 21 + 2. szintre torténd 1épés esetén, egysze-
riien a valtozocsicsok és a fliggvénycsicsok szerepe felcserélgdik. A kapott eredményeket iterativan
felhasznalva adodik a kovetkezs alsobecslés:

O M
* M*
p(NZ ) fa) > (1 _G ) (1 - = ) . (5.11)

m m

Ebbdl pedig komplementerrel és szamoléssal adodik a lemma allitasa. B

9. Tétel. [20] tétele: Mindent tegyiink fel, amit a részben feltettink. C"(d,,d.)-bdl a definidlt mo-
don véletleniil valasztunk egy kodot, amivel tetszdleges forrdsblokkot kodolunk. Rogzitsiink eqy 1
dekaddolo iterdcios szamot. Jeloljik Z-vel a Belief Propagation dekddolo l. iterdcioja sordn a vdlto-
z0csticsbol fiigguénycsiicsba mend hibds tizenetek szamdt'™. Jeloljiik p-vel a kérmentes esetben kapott
Q' eloszlds negativ félegyenesre helyezett silydt. Ekkor léteznek 3(1,d,, d.) és¥(l,d,,d.) konstansok,

amelyekre teljesiil:

(a) A hibds tizenetek szama a vdrhato értéke kiré koncentrdalodik. Minden € > 0-ra:

p(|Z - E[Z]| > ndvg) < 9¢~Pen, (5.12)

(b) A hibds tizenetek vdrhato értéke a kormentes esetben tapasztalt vdrhato értékhez konvergdl.

Minden e > 0 ésn > Z-ra:

€

|E[Z] — ndyp| < ndvg. (5.13)

16Ez a hiba az elmélet szempontjaboél nem lényeges. A lemma azt az egyszerd &llitast formalizéalja, hogy rogzitett

l esetén elég nagy n-re nagy valdszintiséggel a kapott Tanner-Grafban nincsenek 2[-nél révidebb kordk
17”Abban az esetben, ha az azonosan 1 vektor volt a csatorna bemenete, a negativ {izenetek szamat jeloli a

val6szintiségi valtozo.
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(c) A hibik szama a kormentes esetben tapasztalt varhatd hibaszamra koncentrdlodik. Minden € > 0
€sn > 2%—7“@:
p(|Z — ndyp| > ndye) < 2e5, (5.14)

Bizonyitds: Els6 megjegyzésem, hogy a forrastol fiiggetlen a hibaszam, hiszen barmilyen kodszo is
késziil bel6le, a kapott kodszorol hibavizsgalat szempontjabol feltehets, hogy az azonosan 1 kod-
sz616] van sz6. Igy az egész folyamatban két véletlen faktor van, a C™(d,, d,)-bdl valé randomizalas,
és a csatornabol szarmazo bizonytalansag. Elsbbit egy nd, hosszi permutéacié, utobbit a csupa 1
blokkhoz tartozé kimenet karakterizalja. Igy © valészintiségi mezére gondolhatunk tgy, mint az
nd,, elemen vett permutéciok terének és a lehetséges csatorna kimenetek terének direkt szorzatéra.
Ezek utén lassuk az egyes pontok bizonyitésat.

(c): Kovetkezik (a)-bol és (b)-bdl.

(b): Vegytik észre, hogy sorszamozhatjuk az éleket aszerint, hogy a valtozocsucs oldalon hanya-
dikok voltak a sorban. Legyen Z; indikator valoszintiségi valtozo, amely értéke 1 ha az ¢. élen hibas

az lzenet elGjele. Ezt hasznalva:

ndy
E[Z) =) E|Z] = nd,E[Z)]. (5.15)
=1
Folytatva a gondolatmenetet:
E[Z)]) = E[Z,|N? fa] - p(NZ fa) + E[Z;|NZ nem fa] - p(N.' nem fa). (5.16)

A 2. Lemmabol tudjuk, hogy p(NZ nem fa) < . Tovéabba E[Z,|N2' fa] = p. Ezeket és trivialis 1
és 0 felsébecsléseket hasznalva adodik az (5.15)-bol:

ndyp (1 - %) < E[Z] < ndyp (1 + %) . (5.17)
Ebbdl pedig atrendezéssel adodik n >  esetén az (5.13).

(a): Be fogunk vezetni az 2 elemein P;, 0 < ¢ < d,n + n := s, ekvivalenciarelaciok finomodo
sorozatét. Vagyis teljesiilni fog, hogy ha (7, 1), (m2,72) € Q kozos ekvivalenciaosztalyban vannak
P, szerint, akkor minden j < i-re P; szerint is kozos ekvivalenciaosztélyban vannak. P, szerint
legyen minden elem ekvivalens egymassal. P; szerint, ha ¢ < nd, legyenek (my,7), (72, 72) ekvi-
valensek, ha m és my permutaciokra k < i-re m (k) = mo(k), vagyis ha az elsg i él ugyanaz az
elemi eseménynek megfelel§ Tanner-Grafban. Ha nd, < i, akkor (7, r), (m, 72) ekvivalensek, ha a
permutaciok megegyeznek, tovibba az ry és az rq, vagyis a csatorna kimenetek, elsé ¢ —nd, koordi-
nataja megegyezik. Legyen X; az 1. ekvivalencia altal generalt o algebra, vagyis az a legsziikebb o
algebra, amely tartalmazza a P; ekvivalenciarelacié minden ekvivalenciaosztalyat. Ezekkel legyen
Z; a Z valoszintiségi valtozo ¥; o algebrara valo feltételes varhato értéke, Z; := E[Z|%;]. Ekkor
Zo, ..., Zs Doob Martingal sorozat. Vegyiik észre, hogy Zy = E|[Z], Zs = Z.

Ha belatjuk, hogy | Z;11 — Z;| < 8(d,d,)  ha 0 < i < nd,, nd, < i-re pedig azt, hogy | Z; 11— Z;| <
2(d,d,)!, akkor a 8. Tételben ismertetett Azuma-egyenlStlenségbdl kivetkezni fog az allitas (a)
pontja.
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Vizsgalodjunk elGszor 0 < ¢ < nd, esetén. A tankonyvi definicional kicsit kozelebb szeretném
az olvasot hozni a feltételes varhato érték fogalmahoz. Ha olyan o algebrara nézve nézziik valdszi-
niiségi valtozok varhato értékét, amelyet egy olyan 2 particié general, amelybe tartozé halmazok
pozitiv mértékiek, akkor a feltételes varhato érték egy olyan valoszintiségi valtozo, amely a genera-
16 particiokon konstans, a konstans értéke pedig az eredeti valoszintiségi valtozo generalé halmazon
vett Lebesgue integrélja elosztva a halmaz Lebesgue mértékével. Mas megfogalmazasban a konk-
rét példankra visszatérve, legyen (m,7) a P; ekvivalencia egy tetsz6leges H ekvivalenciaosztéjanak
eleme. Ekkor:

Zi(m,r) = E|Z|%](r,r) = E[Z|H]. (5.18)

Tegytik fel, hogy a P;.,. particioban a H ekvivalenciaosztaly K, ..., K; ekvivalenciaosztalyokra
bomlik. Ekkor (7, 7) € H esetén az (5.18)-bdl kovetkezik:
t t
E[Z|S(m,r) = E[Z|H] =) E[Z|K;|p(K;|H) =) Zipa (K;)p(K; | H). (5.19)
j=1 j=1
Ez az utébbi egyenlGség kozel hozott minket 7, és Z; kiilonbségének becsléséhez.

Definialok egy mértéktartod bijekciot a fenti halmazok koziil két tetszdleges K, és K, halmaz
kozott. A K, és Ky-ban olyan elemi események vannak, amelyekhez tartozo permutaciok elss i
koordinata ugyanaz, tovabba tekintve, hogy kiilonboz6 P i-beli ekvivalenciaosztalyok, ezért az
1 + 1. koordinata sziikségképpen kiilonbozik. Tegyiik fel, hogy a K, -beli elemi eseményeknél az
i+ 1. koordinata x, a K, elemi eseményeinél pedig y-n. Ekkor egy (7,r) € K, elemi eseményhez
hozzarendeljik a (7*,r) € K, elemi eseményt, ahol 7*-t a kévetkezé modon képezziik. Megkeressiik
azt az r koordinatat, amire m(r) = y. Tekintve, hogy K, és K,-hoz tartoz6 permutaciok elsé ¢
koordinataja megegyezik, i +1 < r. Ezek alapjan 7* legyen olyan, hogy 7*(i+1) = y, és 7*(r) = «x,
a tobbi koordinata egyezzen meg m koordinatéaival. Ez a megfeleltetés nyilvanval6an mértéktarto.

Tovabbéa megvan a kovetkezé nagyon jo tulajdonséiga:
| Z(7,r) — Z(7*,7)| < 8(dyd,)". (5.20)

Utobbi egyenlétlenséget gy lathatjuk be konnyen, hogy felidézziik, hogy a két elemi esemény-
nek megfelel6 Tanner-Graf 6sszesen négy élben kiilonbozik, a leképezés sorédn két élet tordltiink,
két 1j élet felvettiink. A dekodoldo bemenetei mindkét esetben ugyanazok. Igy csak azok az [. ite-
racios (v, c) iizenetek kiilonbéznek a két grafban, amelyek N(%f,c) kornyezetében sziintettiink meg
egy élet, vagy amelyek kornyezetéhez hozzéavettiink egy élet. Egyszert kombinatorikai megfonto-
lasokbol kovetkezik, hogy egy él legfeljebb 2(d,d.)! élnek lehet benne az irdnyitott 21 mélységt
kornyezetében. Igy adodik az (5.20). Abbél pedig kovetkezik a mértéktartast is figyelembe véve,
hogy Ziy1(K,) és Ziy1(K,) is csak legfeljebb 8(d,d.)-vel térhet el egymastol. Igy az (5.19)-bél
latjuk, hogy Z;(H) egyméastol kolesonosen legfeljebb 8(d,d.)! tavolsagra levs szamok atlaga, igy
adodik |Z;1 — Zi| < 8(dyd,)!. Kész vagyunk a 0 < i < nd, esettel. Az nd, < i esetben hason-
l6an lehet eljarni, ott azt kell megvizsgalni, hogy egy csatornabemenet megvaltozdsa mennyi élet
befolyasol. B
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Roviden osszefoglalom a részt, egyben kifejtem a bebizonyitott koncentracios tétel jelent&sé-
gét. Rogzitett d,,d. mellett vizsgaltuk a C™(d,,d.)-bdl véletleniil valasztott kodot. Szimmetria
feltételek miatt elég volt csak az azonosan 1 csatorna bemenettel foglalkoznunk. Belattuk, hogy
kérmentességet feltételezve lehetséges az éleken halado tizenetek eloszlasat numerikusan szamolni.
A korlatos fokszam miatt ezek az eloszlasok nagyon szoros kapcsolatban vannak a lokalis kormen-
tesség melleti bettinkénti hibavaloszintiséggel. Emlitettem, hogy paraméterezett csatornacsaladnél
megfelels feltételekkel van egy hatarparaméter, ami alatt kormentességet feltétezve a bettinkénti
hibavaloszintiség 0-hoz tart. A fenti koncentréacios tételbsl pedig, ha a (c¢) részben a valoszintiségen
beliil osztunk nd,-vel, levonhatjuk azt a kovetkeztetést, hogy tetszéleges a hatarparaméternél ki-
sebb parameétert csatornara, rogzitett e-hoz talalunk olyan [(g) iteraciés szamot, és olyan N (e, [)-t,
amelyre teljesiil, hogy N < n-re, a C"(d,,d.)-bdl véletleniil valasztott kod n-ben exponencidlisan
novekvd valoszintiséggel e-nal kisebb bettinkénti hibavaloszintiséggel dekodol [ iteracios lépést el-
végezve a Belief Propagation dekodoloval. Tekintve, hogy a csatorndkhoz tartozé hatarparaméter
nagyon kozel van a Shannon-tétel altal biztositott elméleti hatarhoz, azt a kovetkeztetést vonhatjuk
le, hogy az LDPC kod kiegészitve Belief Propagation alapt dekoédoloval a Shannon-kapacitashoz
nagyon kozel teljesit.

Megjegyzem, hogy [21]-ben irregularis LDPC kodokkal sikeriilt a Turbé-kodoknal is jobban
megkozeliteni a kapacitast. Irregularis LDPC kéd annyiban kiilonbozik a regularistol, hogy ott a
d, és a d. konstansok csak felsGkorlatjai a fokszamnak, tovabbé a grafban szerepld fokszamok elosz-
lasa adott. Urbanke megjegyzi, hogy minden [20]-ban ismertetett eredmény minden tovabbi nélkiil
igaz marad irregularis LDPC koédokra is. A koncentrécios tételben igazan csak a fokszam korlé-
tossaga jatszott fontos szerepet. Viszont a kormentesség mellett az iizenetek nemcsak a csatorna
miatt véletlenek, hanem a koéd randomizalasa miatt is, hiszen konkrét irreguléris kodok lokélisan
eltérhetnek, csak valoszintiségi értelemben hasonloak.

Teszek egy érdekes megjegyzést. A részben levezetett tételek nem mondanak semmit a Belief
Propagation konvergenciajaval kapcsolatban. Elvben elképzelhets, hogy az LDPC kod tgy dekodol
jol, hogy a dekodolon halado tizenet oszcillal a jo dontési tartoményban.

Végezetiil megjegyzem, hogy az itt hasznélt alapelveket kiterjesztették Turbo-kodra is. Igy
elmondhat6, hogy nagy blokkméret esetén, ha a véletlen permutéacioé elgéallitasa problémamentes,

van matematikai hattér a két empirikusan jonak bizonyulé kod mogott.



6. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozatban a sok formaban megjelené Belief Propagation algoritmusrol adtam rendezett,
egységes képet. Bemutattam a hozza kapcsolodo alapvetd fogalmakat, alkalmazasokat és nyitott
kérdéseket. A kodolasi alkalmazasokra kiilonos figyelmet forditottam. Tudomésom szerint nincs
magyar nyelvii szakirodalma a témanak, igy hidnypotlo a dolgozat. A témakor ismertetése kozben
tettem sajat megjegyzéseket, kiegészitéseket. Igyekeztem hangsilyozni, hogy az egyiittes eloszlés-
ban szerepld 0-k fontosak a gyakorlati alkalmazasokban, példaul valtozok megfigyelése sziikségkép-
pen egyiitt jar 0-k megjelenésével. Tovabba ramutattam, hogy az algoritmus kiilonb6z6 megjelenési
forméainak ekvivalencidjaban fontos az iitemezés szerepe. A 2.3 részben szereplé Markov-Faktor-
Gréf definici6 a sajat Gtletem, segiti a kiillonb6z6 megjelenési formak egységesebb lefrasat. A 4.1
részben az iitemezéseket harom csoportba osztottam, tovabbd ramutattam néhény alapvets je-
lenségre. A 4.2 részben abban a specidlis esetben, amikor a szoéban forgd grafikus reprezentacio
csak egy kort tartalmazott, az iitemezés és a valtozok megfigyelt értékei tekintetében kicsit alta-
lanosabban bizonyitottam a szakirodalomban mér 1étezé tételt. A 4.3 részben kiilonds figyelmet
forditottam arra, hogy az ott bizonyitott 5. Tétel kis modositasaval kijojjon a 7. Allitas.

A jov6ben ha lesz ra lehetGségem részletesen fogok foglalkozni a 0-k és az litemezés szerepé-
vel. [30] foglalkozik a 4.3 részben targyalt kigombolyitott fa altalanositasaval parhuzamostol eltérs
litemezés mellett. A térgyalast nem érzem teljesnek. Sok lehetGséget latok ebben az iranyban.
Ezenkiviil fontos feladat méar 1étezé konvergenciat biztosité eredmények kapcsolatdnak pontos fel-
tardsa, ezt kovetGen pedig altalanosabb Osszefiiggések keresése kiilonos tekintettel a becslés és az

igazi marginélis fliggvények viszonyara.

Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetémnek, Dr. Csiszar Imrének, a dolgozat készitése kdzben

nyujtott sok segitségét.
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