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1. Bevezetd

Manapsag szamos probléma vezet nagy és Osszetett grafok tulajdonsagainak vizsgéla-
tahoz. Grafparaméternek nevezziik az olyan grafokon értelmezett fiiggvényeket, amelyek
barmely két izomorf grafon ugyanazt az értéket veszik fel. Azt mondjuk, hogy tesztel-
hets egy grafparaméter, ha igaz az, hogy egy nagy graf paraméterét jol tudjuk becsiilni
a paraméter grafbol véletleniil kivett mintakon felvett értékével. A gyakorlatban nagyon
elényos, ha egy paraméterrdl kideriil, hogy tesztelhets: ahelyett, hogy rengeteg szamitasi
idé6t felhasznalva megprobalndnk meghatarozni a paraméter értékét, megtehetjiik, hogy
kis mintakat vesziink, és a kis mintan gyorsan szamolt értékekkel kozelitjiik a nagy graf
paraméterét. Lovasz Laszlo és munkatarsai az 1990-es évek kezdeményeire tdmaszkodva
nagyon impozéans elméletet dolgoztak ki annak eldontésére, hogy tesztelhetd-e egy grafpa-
raméter. A grafok terén bevezettek egy metrikit, és ezt a teret beadgyaztak egy kompakt
metrikus térbe, az egységnégyzeten értelmezett mérhets, szimmetrikus fiiggvények terébe,
az ugynevezett grafonok terébe; ezzel altalanositva a graf fogalmat. Ennek az elméletnek a
felhasznalasaval tobb ekvivalens jellemzést adtak grafok paramétereinek tesztelhetGségére.
Kiilonosen figyelemremélto: akkor tesztelhets egy grafparaméter, ha ki lehet terjeszteni
a grafonok terére tugy, hogy a kiterjesztett paraméter folytonos egy bizonyos norméaban.
Ezzel Gjabb szél keriilt a kombinatorika és az analizis tudomanya kozé.

A TDK dolgozatom errdl a témaéarol fog szolni. A témaéaval ugy keriiltem kapcsolatba,
hogy a konzulensem érdekl6dott réviden mincutnak nevezhets paraméterek tesztelhetGsége
irant. Gondot okozott az a tény, hogy bar a meglévs elmélet altalanos volt, a tesztelés
definicioja, és a kapcsolodo tételek csak egyszert grafokra lettek kimondva. Igy konzulen-
semmel elkezdtiink a tesztelési tétel sulyozott grafokra vett altalanositasan, illetve réviden
mincutnak nevezhets paraméterek tesztelhetéségén dolgozni. A munkaba Friedl Katalin
docens (BME VIK), és Kramli Andras professzor (Szegedi Egyetem) is bekapcsolodott.

A dolgozat masodik fejezetében konzulensem, Dr. Bolla Marianna és tarsszerzéi altal
[1], [2]-ben elért eredményekbdl mutatok be néhanyat. Ezek az eredmények jelentették az
inspiraciot a silyozott grafparaméterek tesztelhetGségének vizsgalatahoz.

A harmadik fejezet |3]-ban ismertetett definiciokbol és tételekbdl tartalmaz valogatast
kiilonos tekintettel grafok paramétereinek tesztelhetGségére.

A negyedik fejezetben mar 1j gondolatok és eredmények talalhatok. A fejezet elsé
felében nagyitoval megvizsgalom az egyszerid grafok tesztelhetGségének fogalmat. Ezt ko-
vet@en leirom a tesztelhet&ség fogalmanak sulyozott grafokra vett altalanositasat, tovabba
a [3|-ban szerepld tesztelési tétel altalanositasat. Az elvégzett munka Osszességében nem
més, mint a dolgok mély atgondolasa, a mar meglévs fogalmak sszeillesztése |, és az egy-
szerd tesztelési tétel bizonyitasanak érvényben maradésarol valdo meggy6zédés a kisebb
hianyossagok potlasaval. A kulcsa mindennek a randomizaléasi procedurék, és a hozzajuk
kapcsolodo fogalmak pontos megértése volt.

Az 6todik fejezetben néhany grafparaméter tesztelhetGségét vizsgalom.

A hatodik fejezet kezdetleges szamitdgépes szimulaciok leirasat, eredményét és ér-
tékelését tartalmazza; tovabba komolyabb szimuléciok lehetséges alapgondolatéat.

A hetedik fejezetben roviden osszefoglalom a leirtakat, tovabba ismertetem, véleményem
szerint milyen kérdések megvalaszolasa lenne fontos a jovében.

A negyedik fejezet tartalmat a témarol folytatott kozos beszélgetések, utmutatasok
segitségével én dolgoztam ki. Az 6tddik fejezet tartalmanak kidolgozasaban csak kis mér-
tékben vettem részt. Emiatt a fejezet vazlatos, csak az Osszefiiggések megértéséhez min-
denképpen sziikséges dolgokat tartalmazza. A hatodik fejezetben taglalt teszteket én vé-



geztem.

2. Grafok klaszterezése a Laplace matrix spektrumanak
segitségével

Grafok klaszterezésén azt értjiik, hogy igyeksziink minél jobban csoportokba osztani
a csucsokat gy, hogy az egyes csoportokon beliil fut6 élek osszsulya nagy, mig a csopor-
tok kozott futd élek dsszsulya kicsi legyen. Nagyon érdekes, hogy grafok klaszteresithetds-
ségi tulajdonsagaira vonatkozolag képesek vagyunk informaciot nyerni a graf tgynevezett
Laplace-matrixanak sajatértékeibsl. Valahogy egy nagyon szétszort dologrél van informa-
ci6 egy nagyon rendezett dologban.

1. Definicié. Legyen P, = (V1,..., Vi) a csicsok egy k particidja. Ennek sirisége

=

pP) = Y3+ L)AL,

- - . ay.
=1 j=1 B

ahol avy; a Vi-beli csicsok dsszsilya, B(Vi, V;) pedig a 'V; es V; csicshalmaz kozt dtmetszd
élek osszsulya. Legyen

Pk = H};in p(Py).

Az imént definialt fogalom a graf jol klaszteresithetGségét méri bizonyos szemszogbdl.
p(Py) a particiohoz hozzarendeli a particiok kozott futd élek osszsulyat megsilyozva egy
kicsit. Ez a stly akkor kicsi, ha a vizsgalt két particié mérete kozel azonos. Igy még
pontosabban ennek a minimuma, py, a grafnak az olyan jol klaszteresithet&ségét méri, ahol
a particioméretek kozel azonossaga is fontos tényezs. A kovetkezs konstans két particio
esetén ennek egy legfeljebb 2 -es szorzoban eltérd valtozata.

2. Definicid. Sulyozott graf Cheeger-konstansdinak nevezzik a kévetkezd kifejezést:

h = min AU ,
UCV(G),ap< ay

1
2
ahol feltettiik, hogy az dsszes csucssuly dsszege 1.
Ezekkel a definiciokkal készen allunk arra, hogy kimondjunk néhany fontos tételt.
1. Tétel. [2] 3.2. Tétel: Legyen G egy olyan sulyozott grdf, amelyre igaz, hogy
3 S
i=1 j=1

Tovdbbd a csiucsok sulya legyen a beldlik kiindulo élek dsszsulya. A D mdtriz az a diagond-
lis mdtrixz, melynek fédtlojaban a csiucssilyok szerepelnek, a B mdtrix pedig tartalmazza az
élsilyokat. Legyen Ay a Cp = D_%(D — B)D_% sulyozott Laplace-mdtrix legkisebb pozitiv
sajdtértéke. Tegyiik fel, hogy Ay < 1. Ekkor igaz:

A
Elghg\/)\l.(z—/\l).



Ebbdl azonnal leolvashato, hogy ha a sulyozott Laplace matrix legkisebb sajatértéke
nagy (1-hez kozeli), akkor a graf nem oszthato jol két klaszterbe.

2. Tétel. [1] tételeibdl kivonat: Az 1. Tétel grifra vonatkozo feltételei mellett igaz:

k—1

Z%’ < P,

i=1

ahol \; a Cp madtriz i-dik nem nulla sajdtértékét jeloli (nagysdg szerint névekvd sorrend-
ben). pr-ra felsd becslés is adhato a k — 1 legkisebb pozitiv sajdtérték és a hozzdjuk tartozd
sajatvektorok alapjan konstrudlt optimalis k — 1-dimenzidos reprezentansok ugynevezett k-
szordsa seqitségével.

Emiatt az eddigi kijelentéseinknek bizonyos értelemben a megforditasa is igaz. Ha az
optimélis k—1 dimenziés euklideszi reprezentaciot jol lehet k osztalyba klaszterezni, illetve
ha a silyozott Laplace-matrix els6 k — 1 sajatértékének osszege kicsi, akkor lehet talalni
a grafnak is jo k klaszterezését. Nincs garancia arra, hogy a jo euklideszi particio lesz
a grafot is jol klaszterezd particio, igy els6dlegesen annak eldontésére szolgalhat a tétel,
hogy hény osztalyos klaszterekre lehet bontani a grafot. Mindazonaltal a gyakorlatban
gyakran jo eredményt ad a grafon is az euklideszi reprezentacié optimalis klaszterezése.

A fenti eredmények jelentették az inspiraciot grafok tesztelhetGségének vizsgalatahoz.
A fent bevezetésre keriilt mennyiségek statisztikus tulajdonsaggal birnak, a grafok élsu-
lyainak kicsi valtozasara nem érzékenyek. Ezzel a tulajdonsiggal a tesztelhets paraméterek
is rendelkeznek. Igy természetesen meriil fel az elmélet teszteléssel valo kapcsolata.

3. Néhany definicié

Ez a fejezet a [3] cikk tartalmaba nyujt rovid betekintést. A jelolések nagyrészt meg-
egyeznek a [3] jeloléseivel. Ezen kiviil a dolgozatban az Osszes limeszt, ugy kell érteni,
hogy n — oc.

3. Definicid. Legyen F' egyszerd grdaf, mig G €l- és csicssulyozott grdf, ekkor:

Hom(F,G) := Z H (i) H Bagiy e (G

.V (F)—-V(G) i€V (F) ijeE(F

ahol o az i-dik csics sulyat jeloli G-ben, mig 3;; az i-dik és j-dik élet Osszekotd él silya.
Ha pedig ag-vel jeloljiik a G csicsainak dsszsiulydt, akkor legyen az F' — G homomorfiz-
mussuriség:

Hom(F,G)

tF,G):= -

, ahol k az F csiucsainak a szdma.
ag
A jel6lés onnan szarmazik, hogy ha G egyszeri grafra ugy tekintiink, mint 1 cstcssi-
lyokkal, és 6sszekottetéstdl fiiggden 1 vagy 0 élstlyokkal rendelkezé grafra, akkor Hom(F, G)
éppen az F-b6l G-be mend homomorfizmusokat szamolja 6ssze, vagyis az olyan leképezé-
seket, amik élet élbe visznek. Ebben az esetben a stirtiség kiszamolasakor ezt osztjuk az
Osszes lehetséges leképezés szamaval, igy annak a valoszintiségét kapjuk meg, hogy egyen-
letesen vélasztva a leképezések koziil, mi a homomorfizmus valészintisége. Lassuk az egyik
kulcsdefiniciot:



4. Definicid. Legyen (G,) egy sulyozott grafsorozat, aminek az élsulyai egyenletesen kor-
latosak. Azt mondjuk, hogy (G) balrél konvergens, ha minden F' egyszeri grifra t(F, Gy,)
konvergens.

Most megmutatjuk, hogy ez a konvergencia milyen metrikabol szdrmazik. Ehhez:

5. Definicio.

Ha S,T C V(G) akkor ec(S,T) = Y 0i(G)ay(G)B;(G).

1€S,j€T

Fontos, hogy S és T nem feltétleniil diszjunkt. Ennek segitségével ha G és G’ két
ugyanazon cimkézett csicshalmazon értelmezett silyozott graf, akkor a vagastavolsaguk:

6. Definicio.

/ 1
do(G,G):== max ——
STV (G) |ag)?

leq(S,T) —eq (S, T)].

Kicsit elemezziik a képletet. Megkeressiik azt a két csticshalmazt, amik kozott futo
élek tekintetében a lehets legjobban kiilonbozik a két graf. Ezek nem feltétleniil nagy
halmazok, nagyobb halmazokon lehet, hogy kiegyenlitédnek a kiilonbségek, a halmazok
egyik részén az egyik, masikon a mésik graf lehet stirdbb.

Ez a tavolsdg nagyon megszoritott feltételekkel értelmes, szeretnénk ebbdl egy olyan
tavolsdgot csinalni, ami cimkézetlen két grafra is értelmezve van, tigy is, hogy a csticsszam

és a csucssilyok nem egyeznek.

7. Definicié. Legyen G és G két olyan silyozott graf, hogy mindkettd csicssilyainak
osszege 1. Azt mondjuk, hogy azn -n' -es X mdtriz frakciondlis fedése a két grifnak, ha
1gazak a kovetkezok:

nZXw = Oél(G> és in = Oéu(G/).
u=1 =1

Ezt kovetSen definialunk két masik grafot:

8. Definici6. Legyenek G[X| és G'[XT] az [n] x [n']-on, mint csicsokon értelmezett si-
lyozott grafok. A kiézos cimkézett csicshalmazon egy (i,u) csicsnak a silya legyen X, .
G[X]-ben az ((i,u), (j,v)) €l silya legyen a G grdif i és j csicsat dsszekotd €l silya, mig
G'[XT)-ban ugyanezen €l silya legyen a G -beli u és v csiicsot Gsszekotd €l silya.

[gy do(G[X], G'[XT]) mar jol definialt. Ennek segitségével:

9. Definicid. Két sulyozott grifnak, amelyek csicssilyainak dsszege 1, a tavolsdga legyen

a kébvetkezo:

00(G,G) = min  do(G[X], G/[XT))

Két tetszdleges grdf tdvolsdgat pedig gy kapjuk meg, hogy annak a két grifnak a tdvolsdgadt
hatdrozzuk meg, amit gy nyerink, hogy a csucsok sulydt elosztjuk az 0sszestucssillyal.

Be lehet latni, hogy ha a G grafot felfajjuk k-szoroséara, vagyis minden csicsot k
cstccsal helyettesitiink, és minden egyes ilyen cstcsot pontosan azokkal a cstcsokkal
kotiink Ossze (persze ugyanakkora stllyal), amik az eredeti csticesal Gsszekotott csiaesok
helyettesitsi, akkor az igy kapott grafot G|[k]-val jelolve igaz, hogy do(G, G[k]) = 0. Vagyis
ez csak egy premetrika (amit metrikinak neveznek tovabbra is a cikkben egyszertiség vé-
gett). Ebbdl kivetkezs tovabbi észrevétel, hogy két nagyon kiilonb6z6 cstcsszamu graf is
lehet kozel egyméshoz ebben a metrikaban, igy ez a tavolsag bizonyos értelemben a grafok
informéaciotartalma kozotti kiilonbséget paraméterezi.
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3. Tétel. Legyen (G,) egy egyenletesen korldatos élsilyokkal rendelkezd silyozott grifsoro-
zat. Ekkor (G,) akkor és csak akkor balrdl konvergens, ha Cauchy-sorozat dg-metrikdban.

Ezen a ponton érkeztiink el a grafonokhoz. A grafonok azok, amik teljessé teszik a
stlyozott grafok terét ebben a metrikiban. Lehetne egyszertien csak a hatarobjektumokat
grafonoknak hivni, de meg is lehet Sket konstrualni:

10. Definicio. Egy W : [0,1]> — R szimmetrikus, mérheté figguényt grafonnak neve-
ztink. Azon grafonok halmazadt, melyek értékkészlete eqy adott I intervallumba esik, W r-vel
jelolyiik.

Minden G stlyozott grafnak (specidlisan egyszert grafnak is) természetesen meg tu-
dunk feleltetni egy W grafont. Lenormaljuk a cstcssilyokat tgy, hogy az Osszegiik egy
legyen. A kovetkezd intervallumrendszert tekintjik: I; = [0, ay(G)], I = (a1 (G), o (G) +

as(G)], ... értelemszerten. A particio felé 1épcsds grafont épitiink: 1; x I; felett legyen 3;;
az értéke (G élsulyai). Altalanositsuk a homomorfizmussiirtséget grafonokra:

11. Definicié.

t(F, W) / H le,x]
[0,1)¢

Erre a kiterjesztésre trividlisan teljesiil, hogy t(F,G) = t(F, Ws). Most altalanositjuk
a 0g-metrikat grafonokra:

12. Definici6. Legyen m a [0,1]%-en értelmezett olyan valdsziniségmértékek halmaza,
amelynek mindkét margindlisa a Lebesgue mérték. Ezt felhaszndlva:

So(W,W') := inf sup

HEM g 1Cl0,1]2

/( s )ET(W(Q;’ y) W (u, U))d,u(x’ U)du(y, 1)) .

Lathato, hogy 00(G, G') = do(Wa, W ). Igy altalanositottuk a grafokat a vizsgalt két
konvergenciara val6 tekintettel.

Vegyiik észre, hogy az eddigi definiciok teljesen érzéketlenek voltak a csiicsok skalajara,
vagyis a cstcsstlyok Osszegére. Igy az elmélet a grafok skélainvarians tulajdonsagainak
vizsgalatara lesz hasznéalhato.

[gazak a kdvetkezd tételek:

4. Tétel. Minden W € W, grafonhoz létezik eqy (G,,) balrdl konvergens I-beli élsilyi
grdfsorozat, hogy t(F,G,) — t(F,W) minden F egyszert grdfra.

5. Tétel. Legyen I egy zdrt intervallum, és legyen (W) Wy-beli grafonsorozat, ekkor a
kovetkezdk ekvivalensek:

1. t(F,W,) konvergens minden F eqyszerd grdfra
2. W, Cauchy-sorozat a ég-metrikdban
3. létezik eqy W € Wy dgy, hogy t(F,W,,) — t(F, W) minden egyszerid F grifra;

tovabba t(F,W,,) — t(F,W) minden F egyszeri grafra akkor és csak akkor, ha épg(W,,, W) —
0.



Ezek a tételek Osszetett okfejtések eredményei. De a végeredmény vildgos. Ha [ zart
intervallum, akkor ha W;-ben azonositjuk a dg tavolsdgban egymastol 0 tavolsagra levs
grafonokat, akkor épp a szintén azonositas utani, I-beli élsillyal rendelkezs stlyozott
grafok terének teljes lezarésat kapjuk. Ezenkiviil ekkor W;-ben a kétféle konvergencia
ekvivalens egymassal. Végezetiil egy fontos tétel:

6. Tétel. Ha I zart intervallum, akkor (Wy,dn) kompakt metrikus tér (azonositds utdn).
Most térjiink ra késébbi téméankra, grafok paramétereire:

13. Definicié. Egy grdfokon értelmezett valos értékd fligguényt paraméternek nevezink,
ha invarians az 1zometridra, vagyis két izomorf grdafon ugyanazt az értéket veszi fel.

14. Definicié. Egy egyszerd grdfokon értelmezett paraméter tesztelhetd, ha minden & >
0-hoz létezik k, hogy minden, legaldbb k csicsi G eqyszerd grifra P(|f(G)— f(g9(k,G))| >
e) < e, ahol g(k,G) a G k csicsi részgrifjai kozil egyenletesen vdlasztott véletlen rész-
grdfot jeloli.

Kevésbé formalisan: tesztelhetd egy grafparaméter ha igaz az, hogy egy nagy grafbol
kell szamu, de mindenképpen kis mintat véve a kis graf paramétere kozel lesz a nagy
graf paraméteréhez. Lovasz Lészlo és kollégai [3| -ban tobb ekvivalens megfogalmazast
adtak egyszeri grafok tesztelhetGségére. Az egyik koziiliik kiilonosen figyelemfelkelts, nagy
vonalakban azt mondja, hogy tesztelhets egy paraméter, ha ki lehet terjeszteni grafonokra
ugy, hogy a kiterjesztett paraméter a kovetkezé normaban folytonos:

15. Definicié. Egy W (z,y) grafon vdgdsi-normdja alatt a kévetkezdt értjik:

W]l := sup
5,7C[0,1]

W (z, y)dxdy‘ .

SxT

Ez az ekvivalens megfogalmazas voltaképpen azt jelenti, hogy grafok kombinatorikus
tulajdonsagait klasszikus analizisbeli eszkozokkel lehet vizsgélni.

4. TesztelhetGség

Annak érdekében, hogy jol megértsiik a fogalmakat, elgszor megismétlem a [3| egyszeri
grafokra kimondott és bizonyitott tesztelési tételét.

7. Tétel. [3] 6.1-es tétele: Legyen f korldtos egyszerd grifparaméter. Ekkor a kovetkezdk
ekvivalensek:

(a) f tesztelhetd egyszerd grdfparaméter.

(b) Minden € > 0 esetén van olyan k pozitiv egész, hogy minden legaldbb k csicsi G
eqyszerd grdfra

IF(G) —E(f(g(k, G)))| <e.

(c) Tetszéleges (G,) balrdl konvergens egyszeri grifsorozatra, ahol |V (G,)| — oo, az
f(G,) sorozat szintén konvergens.

(d) Az f kiterjeszthetd W 1-beli grafonokra gy, hogy az f(W) kiterjesztett folytonos a
vdgdsi-normdban és f(We) — f(G) — 0, ha |V (G)| — oc.
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(e) Minden e > 0 valds szamhoz van olyan £y > 0 valds és ng pozitiv egész szam, hogy tet-
szdleges legaldbb ng csiucsi Gy, Gy eqyszerd grdfra, melyekre da(G1, Gs) < € teljesiil,
azokra |f(G1) — f(Ga)| < € szintén teljesiil.

Elemezziik egy kicsit a tételt. Eszrevehetd, hogy a (c), (d), (e) ekvivalens jellemzés nem
fiigg attol, hogy pontosan mi is a randomizalési eljarasunk. Mivel a mintavételezés nagyon
természetes, ezért ez utobbi megjegyzés egyszeri grafokon nem tiinik annyira meglepének.
Azonban, mint latni fogjuk, sulyozott grafokat is vizsgalva a kérdés fontossa valik. A teljes
megértés és egység miatt jobbnak lattam mar itt tisztéazni a kérdést. Kezdetnek egy masik
randomizalasi lehet&ség:

16. Definici6. Legyen G egyszerd grdf, k pedig egy természetes szam. Ekkor &(k,G) je-
lolje azt a k csiucsu egyszerd grdafot, amit a kovetkezdképpen kapunk: G csicsai kéziil
kiwadlasztunk k darabot gy, hogy egyesével vdlasztjuk a csicsokat, minden vdlasztdasndl
G minden egyes cstucsdt ugyanakkora valdsziniséggel vdlasztjuk ki. Vagyis visszatevéssel
hizunk k darabot G csiucsai kozil. Ezt kdvetden a kihizott k darab csics mindegyikének
megfeleltetink egy pontot. Két pontot osszekitink, ha a nekik megfeleld G-beli csicsok
kozott futott €l. Eqyszeriség kedvéért ezt visszatevéses randomizaldsnak nevezem.

Vegyiik észre, hogy az eredeti g(k, G) randomizalas is felfoghato igy, azzal a kiilonbség-
gel, hogy a mar kivalasztott csticsot nem vélaszthatjuk ki Gjra, a tobbi koziil valasztunk
egyenletes valoszintséggel. Igy az eredeti randomizalast nevezhetjiik visszatevés nélkiili
randomizalasnak.

Fontos észrevétel, hogy tesztelésnek akkor van értelme, amikor a kivett minta sokkal
kisebb, mint az eredeti graf. Ekkor a két mintavételezés lényegében nem tér el egymastol,
hiszen nagyon kicsi annak a valdszintisége, hogy lesz olyan cstics, amit tobbszor is ki-
valasztottunk. De a tesztelés pontos definicidéjaban szerephez jut az az eset, amikor kozel
akkora a vizsgalni kivant graf, mint a kivett minta. Ekkor a két randomizalas nem teljesen
ugyanaz. Igy ezt az utobbi alternativ randomizélasi definiciot latva mar kicsit meglepSbb
az a tény, hogy az ekvivalens jellemzés (c), (d) és (e) pontja nem fiigg a definialt rando-
mizalastol.

Most vizsgaljuk meg, hogy a tétel mit mond: egy nagyon természetes mintavétele-
zési eljarassal definidlva a tesztelhetGséget azt kapjuk, hogy a tesztelhetdség ekvivalens a
fiiggvényrdl tett (c),(d),(e) allitdasokkal. Ezek a tesztelhet§ paraméter mas és mas tulaj-
donsagat vilagitjak meg, de mint emlitettem, a randomizalas modjanak nincs szerepe. Igy
egy fiiggvény tesztelhetGsége beszédes név, azt jelenti, hogy ha kideriil egy fliggvényrsl,
hogy tesztelhetd (c,d,e allitas), akkor van olyan mintavételezés, ami teszteli a paramétert.
A bizonyitott tételbdl tudjuk, hogy a visszatevés nélkiili mintavétel ezt mindig megteszi,
kérdés, hogy milyen més mintavételezések teszik ugyanezt meg.

Utobbi probléma megértéséhez kozelebb visz benniinket az (e) ekvivalens megfogal-
mazés. Eszerint akkor tesztelhetd egy grafparaméter, ha elég nagy grafokra folytonos a dg
metrikiban. Igy ha egy paraméterrél tudjuk, hogy (c), (d), () egyike teljesiil, tovabba egy
randomizalési eljarasrol tudunk egy a kovetkezd tételhez hasonlé allitast, akkor allithat-
juk, hogy a paramétert lehet tesztelni az adott randomizalassal:

8. Tétel. [3] 2.9-es tétele: legyen G sulyozott grif 1 csucssulyokkal és [—1,1]-beli élsi-
lyokkal, tovdbbd G legyen legaldbb k csicsu. Ekkor
10
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k2
legalabb 1 — eozk waldszinidséggel, ahol Rand(k,G) a G grif k elemi csicshalmazai kézil
egyenletesen vdlasztott halmaz dltal kifeszitett részgrdfot jeloli. (Vegyiik észre, hogy ez egy-
szertd grdfokon egybeesik a g(k,G) randomizdldssal.)

A fenti tétel elég nagy k-ra egyfajta uniform (graftol fiiggetlen) monotonitast jelent.
A randomizalt graf annél kozelebb lesz dg-tavolsagban egyre névekvd valoszintiséggel az
eredeti grathoz, minél nagyobb k.

Ezeken az okfejtéseken keresztiil sikeriilt jobban megérteniink a tesztelhetGséget. A
tesztelhetGség igazabol a dg-metrikaban valo, grafméretre tekintettel levs folytonosség.
Tesztelni pedig azokkal a randomizalasokkal lehet, amik szerinti minta és az eredeti graf
do-tavolsaga valoszintiségben nulldhoz tart graftol fiiggetlen uniform modon.

Késébb latni fogjuk, hogy mivel az alternativ visszatevéses randomizéalas megegye-
zik grafbol, mint lépcsGs grafonbol vett randomizalassal, és arra altalanosan van valo-
szintiségben nulldhoz tartast biztosito tétel, ezért egy tesztelhets grafparamétert ezzel a
randomizaléssal is lehet tesztelni.

Itt is latjuk, hogy a tesztelés gyakorlati kivitelezése tobbféle lehet. Erdekes lenne meg-
vizsgalni, hogy lehet-e 6ket ligyesen karakterizalni. Azt, hogy melyiket érdemes valasztani
azon mulik, hogy melyiknél gyorsabb a dg-tavolsag nulldhoz valé konvergenciaja. Bar az
itt szoba keriilt két randomizaléds a gyakorlatban fontos esetekben ugyanarra az ered-
ményre vezet, mégis megjegyzek egy intuitiv képet. Amikor tobbszor kihtuzok egy csticsot
a visszatevéses randomizalassal, akkor az olyan, mintha egyszer htiztam volna ki, és azt fel-
fajtam volna. Igy a visszatevéses mintavételt ugy képzelhetjiik, hogy kihtuztunk kiilonbozé
csiicsokat, és azokat kiilonb6z8 mértékben felfijjuk. Egy kordbbi megjegyzésbdl tudjuk,
hogy ha mindegyik cstucsot ugyanakkorara fijjuk, akkor az eredeti és a felfijt graf op-
tavolsaga 0. Itt ugyan nem az tortént, de hihets, hogy nem lesz nagy az eredeti és felfujt
do-tavolsaga. Igy erre a mintavételezésre ugy gondolhatunk, mint kicsit pazarlobb minta-
vételre, amikor is k-nal voltaképpen kevesebb csticsot, igy kevesebb informéaciot vesziink
a grafbol. Ebbdl az intuiciobol arra lehet kovetkeztetni, hogy egyszert grafoknal ha ezen
két randomizalas koziil kell valasztani, akkor érdemesebb az eredeti, visszatevés nélkiili
randomizalést hasznélni.

Ezen elckésziiletek utan altalanositom a tesztelési fogalmat stilyozott grafokra, tovabba
ismertetem a stlyozott grafparaméterekrdl szolo tételt bizonyitassal egytitt. A bizonyitéas
szinte teljes egészében koveti a [3]-ban taladlhatod egyszert grafparaméterekrsl szolo tétel
bizonyitasat. Az elvégzett munka a tétel pontos kimondasa és a sulyozott esetbeli bi-
zonyitasban el6fordulé kisebb nehézségek, hianyossagok potlasa volt.

Sulyozott grafok tesztelésénél is tobb lehetségiink van a randomizalas definiciojara. A
tétel megfelelGjét a &(k, G) visszatevéses mintavételezés altalanositaséara sikertilt belatni.

17. Definicié. Legyen G olyan n csicsi silyozott grdf, amelynek az élsilyai a [0,1] in-
tervallumba esnek, csucssilyai tetszélegesek. Ekkor E(k, G) grdfon azt a k csicsi eqyszerd
grafot értyiik, amelyet gy kapunk, hogy a G csiucsaibol eqgymadstol fiiggetlendil visszatevéssel
hizunk k darabot, gy, hogy annak a valdszinisége, hogy a G i-dik csiucsdt hizzuk €pp,
Zniﬁ . Bzt kdvetden pedig az i-edik és j-edik hizdsra kapott h; és h; csucsok kézott Bp,p,
valosziniséggel hizunk be élet eqymdstol és a kordbbiaktol is fiiggetlendil.

A definici6 megengedi, hogy kétszer ugyanazt a cstucsot huzzuk ki. Ha ez megtorté-
nik, kozottiik semmiképpen nem hizunk élet. A fenti randomizalas, mint kordbban méar
utaltam ré, azonos azzal, mintha a grafnak megfelels W¢ grafonon a [3|-ban is szerepld
grafonbol torténd egyszert graf randomizalast hajtanank végre.



A randomizélasunk kévetkezménye, hogy tesztelhetGségnek ezen definicié mellett csak
olyan sulyozott grafoknal van értelme, amelyek élstlyai [0, 1]-be esnek. Jeloljiik az ilyen
grafok halmazat G -vel. Innentél kezdve ha kiilon nem emlitem, stlyozott graf alatt mindig
ebbe az osztilyba tartozo grafot értek.

18. Definicioé. Az f csicsok skdldzdsdra invaridans sulyozott grdfparaméter tesztelhetd,
ha minden € > 0 esetén van olyan k pozitiv egész, hogy ha G € G olyan, hogy

max < -,
i Qg k

akkor
P(f(G) = f(E(k, Q)| > ¢) <e.

Vegyiik észre, hogy az invariancia a cstcsok skdlazasara mindenképpen sziikséges, hi-
szen két graf kozott mintavétellel nem tudunk kiilonbséget tenni. Ez 6sszhangban van az
elmélettel, hiszen - mint mar korabban megjegyeztem - a grafonok elmélete invarians a
csuicsok skalazasara. A paraméter értelmes egyszerd grafokon is, miutan felfoghatok spe-
cidlis sulyozott grafoknak. Emellett, ha egy paraméter ezzel a definiciéval tesztelhets a
G graf halmazon és invarians az élek skilazasara, akkor tesztelhets altalaban is a si-
lyozott grafokon. Mindamellett vegyiik észre, hogy az egyszeri graf tesztelhet&ségének
fogalmaban az szerepelt, hogy minden, legalabb k cstcsa grafra igaznak kell lennie a jo
kozelitésnek. A fenti feltétel nem az Osszes, legalabb k cstucsu sulyozott grafon koveteli
meg a jo kozelitést, hanem ezek koziil is olyanokon, melyekben nincs dominéns csticssuly.
A tétel altalanos forméja:

9. Tétel. Egy f korldatos silyozott grdafparaméterre a kovetkezdk ekvivalensek:

(a) f tesztelhetd silyozott grafparaméter.

(b) Minden € > 0 esetén van olyan k pozitiv egész, hogy ha G € G olyan, hogy

max < -,
i 67e! k

akkor | f(G) — E(f(£(k, G)))| < e.

(c) Tetszdleges (G,) C G balrol konvergens sulyozott grifsorozatra, amelynek nincs do-
mindns csucssulya, azaz

max
1 aag

az f(Gy) sorozat szintén konvergens.

(d) Az f kiterjeszthetd W 1-beli grafonokra gy, hogy az f(W) kiterjesztett folytonos a
vdgdsi-normdban és f(Wg) — f(G) — 0, ha

a;(Q)
max —
? (6 7¢!

(e) Minden & > 0 wvalds szamhoz van olyan €9 > 0 valds €s ng pozitiv egész szam, hogy
tetszdleges G1, Gy pdrra, melyekre

(G 1 (G
max 210G o 1 max 2(G2)
) (a7eh No g ag,

és 0n(G1, Ga) < g teljesiil, azokra |f(G1) — f(Ga)| < € szintén teljesil.

1
< —,
o
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A cstcsokra vonatkozo skalainvariancia miatt feltehetd, hogy > " | a; = 1. Ezt a tényt
nem hangsilyozom mindig, ahol esetleg hianyat érzi az olvasd, nyugodtan képzelje oda.
Néhany jelolés:

g = H% (1)

injo(F, G) H Boi)o0) (2)
JEE(F)
inde(F,G) = [ Berey [ - Bowen) (3)
jeE(F) ijeE(F)

Ezekkel a jelolésekkel a korabban bevezetett t(F, ), illetve néhany rokon fogalom:

H(F,G) =) g -injy(F,G) (4)
P
tinj(F7 G) = Z gy - ln]‘b(F7 G) (5)
®cInj(F,G)
tina(F,G) = > ag-inde(F,G) (6)
®cInj(F,G)

Az altalanositas kulcsa a fenti fogalmak és a randomizalési procedura kapcsolatdnak
pontos megértése volt. Vegyiik észre, hogy t;,q(F, G,) koriilbeliil annak a valészintiségét
adja meg, hogy a G,,-b6l valé randomizalasi procedira végén F-el izomorf grafot kapunk.
A formula nem més, mint a teljes valoszintiség tétele a lehetséges huzéassorozatokra. Egy
F-bél G-be mend injektiv leképezés, ha ugy tekintek az F' cstcsaira, mint a huzas helyiér-
tékeire, akkor épp egy hizéssorozatot kodol. Tehat ag épp a htizassorozat valdszintsége,
ami pedig utédna jon, az annak a feltételes valoszintisége, hogy ha adott a kihtzott cstcs-
sorozat, mi annak a valoszintisége, hogy megkapom F-et. Nem véletleniil irtam, hogy csak
a koriilbeliili valészintiséget kapjuk igy meg, hiszen F' megkaphat6 tugy is, hogy olyan
koordinatakon hiizom ki kétszer ugyanazt a csicsot, amelyekhez tartozo F' beli két cstics
kozott nem fut él, ekkor ezen két koordinata kozott 1 valdszintiséggel nem huzok be élet,
és ez rendjén is van. Ezen eseményeknek nem injektiv leképezések felelnek meg, ezekre
pedig nem szummazunk. Azonban kénnyen lathato, hogy ha G,, csicsainak szama végte-
lenhez tart, mikozben a kivett minta csiicsszama konstans, akkor annak a valdszintisége,
hogy tobbszor kihtizom ugyanazt a csicsot, 0-hoz tart. Ezt a trivialis allitast egy fokkal
tovabbgondolja a kévetkezs allitads, mely énmagaban is hasznos:

1. Allitas. Ha G, olyan grifsorozat, amelyben a csicssilyok dsszege 1, tovdbbi az élsilyok
0, 1]-beliek, és max; a;(G,) — 0, akkor

[t(F,Gp) — tin;(F,Gp)| — 0 (n — 00).
Bizonyitds:

A két tag kiilonbsége épp a nem injektiv leképezéseken vald Osszegzés. Mivel ezt a
kiilonbséget a hats6 0 és 1 kozotti 3;; szorzok elhagyasa noveli, ezért elég belatni, hogy

Z CY@.—>O.

d¢Inj(F,G)
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Ez pedig a kddolasunknak kdszonhetSen a mar korabban is felmeriilt probléma, misze-
rint annak a valoszintisége, hogy az 6sszes kihtizott cstcs kiilonbozd, 1 hez tart ha n — oo.
Ha n elég nagy, akkor max; o;(G,) < ¢, igy

P(mindegyik kiilonb6z6) > 1- (1 —c¢)...(1 = (k—1)¢) > (1 — (k — 1)¢)*

Igy egyre kisebb c vilasztassal latjuk, hogy a kérdéses valészintiség 1-hez tart. H
Nézziink egy masik allitast:

2. Allitas. Tetszleges ® € Inj(F,G) esetén

injo(F,G) = inde(F',G).

FIDF

Bizonyitas:

El6szor kis pontosité magyarazat, a jobb oldalon olyan grafokon szummézunk, ame-
lyeket élbehuzassal meg lehet kapni F-bdl (magéat F-et is ideszamitva). A jobb oldalon
minden tagban minden, az F' k darab csicsan elképzelhetd potencialis 3;; ¢l szerepel
szorzoként vagy (;; vagy (1 — ;) -ként. (Ezek az élstlyok a G graf élstlyai, méghozza a
® leképezés altal kivalasztott csicsok kozott futo élek silyarol van szo). Mivel csak olyan
grafokra szummaéazunk, amik F-nél nagyobbak, ezért mindegyik tagban az F' Osszes élé-
nek megfelelé G-beli 3;; ¢l ugyanilyen forméban szerepel szorzotényezéként. Igy a minden
tagban kozos csicsszorzo ezekkel a szorzotényezdkkel egyiitt kiemelhetd, a kiemelt tag igy
Osszesen épp a bal oldal, vagyis t;,;(F,G). Igy nincs mas dolgunk, mint belatni, hogy a
kiemelés utan megmaradt tagok 6sszege éppen 1. Ezt élszam szerinti indukciéval lathatjuk
be konnyen, méghozza azon élek szaméra indukciézunk melyek ahhoz hianyoznak, hogy
teljes grafot csindljunk F-bél. Ha egy €l hidnyzik, és az ezekhez tartozo élsulyokat rendre
0B1, Bo, . .., Br-val jeloljiik, akkor a maradék tag az Gsszes lehetséges kovetkez§ alaku tagok
Osszege lesz: ay (1) - az(Bs) - - - - ar(Bx) ahol a megfelels a; figgvény vagy = vagy 1 —x. Az
ilyen tagokon bevezethetiink egy parositast: azon két tag alkot part melyek szorzoténye-
z&jében minden a; fliggvény ugyanaz, kivéve a;-t, ami pont kiillénbozik. Egy ilyen parbol
kiemelve a kozos részt, a maradék épp 1 lesz. Ha minden péart osszevonunk ily moédon,
akkor éppen a (k — 1) megmaradoé éllel kapcsolatos probléméhoz jutunk, ami indukcionk
szerint épp 1. W

Ebbdl pedig adodik:

ting(F,.G) = Y tima(F', G).
F/IOF

Ha a fenti eredményt behelyettesitjiik a kdvetkezs formula jobb oldalaba, meggy6z&d-

hetiink annak azonossig voltarol:

tna(F,G) = Y (=)/PINEOT e (7, ).

FIDF
Konkluazioként:

3. Allitas. tin;(F, G) pontosan akkor konvergens minden F'-re, ha tiyq(F,G) is konver-
gens minden F'-re.

Persze, hiszen a kozottiik levs formulak minden rogzitett F-re konstans tag Osszegét
tartalmazzak.
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Megjegyzem, hogy a fenti allitasok a [5] 2.1-es lemmaéajanak inspiraciojara késziiltek.
Az allitasok megfelelsi ki vannak mondva stulyozott grafokra, de bizonyitva csak egyszert
grafokra lettek. Az itt leirt egyszerd bizonyitdsok mas alapokra épiilnek.

Az eddigi megallapitasok birtokaban mér le tudjuk ellendrizni, hogy a bizonyitas mti-
kodik a sulyozott esetre is. A bizonyitas el6tt néhany sziikséges tételt ismertetek [3]-bol.

10. Tétel. [3] 4.7-es tételének (ii) pontja: Legyen k pozitiv egész. Ha U € Wy, akkor
2

—k
legaldabb 1 — e?eo2k yalosziniséggel:

ahol £(k,U) a sulyozott grdf esetben mdr ismert randomizdlds grafonokra vett dltaldnos
formdja: k darab [0, 1]-be esd pontot — xy,...,xx-t — generalunk fiiggetlenil, egyenletes
eloszldssal. Ezt a k pontot felrajzoljuk egy papirra, és i, j kozott U(x;, x;) valdszindséggel
hizunk élet.

Vegyiik észre, hogy a fenti becslés nem fiigg U-t6l, vagyis egyenletesen tudjuk kozeliteni
véletlen mintaval a grafonokat.

1. Lemma. /3] 5.3-as lemmdja: Legyen (G,,) egy sulyozott grafokbdl dllé sorozat, melynek

az(Gn)
G

az €lsilyar korldtosak, tovdbbd max; == — 0. Ekkor ha valamely U grafonra

akkor (Gy,)-nek létezik dtcimkézése gy, hogy az dtcimkézett (G))-re igaz:
||U — WG%HD — O

A tesztelhetdséget jellemzd 9. Tétel bizonyitdsa:

(a) = (b): (b) feltétel teljesiiléséhez tetszleges € -hoz keresiink k kiiszobszamot. Ehhez
valasszunk ¢ -t ugy, hogy (1 — &) - €9 + €0 - 2M legyen kisebb e -nal, ahol M a paraméter
korlatja. Ekkor ¢y -hoz (a) altal biztositott kiiszobszam jo lesz.

(b) = (c) Legyen G,, a (c) allitasnak megfeleléen dominans csucssullyal nem rendel-
kez$ konvergens grafsorozat. Legyen e tetszdleges. Ehhez a e -hoz valasszunk k-t a (b)
allitas segitségével. Ekkor elég nagy n-re: |f(G,)—E(f(£(k,G,)))| < e. Masrészt a konver-
gencia definiciojabol kovetkezik, hogy t(F, G,) konvergens minden k cstcst F' egyszerii
grafra. Az allitasaink miatt igy ¢;,q(F,G,) is konvergens minden k cstucst F egyszeri
grafra. Jeloljik ezt a limeszt t;,q(F)-el. Ugyanakkor t;,4(F,G,) n novekedésével egyre
inkabb valoszintiség lesz, annak a valoszintisége, hogy G, -bsl k csiicstu egyszert gréafot
randomizalva a végeredmény F-el izomorf graf lesz. Igy

E(f(E(k,G)) = Y tiwa(F) - f(F) = a,

F k csucsu graf

hasznalva a teljes valoszintiség tételét korlatos szamu tagot tartalmazo teljes esemény-
rendszerre. Tovabba

F(Ga) = ai] < 1F(Gu) = E(F(E(k, Gu)))| + [E(F(6(k, G))) — ax] < 2¢ ha n nagy.

Igy f(G,) sorozatot vizsgélva mindig taldlunk olyan szdmot amelytsl egy id6 utan
maximum 2¢ -t tér el. Ez pedig implikalja a konvergenciat.
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(¢) = (e): Tegyiik fel, hogy (e) nem all fenn. Ekkor van olyan ¢, G, és G, sorozat,
hogy mindkét sorozat dominéns cstcsstlya nulldhoz tart, tovabba og(Gp, G,) — 0, és
|f(Gn) — f(G,,) > e. Feltehets, hogy mindkét gréfsorozat konvergens kihasznélva, Wi i
kompaktsagat (minden sorozatnak van konvergens részsorozata). Ezért a feltételeink miatt
az Osszefiizott G, G, Ga, ... sorozat is konvergens. Igy (c) miatt ezen sorozat mentén az
f értékei is konvergensek. Ez azonban ellentmond annak, hogy |f(G,) — f(G,)| > ¢.

(e) = (a): Tegytik fel, hogy (a) nem &ll fenn. Ekkor létezik ¢ és G,, grafsorozat, hogy
max; % < L ¢slegalébb e valoszintséggel | f(Gr) — f(£(n, Gp))| > € minden n-re. Most
hasznéljlfk erre a € -ra az (e) pontot, igy kapjuk a megfelels tulajdonsaggal rendelkezs
no és go-t. Tovabba [3] 4.7-es tétele alapjan (itt hasznaljuk, hogy a randomizalasunk nem
més, mint grafbol, mint grafonbdl vett randomizalas) do(G,,, £(n, G,,)) nulldhoz tart valo-
szintiségben. Specidlisan nagy n-re ég(Gy,§(n, Gy)) < €0 legalabb 1 — £ valoszintiséggel.
Hasznalva gy és ng valasztasat kapjuk, hogy |f(Gn) — f({(n,Gr))| < € legaldbb 1 — £ va-
l6szintiséggel. Ez pedig ellentmond annak, hogy legalabb ¢ valoszintiséggel az ellenkez&je
igaz.

Ezt kovetSen belatjuk, hogy (d) is ekvivalens az el6zéekkel:

(e) = (d): W € Wy grafonra gy terjesztjiik ki f-et, hogy keresiink hozza konvergald
G, stlyozott grafsorozatot, melyben a dominans csucssily 0-hoz tart, és a (c¢) alapjan
konvergens f(G,) hatarértékeként definialjuk f(WW)-t. Az (e) miatt a definicio korrekt,
nem fligg az érték a definialo sorozattol (két sorozat kozel lesz egymashoz a i metrikiban
- haromszogegyenldtlenség -, igy az értékek is kozel lesznek egymashoz). Tovabba ezzel
minden W € Wy grafonra kiterjesztettiik a fliggvényt, hiszen mér egyszert grafokkal is
meg lehet Gket kozeliteni.

Elgszor a folytonossagot igazoljuk. Legyen € > 0. Alkalmazzuk az (e) pontot £-ra,

igy kapjuk €-t és no-t. Belatjuk (elég a folytonossaghoz), hogy |f(W) — f(W')| < e,
ha ||[W — W'||g < 5. Ehhez nézziink egy W-hez konvergdlé dominans cstcsstly nélkiili
G, grafsorozatot (ha mast nem, egyszertd grafokbol &ll6 sorozatot), ebbdl a sorozatbol
vegyiink ki egy olyan G elemet, ami mar harom dolgot tud (egy id6 utan mindharomnak

egyszerre teljesiilni kell): a dominancs cstcssily legyen kisebb, mint nlo, oo(G, W) < 5
(mivel ez a sorozat W kozelitése, ez nem gond) és végiil | f(G) — f(W)| < 5. Hasonléan
valasszunk G'-t W'-hoz. Ekkor

o0(G,G) < 6a(G, W) + sg(W, W) +op(W',G) <¢.

A kozépss tag becslésénél felhasznaltuk azt is, hogy a dg-tavolsagot két grafon kézott
feliilbecsli trividlisan a végasi-norma. Ezért (e) miatt |f(G) — f(G'| < £. Igy

|FW) = FOW) < |fW) = F(G)| + 1f(G) — FIG)+1f(G) = fFW)| <.

Héatra van annak az igazolésa, hogy ez a kiterjesztés bizonyos értelemben tényleg ki-
terjesztés (limeszben legalabbis). Indirekten tegyiik fel, hogy van olyan G, dominéans
cstcssily nélkiili sorozat, amely mentén nem igaz, hogy f (We,) — f(G,) — 0. Ez azt
jelenti, hogy ennek van olyan részsorozata, amelyre igaz, hogy az el6bbi tavolsag a részso-
rozat mentén végig nagyobb, mint €. Kompaktsagot kihasznalva ennek a részsorozatnak
van olyan tovabbi részsorozata, ami valamilyen W grafonhoz tart. A jelolést egyszertisitve
tegyiik fel, hogy ez maga G,,. Ekkor (c)-t hasznalva f(G,) — f(W), tovabba f folytonos,
ezért f(We,) — f(W). Ez pedig ellentmondas.
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(d) = (c): Legyen G,, dominéans csucssuly nélkiili konvergens stlyozott grafsorozat.
Legyen W a limesze ennek a sorozatnak. Definici6 szerint

(SD(WGn, W) — 0.

Igy a [3] 5.3-as lemmaja alapjan létezik a (G,) stlyozott grafsorozatnak olyan (G')) cim-
kézése, hogy ||[Wa, — W||o — 0. Igy f folytonossiga miatt: f(WG;) — f(W) — 0. Ezzel

kész vagyunk, hiszen: f(G,,) — f(WG/n) = f(G,) — f(Wg, ). Utobbi pedig (d) miatt 0-hoz
tart. Igy f(G,) valoban konvergens. B

Most latjuk, hogy egy konkrét randomizélasra igaz a tétel. Az egyszert esethez hason-
l6an itt is elmondhato, hogy ha egy f korlatos, silyozott grafparaméterre, mely invarians
a csucsok skalazasara (ahogy az egész elmélet) igaz a (c), (d), (e) allitasok valamelyike,
illetve a valasztott mintavételezés a dg metrikiban egyenletesen nullahoz tart, akkor le-
het a randomizélassal tesztelni a grafparamétert. Ez a gyakorlatban elég. Mégis a jobb
megértés érdekében kiemelem a véalasztott randomizélas azon tulajdonsigait, ami miatt
igaz a teljes tétel:

A (b) = (c) implikacional lathatjuk, hogy sziikség van arra, hogy a kapott minta egy-
szertd graf, illetve arra, hogy rogzitett k cstucsu F egyszerd graf esetén dominans csicssuly
nélkili (G,) konvergens sulyozott grafsorozat mentén t;,4(F,G,) az F megkapasanak
valoszintségehez tartson. Tovabba a (¢) = (e) implikacional sziikségiink van [3|-beli 4.7
Tétel analogonjara, vagyis arra, hogy a graf és a kivett minta do-tavolsaga valdszintiség-
ben uniform moédon 0-hoz tart (graftol fliggetleniil). Egyéb allitast nem hasznalunk ki a
randomizalassal kapcsolatban.

Mint fent emlitettem, ha egy paraméterrdl kideriil, hogy tesztelhets a fenti értelem-
ben, akkor minden olyan randomizélassal lehet tesztelni, amire teljesiil az uniform nulldhoz
tartas. Ez a megjegyzés a silyozott esetben kiilondsen fontos, hiszen mint lattuk, a tétel
bizonyitasahoz sziikség volt arra, hogy egyszeri grafot randomizaljunk. En intuitiven ugy
gondolom, hogy ha randomizélas helyett behtiznank az éleket silyozottan, akkor egy job-
ban kozelité (gyorsabb az uniform nulldhoz tartas) grafsorozatot kapunk. A kovetkezd
tétel biztositja, hogy lehet silyozott graffal is tesztelni:

11. Tétel. [3] 4.7-es tétel (i) pontja: Legyen k pozitiv egész. Tetszdleges U grafonra le-
galdbb 1 — e% valdsziniséggel

10
Viogok

ahol H(k,U) a grafonbdl torténd silyozott mintavételt jeldli.

on(U, H(k, U)) < 1UT]oo,

Tovabba ha be tudjuk latni a paraméterrdl, hogy folytonos a dg-metrikaban névekedd
grafokon, vagyis az (e) allitast, akkor utobbi tétel segitségével tesztelési eredményt kapunk
az uniform élkorlattal rendelkezé grafosztalyokon is.

Kerek a vilag! A G osztalynak része az egyszert grafok osztalya. Teljesiil amit elvarunk:
a G-n valo tesztelhetGségbdl kovetkezik az egyszert grafokon valé tesztelhet&ség, hiszen
az el6bbi (e) ekvivalens jellemzésébdl kovetkezik utobbi (e) ekvivalens jellemzése.

Ugy gondolom a G osztaly nem kiilonleges. Mint fent emlitettem a tesztelési tétel
més élsilykorlattal rendelkezs graftereken (élek korlatossaga fontos) a t(F, G) bonyolul-
tabb definici6ja miatt problémasabb. Otletként felmeriilt bennem, hogy t(F, G)-t lehetne
gy modositani, hogy mas grafosztalyokbol valdo modositott egyszerd mintavétellel Gssz-
hangban legyen (ha az élek [A, B] intervallumba esnek, akkor A vagy B stlyu éleket
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randomizalunk). Mindenesetre vagy a bonyultabb definiciok kezelésével, vagy t(F, G) ek-
vivalens modositasaval, vagy ligyes normaléssal, varhatd a tesztelési tétel altaldnositasa
altalanosabb grafosztalyokra.

5. Tesztelhet6 paraméterek

Ebben a fejezetben néhany sulyozott grafparaméter tesztelhetGségét vizsgalom.

19. Definicié. Klasztertérfogattal silyozott mincut:

k-1 K
. 1
pe(G) =miny ) ——ea(Vi,Vj)
Biml =il VY

ahol P, = (Vi,..., Vi) a csucsok k particidja.

Vegyiik észre, hogy ez a paraméter invarians a csicsok skalazasara. Korlatossagat ugy
lathatjuk be, hogy élei sulyanak novelése 1-ig csak noveli a paraméter értékét; az n cstucstu
teljes grafon pedig csucssilyoktol fiiggetlentil az értéke (’2“) Igy G osztalyon felmeriil a
tesztelhetGség. Azonban tudjuk, hogy ha ezen az osztélyon tesztelhets, akkor az egyszeri
grafokon is annak kell lennie. De ez a paraméter ott sem tesztelhetd.

Tegyiik fel indirekten, hogy tesztelhets. Rogzitsiink egy kicsi e-t. A tesztelhet&ség
definicidja alapjan ekkor van olyan m, hogy minden legalabb m csicsi grafbol m elemt
mintat véve a mintan szamolt grafparaméter értéke 1 —e valoszintiséggel legfeljebb e-ra tér
el az eredeti graf paraméterétsl. Adok egy m-nél nagyobb csticsszammal rendelkezd grafot,
amelyre a fenti jol kozelithet&ség nem igaz. G' n cstucsu graf alljon egy n—k-+1 csticst teljes
grafbol és k — 1 darab egymaéssal nem 6sszekotott pontbol, melyek egy éllel kapcsolodnak
a nagyobb komponenshez. Ekkor G-n a paraméter értéke kozel 0 (ha n tényleg nagy), de
az m elemd mintank n novelésével 1 hez tetsz6leges kozeli valoszintiséggel m csticsu teljes
graf lesz, amin a paraméter értéke (g) Ez pedig ellentmond a tesztelhet&ségnek.

Nézziink egy masik példat:

20. Definici6. Csucssilyokkal silyozott mincutnak nevezziik a kévetkezd paramétert:

fe(G) 1—11;%11%@2 Z eq(Vi, Vj)

=1 j=i+1

Ez a paraméter is invarians a csicsok skilajara, tovabba korlatos, igy tudunk tesztel-
hetGségrsl beszélni. A paraméter értékét feliilbecsiilhetjiik egy k — 1 kiilonallé pontbol és
a maradék halmazbol allo particioval, amit az élek 1-el valo feliil becslése utan tovabb
becsiilhetiink a kovetkezd modon:

fk(G)S(k—l).%L(G)_%jL(k—l).(M)z‘

(6 7¢! (67¢! 2 (6 7]

Ebbdl kévetkezik, hogy az olyan (G,,) sorozatok mentén, ahol a dominans cstcssuly
0-hoz tart, a paraméter értéke is 0-hoz tart, ebbdl pedig az ekvivalens allitasok (c¢) pontja
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miatt kovetkezik a paraméter tesztelhetGsége. Mindazonaltal ez a tesztelhetGség trivialis,
hiszen a (G),) sorozatok mentén térténd nulldhoz tartasra uniform felsd becslésiink van a
dominans cstcsstlytol fiiggden. Igy egyszertien csak arrél van szo, hogy a 0 értékkel jol
becsiiljiik a paramétert, ha kicsi a dominans cstcssily.

Az eddigi paraméterek nagyon lokalisak voltak, igy nem is nagyon varhattunk tesz-
telhet&séget (utobbinal trivialis tesztelhetGség ugyan van, de az nem tual érdekes). Ha
a paramétereket a particiéra vett megkotésekkel globalisabba tessziik, akkor jo eséllyel
tesztelhets grafparamétereket kapunk.

Ehhez jelolje P¢ a csucsok olyan (Vi,..., Vi) k-particioit, melyekben Z—‘; > c (i =
1,...,k), ahol ¢ < % rogzitett konstans. Tovabba legyen a = (aq,. .., a;) valoszintségi
eloszlas az {1,...,k} halmazon. P, alljon a V olyan k-partici6ibol, amelyekre:

Oé\/1 aVk
ORLEREE —aG
kortlbeliil a eloszlasa.

Tovabba legyen fo(G), fi(G), illetve uf(G), pui(G) a megfelels paraméterek azon mo-
dosulatai, amelyeknél a minimumot csak Pg-, illetve Pg-beli particiokon tekintjiik. Ezek
a modosulatok méar tesztelhets paraméterek. Ez a [4]-ben kiépitett elméletbdl kijon. Bar
bizonyitasuk pontosan ki van dolgozva, a dolgozatban csak a bizonyitasok alapgondolatéat
kozlom. A sziikséges fogalmakat is csak koriilbeliil van lehet&ségem ismertetni. Minden
nem részletezett jelolés megtalalhato [4]-ben. Lassuk a sziikséges tételeket:

12. Tétel. [4] 2.14 Tétel: Legyen (G,,) egyenletesen korldtos élsulyi, domindns csucssily
nélkili sulyozott grafsorozat. Ekkor a kévetkezdk ekvivalensek:

1. A (G,) sorozat balrdl konvergens.

2. (G,) hdanyadosai (faktorgrifok) konvergensek a di'Y Hausdorff-tdvolsdgban.

3. A (G,,) sorozat mikrokanonikus alapdllapoti energidja konvergens.

13. Tétel. [4] 2.15 Tétel, részlet: Legyen (G,) egyenletesen korldtos élsulyi domindns
csuessuly nélkili silyozott grafsorozat. Ekkor a (Gy,) sorozat alapdllapoti energidi konver-
gensek.

Vegyiik észre, hogy f(G) felfoghato egy azonosan 0 méagneses mezdjd, és egy (k X k)-
s J kolesonhatas matrixt rendszer mikrokanonikus alapéllapoti energidjaként, ahol J a
kovetkezs: J; =0 (i =1,...,k)-ra és J;; = —1/2 ha (i # j):

f(G)= min E¢(G, J,0),

e, (G)

ahol ,(G) az olyan V(G) — {1,...,k} leképezések halmaza, amelyekre Vi-re

Z ay(G) — aga;| < e (G).

ued—1(4)

Egyszertibben elmondva, a leképezéseket particionak gondolva, azon particidkat gytjtjiik
Ossze, amelyek kozel a eloszlastak a csicssulyozott grafon.

Igy a f2(G)-re a [4] 2.14 Tételbsl kozvetleniil kovetkezik a tesztelhetdség el6zd fejezet-
ben igazolt (c) ekvivalense. Az f{(G) paraméter tesztelhetsége egy kicsit Gsszetettebb.

16



A [4] 2.15-6s Tétel grafonokra torténd altalanositason keresztiil keriil bizonyitasra ([4] 3.5
Tétel). Ezt a bizonyitast lehet tigy modositani, hogy belassuk f{(G) tesztelhetGségét is.
pi(G) tesztelhetSsége a kovetkezd trivialis Osszefiiggésen mulik:

k-1 &k
*(G) = min iy(G/P),
Hi (@) G/PGS’a(G);j;lﬂj( "

ahol S,(G) azon k-faktorok halmaza, amelyeknél a faktorgraf csucssilyai (az Z‘é men-
nyiségek) kozel a-eloszlasiak.

A ul(G) paraméter tesztelhetSségét ezuttal is az ekvivalens allitasok (c) pontjaval
lehet igazolni. Annyit megjegyeznék, hogy dominéns cstcssily nélkili (G,,) sorozatok
mentén pf(G,) konvergenciaja a fenti azonossag miatt a faktorgrafok élstulyain mulik.
Roluk pedig a [4] 2.14 Tétel alapjan tudjuk, hogy d{{ f -tavolsagban konvergensek. Ebbdl
jon ki a tesztelhetGség. Ugyantgy, mint az el6z6 esetben, ebbdl uf(G,,) tesztelhetSsége is
kovetkezik.

6. Kezdetleges tesztek, komolyabb tesztek lehet&sége

Mathematica-ban dolgoztam. Beprogramoztam G elemeibdl a két emlitett randomi-
zalési procedurat: a visszatevésest és a visszatevés nélkiilit. Az elsd esetben nem kell mast
tenni, mint a csicssulyok alkotta vektornak elkésziteni a kumulativ vektorat és generalni
a (0, ag) intervallumbol k darab véletlen szamot, aztan binaris kereséssel a kumulalt lista-
ban megkeresni a generalt szamoknak megfeleld silyt. Végiil a kivalasztott csicsok kozott
a megfelel§ valoszintiségekkel éleket kell randomizalni. Tegyiik fel, hogy a mintagraf csics-
szdma konstans, és a silyok K bitesek. Ekkor az els6 fazis O(n?) miivelettel megoldhato
(ahol n jeloli a graf csiucsszaméat). Tovabba ha feltessziik, hogy a véletlen szam generélasa
problémamentes, akkor a masodik fazis is megy O(n?) mivelettel. A harmadik fazis fiig-
getlen n-t6l, igy ha véletlen szam generalasa problémamentes, akkor konstans mtivelettel
megoldhato. Tekintve, hogy az elmélet siirt grafokon hasznalhato, kijelenthetjiik, hogy a
randomizalas linearis az inputban a fenti feltételek mellett. Megjegyzem, hogy a miiveleti
igény kiszamitasanal nem torekedtem a pontossagra, célom megfelelGen kicsi felsGbecslés
volt. Emellett biztos vagyok benne, hogy a randomizalast igyesebb algoritmussal gyorsab-
ban is meg lehet oldani. Tovabba a randomizalasi algoritmust a konkrét feladatra érdemes
szabni.

A mésodik randomizélas majdnem igy megy, annyi a kiilonbség, hogy egyesével ge-
nerdlom a véletlen szdmokat, és megnézem, hogy az épp kisorsolt csticsot kihtztam-e
méar. Ha igen, akkor djra sorsolok egészen addig, amig egy még ki nem huzott cstcsot
nem sikeriil kivennem. Itt felhasznéaltam, hogy az egyenletes hizéassal kapott csiics azon
feltétel mellett, hogy eddig ki nem htizott csticsot hiiztam, egyenletes eloszlasi a ki nem
huizott cstucsokon. Gyakorlati probléménal, amikor a tesztelendd graf nagy a mintahoz ké-
pest, nincs kiilonbség a két algoritmus kozott. Azért programoztam két algoritmust, mert
Osszemérhetd esetben kivancsi voltam a randomizalasok viszonyara.

Ezen kiviil beprogramoztam egy f5(G)-t és egy uS(G)-t szamolo algoritmust. Ezeket
a lehets legegyszertibben oldottam meg, a cstcsok Osszes részhalmazat végignézik, és
gy minimalizalnak. Erre azért volt sziikség, mert a cstucsok sulyozésa miatt barmelyik
csucsrészhalmaz lehet elég nagy. Ezekkel a kezdetleges algoritmusokkal a programom 20
csticstt mintagrafon koriilbeliil 20 percig futott. Ezen a ponton koriilnéztem a paraméterek
szakirodalmaban. Lattam, hogy nehéz problémakrol van szo, igy nagysagrendi javulast
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nem véarhatok. Nyerhettem volna id6t az algoritmus finomitasaval, példaul a csicssulyok
elérendezésével, tovabba Mathematica helyetti C++ hasznalattal, de gy gondoltam, hogy
nem éri meg az erébedobést, tgyis csak kezdetleges eredményeket kaphatok. Igy 20 cstcsi
mintakat hasznalva végeztem kezdetleges teszteket. A kivett minta alacsony cstuicsszama
miatt a kapott eredményeket 6vatosan kell kezelni. Egy kiegészité informécio; a tesztelési
tételben kulcsszerepet jatszo do-tavolsdgra adott valdszintiségi becslés k = 220 koriil lesz

1
relevans. Ha kiilon nem emlitem, akkor az fy (G)-t teszteltem.

Az els6 tesztben négy kiilonbozd méretii grafot generdltam. A nagy grafban az egyik
komponens 2000, a mésik 1600 cstcsbol allt, komponensen beliil 0.9, kozottiik 0.6 valo-
szintiséggel huztam be minden egyes élet egymaéstol fiiggetleniil. A kdzepes és a kis és pici
graf ugyanigy képz&dott csak a komponensek mérete volt eltérs: (1000,800), (500,400),
(50,40). Minden grafhoz két csucssulyt is hozzarendeltem, az azonosan egy sulyvektort,
illetve egy fliggetlen E(0,1) elemekbdl allo sulyvektort. Igy voltaképpen 8 grafunk van.
Ezek olyan grafok, melyekrsl tudjuk, hogy nagyjabol a két definialdé komponens éllitja
be a mincutot, igy ezeken kiszamoltam az értékeket és vizsgaltam, hogyan kozeliti a gra-
fokbol vett minta. Minden grafbol 20 elemd mintat vettem. Kétféle randomizalasra is
lefuttattam a tesztelést: visszatevésre és visszatevés nélkiilire. Igy Osszességében 16-féle
vizsgalatot végeztem, mindegyiket 10-szer hajtottam végre, randl jeloli a visszatevéses
randomizalsat, rand2 a visszatevés nélkiili randomizélast. Nagy elemszamnal a randl1 és
rand2 ugyanazt adja, tobb fiiggetlen kisérletnek érdemes tekinteni, a pici grafnal mér
érdekes a kiilonbségiiket vizsgalni.

(2000,1600) nemekvi/randl nemekvi/rand2 ekvi/randl ekvi/rand2
érték 0.1478 0.1478 0.1482 0.1482
atlag 0.1275 0.1283 0.1235 0.1180
SzOTas 0.0099 0.0084 0.0113 0.0066

(1000,800) nemekvi/randl nemekvi/rand2 ekvi/randl ekvi/rand2
érték 0.1471 0.1471 0.1480 0.1480
atlag 0.1198 0.1233 0.1233 0.1248
SZOTas 0.0082 0.0051 0.0070 0.0079

(500,400)  nemekvi/randl nemekvi/rand2 ekvi/randl ekvi/rand2
érték 0.1488 0.1488 0.1483 0.1483
atlag 0.1195 0.1215 0.1183 0.1245
SzOTas 0.0086 0.0126 0.0086 0.0103

(50,40) nemekvi/randl nemekvi/rand2 ekvi/randl ekvi/rand2
érték 0.1389 0.1389 0.1385 0.1385
atlag 0.1185 0.1183 0.1145 0.1120
SZOTas 0.0087 0.0060 0.0088 0.0073

A teszt az alacsony mintaszdmhoz képest elég jo kozelitést mutat. Ugyan a mintak
mindig az igazi érték alatt vannak, de a szoérasuk elég kicsi. Megjegyzem, hogy ez az
eredmény nem igazén a tesztelhetGséget igazolja, inkabb a nagy szamok torvényének ér-
vényesiilésérdl van szo. A generalt grafok szerkezete koriilbeliil ugyanaz, tekinthetiink gy
rajuk, mint egymas felfajtjaira kis zajjal terhelve. A vett minta pedig azon mulik, hogy
a két nagy komponens koziil hany darab esik az egyikbe, hany darab esik a mésikba.
Ezért nem tapasztaltunk a kozelitésben kiilonbséget a kiilonbozé grafméreteknél, illetve
a kiilonbo6zé cstucsstlyozasnal sem (nagy szamok torvénye cstucsokra is érvényestilt). Két-
féleképpen tekinthetiink erre az eredményre: altesztelési eredményként, illetve tesztelési
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eredményként specialis esetre (felfoghatjuk a tesztelési tételt sok kisebb tétel uniformi-
zélasanak). Még egy észrevétel, ha nagyon szeretnénk, akkor belelathatjuk ahol relevéns,
vagyis a pici grafnél, hogy a visszatevés nélkiili randomizalasnak kicsit kisebb a szorasa,
ahogy intuitiven varjuk is. Bar a kiilonbség nem szignifikéns.

A maéasodik tesztet az inspirdlta, hogy nehéz olyan grafot konstrualni, aminek elére
tudjuk a mincut értékét. Az elézd tesztben ezt csindltam, de az eredmény a tulzott spe-
cialitds miatt nem gyézott meg. Igy itt azzal probalkoztam, hogy kisebb, teljesen véletlen
grafbol generaltam 10 mintéat, és a mintan vett fiiggvényérték szorasat vizsgaltam. Az
els6 tablazat 50 csticst olyan grafbol generél, aminek élei és cstcsai is egymastol fiigget-
len E(0, 1) eloszlastak. A téablazatban fiiggdleges vonallal van elvalasztva a két fliggetlen
kisérlet.

rand2 randl | rand2 randl
szoras | 0.0069 0.0123 | 0.0049 0.0091

A kovetkezs tablazat els6 négy oszlopa 50 csticsu véletlen egyszertd grafbol kapott
eredményeket tartalmazza, mig az utolsé ketts 100 csticst stilyozott véletlen graftbol kapott
eredményeket.

rand2 randl | rand2 randl || rand2 randl
szoras | 0.0099 0.0085 | 0.0079 0.0143 || 0.0053 0.0078

Azt tudom mondani az eredményekrdl, hogy a mintak szorasa egyik esetben sem volt
tal nagy, amit pozitiv eredménynek lehet interpretalni ilyen kis mintaelemszamnal. A
kiilonboz6 kisérletekben nem tértek el egymastol szignifikinsan a szorasok. Tovabba itt
is megfigyelhetjiik, hogy a visszatevés nélkiili randomizalés egy arnyalatnyival jobbnak
bizonyult.

Ennek a kisérletnek az elsg felét elvégeztem a ps-re is, amirsl tudjuk, hogy nem tesz-
telhets paraméter. A tesztet 50 cstcsu véletlen silyozott grafra végeztem el:

randl rand?2 | randl rand?2
szoras | 0.0510 0.0642 | 0.0681 0.0387

Ennél a nem tesztelheté paraméternél egy nagysigrenddel magasabb a szoras a tesz-

1
telhetd f5' szorasdhoz képest.

Végezetiil a kovetkezs kisérletnél 22 csiicsii véletlen grafot generaltam. Ezen kiszamol-
tam a paraméter értékét, és ebbdl vettem 10,11, ...,20 elemd mintat, mindegyikb&l 10
darabot. Mindezt azért, hogy megvizsgaljam, javul-e a kozelités a minta elemszamanak
novelésével. Mindezt elvégeztem négyszer, két sulyozott és két egyszert véletlen gréafot
generalva egymastol fiiggetleniil.
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saly. at. suly. sz. | suly. at. sily. sz. || egy. 4t. egy. sz. | egy. at. egy. sz.
igazi | 0.0865 0.0788 0.0744 0.0661

10 0.0670  0.0142 | 0.0630  0.0164 | 0.0690 0.0120 | 0.0740 0.0295
11 0.0694  0.0162 | 0.0678  0.0150 | 0.0653 0.0137 | 0.0620 0.0214
12 0.0847  0.0130 | 0.0632  0.0120 | 0.0806 0.0075 | 0.0722  0.0158
13 0.0769  0.0074 | 0.0680  0.0102 | 0.0781 0.0114 | 0.0722 0.0136
14 0.0735  0.0097 | 0.0658  0.0091 | 0.0668 0.0056 | 0.0607 0.0124
15 0.0716  0.0128 | 0.0680  0.0113 | 0.0680 0.0084 | 0.0578  0.0073
16 0.0750  0.0078 | 0.0734  0.0080 | 0.0758 0.0096 | 0.0691  0.0090
17 0.0758  0.0062 | 0.0685  0.0073 | 0.0747 0.0047 | 0.0702  0.0083
18 0.0735  0.0069 | 0.0657  0.0087 | 0.0735 0.0050 | 0.0642 0.0077
19 0.0740  0.0086 | 0.0648  0.0105 | 0.0679 0.0044 | 0.0640 0.0106
20 0.0823  0.0063 | 0.0718  0.0075 | 0.0778 0.0049 | 0.0698 0.0049

Mindkét esetben észreveheté némi monotonitas. A stlyozott esetben nem erételjes, az
egyszeru esetben viszont szépen latszik.

Osszefoglalva az eddig leirtakat; nagyon lényeges, hogy a randomizalasi procedira
gyorsan végezhetd. Ezen kiviil fontos, hogy a végzett tesztek kezdetlegesek a vett minta
alacsony csiicsszama miatt, igy a kapott eredmények is 6vatosan kezelend6k. Mindazonal-
tal a tesztelési struktiraba kis betekintést lehetévé tettek. Most irok komolyabb tesztek
végzéséhez felmeriils 6tletekrsl.

Mint azt a korabbi fejezetben leirtam, kicsit koriilnéztem a szakirodalomban mincut
szamolo algoritmusokat keresve. A tesztelés szempontjabol érdektelen balanszirozas nél-
kiili mincut szoros kapcsolatban all a maximaélis folyam problémaval, és ismertek gyors
polinomidejd algoritmusok. Ezzel szemben a balanszirozott valtozat nehéz probléma. A
szakirodalomban ré és kiilonboz6 valtozataira szdmos kozelits algoritmus létezik. Nehéz-
ségét a kovetkezs probléma illusztralja.

A (k,v) balanszirozott particié probléma alatt (v > 1) azt a feladatot értjik, hogy
egyszeru grafok cstcsait akarjuk k részre osztani, agy, hogy a particiok mérete ne haladja
meg a vy értéket, és a particiok kozott futo élek szama minimalis legyen. Ez a paraméter
nem teljesen a mi balanszirozott mincutunk, hiszen a particiok mérete feliilrsl van kor-
latozva, de nagyon hasonlit hozza. En tgy képzelem, hogy ez a paraméter kezeli azt is,
hogy hany darab particiora éretik el a minimum, mert lehetséges, hogy néhany particiobeli
halmaz csak egy-egy kevéssé kapcsolodo cstuesbol all. Igaz a kévetkezd tétel:

14. Tétel. [6] Theorem 1: Ha létezik polinom ideji kézelité algoritmus véges kizelitd
faktorral k > 3-ra a (k,1) balanszirozott particid problémdra, akkor P = NP.

Ez utobbi tétel szamomra azt mutatja, hogy ha a balanszirozasunk nagyon szigora, ak-
kor nagyon nehéz probléméval allunk szemben. Tovabba megjegyzem, hogy minél gyengébb
a balanszirozas, annal nagyobb teret engediink a kozelitésnek, annal konnyebbé valik a
probléma.

A mincut kiilonb6z6 valtozataira 1étez6 kozelité algoritmusok mogétt nagyon komoly
lineéris programozés van. A feldolgozasuk meglehetGsen idGigényes. Ezért nem végeztem
el. Mégis lehet&ségként felmeriil, hogy kozelitd algoritmusok segitségével probéljuk a ba-
lanszirozott mincut tesztelhetGségét vizsgalni. Idea egyszerd, mind a tesztelend6 nagy
grafra, mind a mintara kozelit6leg szamolnank csak ki a paraméter értékét. Ha a kozelités
nem tul rossz, akkor jo eséllyel varunk tesztelést alatamaszté eredményeket. Tovabba ez
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a gondolat visszafelé is miikodhet, tesztelés segitségével lehetne gyorsitani a mar meglévs
kozelit6é algoritmusokat.

Ezen kiviil komolyabb tesztelési szimulaciok készitése céljabol felmeriil olyan grafpa-
raméterek keresésének lehetdsége, melyek polinomidében meghatérozhatok.

7. Osszefoglalas, tovabblépési lehet&ségek

A dolgozatban bevezettem az olvasét a grafonok és tesztelhet&ség elméletébe. Sikeriilt
kicsit mélyebben megérteni a randomizalasi procedira és tesztelhet&ségét viszonyat. En-
nek segitségével sikeriilt a [3]-ben kimondott egyszert tesztelési tételt sulyozott grafokra
altalanositani. Ezt felhasznalva tisztaztam néhany paraméter tesztelési viszonyat. Vége-
zetiil kozoltem kezdetleges teszteredményeket kiegészitve komolyabb tesztek lehetséges
alapgondolataval.

Mindekozben maradtak meggondoland6 problémak. Gyakorlati szempontbol fontos
lenne megvizsgalni a sulyozott grafbol vett silyozott mintak kozelits képességét. Emellett
a tesztelés pontosabb kidogozésa is kivanatos lenne altaldban Wr-n. Ezen kiviil felmertilt
bennem olyan altalanos elmélet lehetdsége, amellyel kiilonb6z grafosztalyokon vald tesz-
telhetGséget lehetne vizsgdlni.

Tovabbé jo lenne az ismertetett tesztelési elméletet az elsé fejezetben ismertetett spek-
tralelméletben hasznositani. Egy fontos kapcsolodo tétel [4]-bél:

15. Tétel. [4] 2.15 Tétel (iv) pontja: Ha (G,) balrél konvergens silyozott grdf sorozat
egyenletesen korldtos élsulyokkal, akkor (G) spektruma konvergens, vagyis ha A1 >

© > Avian) Jeloli Gy, adjacencia mdtrizdnak sajdtértékeit, akkor |V(G,)| '\, és
V(G| MaviG)+1—i konvergens minden i > 0-ra.

Megjegyzem, hogy a bal-konvergencianal a sajatértékek konvergencidja ténylegesen
gyengébb. Lehetdségként felmeriil, hogy a sajatértékek konvergencidja ekvivalens egyes
mincut paraméterek konvergencidjaval.

Ugyan nem a dolgozathoz szorosan kot6dd tovabblépési irdny, de a teriiletnek fontos
problémaja, hogy nem biztositott a ritkabb grafokon (példaul internet) az elmélet haszna.
Egy ritka grafokbol all6 sorozat az n? normalé tényezs miatt a dg-metrikdban az azonosan
nulla grafonhoz tart. Igy ezen konvergencia sebessége és a tesztelési tétel altal kapott
kiiszobindexek viszonya hatarozza meg azt, hogy hasznéalhato-e az elmélet ritka grafokra.
Ha jol értesiiltem, az utébbi idében sziilettek eredmények a probléma kezelésére.
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