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50 szazalék az esélye, hogy a kirdlyn6 hordozza a hemofilidért felelés gént. Ha hordozé, akkor mindegyik hercegnek 50-50 szdzalék az
esélye arra, hogy hemofilias legyen. Ha a kirdlyn6 harom fia nem hemofilids, mekkora az esélye annak, hogy a kirdlyn6 hordoz6? Ha
sziiletik egy negyedik herceg is, mekkora az esélye annak, hogy hemofilids lesz?

*® 4 férfit és 6 not rangsorolnak egy vizsgan. Tegyiik fel, hogy nincs két egyforma pontszdm, és mind a 10! elrendezés egyforman
valészinli. Legyen X a legjobb n6 helyezése (példaul X = 1 azt jelenti, hogy a legjobb vizsgdz6 egy n6). Hatdrozzuk meg X eloszlasit
és varhat6 értékét.

Ot jatékos, A, B, C, D, E kozott véletlenszertien szétosztjuk a szamokat 1-t6l 5-ig, ismétlédés nélkiil. ElSszor A és B mérkézik:
akinek magasabb a szdma, tovabbjut. Az igy tovabbjuté most C-vel mérkézik, azutdn a koziilik tovabbjuté D-vel, majd az itt nyertes
E-vel. Legyen X az a szam, ahdny mérk6zést A nyer. Hatdrozzuk meg X eloszldsat és varhato értékét.

Szindbadnak egyszer megadatott, hogy /N haremholgy koziil kivalassza a legszebbet a kovetkezd jatékszabaly szerint: az N haremholgy
egyenként vonult el elbtte, azok valamelyikét kellett kivdlasztania. A madr elvonultak nem hivhaték vissza és azokrdl, akik még nem
vonultak el, semmit sem tudott. Feltételezziik, hogy a haremholgyeknek jol definidlt szépségfokozatuk van: van egy legszebb, egy
madsodik legszebb, egy harmadik legszebb, és végiil a legkevésbé szép kozottiik. Tovabba azt is feltételezziik, hogy véletlen sorrendben
vonulnak el Szindbad el6tt: mind az N! lehetséges sorrendjiik egyforméan valdszind.

Szindbad a kovetkezd stratégiat valasztotta: k holgyet hagyott elvonulni, majd ezutdn kivédlasztotta azt, amelyik szebb volt az Gsszes
el6tte mar elvonultndl (és ha ilyen holgy nem akad, akkor Szindbad maganyosan tavozik). Mi a valdszinlisége annak, hogy ezzel a
modszerrel valdban a legszebb haremholgyet véalasztotta? Hatarozzuk meg azt a k-t, amely mellett a fenti stratégia optimalis N — oo
hatdresetben, €s a stratégidhoz tartozé valdszintiséget is. (Tipp: haszndljunk teljes valdsziniiség tételt aszerint, hogy a legszebb holgy
hanyadikként jon(ne) el Szindbdd elétt.)

Egy csalddban n > 1 gyermek ap™ valészinliséggel van, ahol o < (1 — p)/p.

a) A csalddok hanyadrészében nincs gyermek?

b) Ha a gyermekek egymastdl fiiggetleniil egyforma eséllyel fitik és lanyok, akkor a csalddok hanyadrészében lesz pontosan £ fit (és
tetsz6leges szamu lany)?

Van két ranézésre megkiilonboztethetetlen érménk, egy igazsagos €s egy cinkelt. A cinkelt érme % valdszintiséggel ad fejet. El6veszem
az egyik érmét a zsebembdl, L eséllyel az igazsdgosat, % eséllyel a cinkeltet, és feldobom 30-szor, ebb6l k£ alkalommal esett a Fej
oldaldra. Ez alapjan kell eldontenem, hogy melyik érmét valasztottam. Milyen £ értéknél hiiznank meg a hatart?

Az « kockanak 4 piros €s 2 fehér, mig a 5 kockanak 2 piros és 4 fehér lapja van. Feldobunk egy érmét. Ha fej a dobas eredménye, akkor
a tovabbiakban az « kockat hasznaljuk, ha pedig irds akkor a 3-t. Az igy kivélasztott kockaval egymasutdn n-szer dobunk.
a) Mi annak a val6sziniisége, hogy a k-adik dobdsnal az eredmény piros? (k. =1,2,...,n)

b) Feltéve, hogy mind az els6 k& — 1 kockadobds eredménye piros, mi annak a valdszintisége, hogy a k-adik dobés eredménye is piros
lesz? (k=1,2,...,n)

¢*® Adott m + 1 urna és mindegyikben m golyd; az ¢-dik urndban ¢ — 1 goly6 piros, mig a fennmaradé m — 7 4+ 1 golyd kék (7 =
1,....,m + 1). El6szor vélasztunk egy urnat egyenletes eloszldssal, majd onnantdl kezdve ebbdl az urnabdl hizunk visszatevéssel n
alkalommal.

a) Mi a val6sziniisége, hogy az n hizds mindegyike piros goly6t ad?

b) Foltéve, hogy az elsd n hizds mind piros golyét adott, mi a valdsziniisége, hogy az (n + 1)-dik hdzas is piros lesz?

Bonusz® Szamoljuk ki a (b) részben kapott valdszinlség hatarértékét, rogzitett n-re, amint m — oo.

3.10

3.11

3.13

Egy ketyere két kiilonb6z6 okbdl romolhatott el. Az elsd ok ellendrzése F forintba keriilne, és ha valéban az a probléma, akkor a
javitasa J; forint. Hasonl6an, a masodik ok ellendrzése F forintba keriil, és ha az a probléma, akkor a javitds Jo forint. (Ha viszont
az el6szor ellendrzott okndl nincs probléma, akkor a masik lehetséges okot elészor ellendrizniink kell, majd javitanunk.) Legyen p és
1 — p annak valdszinfiségei, hogy a ketyere az elsd illetve a masodik okbdl romlott el. Hatdrozzuk meg, mely E;, Fs, Ji, Ja, p értékek
mellett érdemesebb varhatéan az elsd okkal kezdeni az ellendrzést, és melyeknél a médsodik okkal.

A Magyar Etikett Intézet felmérése szerint Magyarorszagon a fitik két kategdridba oszthatéak: 2/3-uk udvarias, 1/3-uk udvariatlan. Az
udvarias fitk az esetek 90%-aban engedik eldre a lanyokat az ajtéban, az udvariatlanok viszont csak az esetek 20%-dban. Lattam, hogy
Jancsi el6re engedte Juliskat, Jutkat viszont nem.

a) Mennyi annak a valészintisége, hogy Jancsi az udvariatlan kategéridba tartozik?

b) Mennyi annak a valészintsége, hogy ezek utdn Jancsi Erzsit is elére fogja engedni?
Két dobdkockat dobdlunk, és mindig az dsszeget tekintjilk. Addig dobunk, mig a két kockan 1év6 pottyok osszege 7 vagy 11 nem lesz.

a) Mi a valdszintisége, hogy amikor megéllunk, 7 az 6sszeg?

b) Lassuk be, hogy a dobasok szdma és az, hogy mennyi az 6sszeg megéllaskor, fiiggetlenek. Azaz, tekintsiik a kovetkez8 eseménye-
ket:
Ay = {k-szor dobunk}, £k =1,2,... illetve B = {Megéllaskor az dsszeg 7};

és mutassuk meg, hogy minden k& > 1 esetén Ay, és B fiiggetlen események.
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Anndanak és Borinak van két szabalyos dobdkockdja, egy fehér és egy sarga kocka, és a kovetkezd szabdlyok szerint jatszanak. El&szor
Anna dob a két kockaval, és ha a két kockdn ugyanaz a szdm 4ll, § nyer. Ha Anna dobdsakor a két kockén kiilonboz6 szamok allnak,
Bori megkapja a kockdkat €s most 6 dob: ha sikeriil legaldbb egy hatost dobnia, § nyer. Ha nem, akkor az els6 forduléban nincs gyoztes,
és megismétlik az eljardst, tehat felvaltva dobnak addig, amig valamelyikiik nem nyer.

a) Jelolje X, hogy 0sszesen hany fodulora keriil sor. Adjuk meg X valdszintiség-eloszlasat és varhaté értékét!

b) Mi a valésziniisége, hogy a teljes jaték Anna gy&zelmével ér véget?
*** Andras és Béla a kovetkez6képp jatszanak. El&szor feldobnak egy szabalyos dobdkockét, ha hatos, Andrds nyer, Béla fizet neki 100
forintot, és véget ér a jaték. Ha nem hatos, egy cinkelt érmét dobnak fel, ami p valészintiséggel esik a Fej oldaldra. Ha Fej, Béla nyer és
kap Andrastél 100 forintot. Ha Irds, megismétlik ugyanezt a kisérletet (kockadobds, majd ha nem hatos, a cinkelt érme feldobdsa). Ezt
folytatjdk addig, amig valaki nem nyer.

a) Hogyan valasszuk p-t, ha azt szeretnénk, hogy igazsdgos legyen a jaték?

b) Jelolje X, hogy hanyadik kisérlet alkalmdval ér véget a jaték (tehdt pl. a 3/576 sorozat esetén X = 3). Szamoljuk ki X varhat

értékét.

Xavér és Yvett a kovetkezd jatékot jatszdk. Egy urndban van 5 piros és 5 kék golyd. Két golydt hiznak, ha a golydk azonos szintiek,
Xavér fizet Yvettnek 100 forintot, ha a golydk kiilonboz6 szintiek, Yvett fizet Xavérnak x forintot. Hogyan valasszak z-t, ha azt szeretnék,
hogy igazsagos legyen a jaték?

*® Pisti nem tanult semmit a vizsgara, ahol 10 eldontendd kérdésre kell valaszolnia. Az anyagbdl valami kevés dereng, igy minden
kérdésre a tobbitdl fiiggetleniil 60% eséllyel ad helyes vdlaszt. A ketteshez legaldbb 8 helyes valaszt kell adnia.
a) Milyen val6sziniiséggel megy at Pisti a vizsgan?
b) Ha Pisti megbukik, a kovekezd vizsgan ismét tanulds nélkiil prébalkozik addig, amig egyszer nem sikeriil. Hatdrozzuk meg a
probalkozdsok szamanak varhatd értékét.

Amerikdban egy eskiidtszék elitéli a vadlottat, ha a 12 eskiidtbdl legalabb 8 biindsnek szavazza. Ha minden eskiidt 6 valészinidséggel
dont helyesen, akkor mi a valdszintisége a helyes dontésnek? Tegyiik fel, hogy a vadlott p valészintiséggel blinds valdjaban.

Kaszindéban az aldbbi jatékot jatszuk: Minden 1épésben fogadunk elére az ¢ = 1, 2, ..., 6 szamok valamelyikére, majd feldobnak 3
kockat. Ahanyszor kijott a fogadott szamunk, annyi petdkot kapunk, ellenben fizetniink kell 1 petakot, ha egyszer sem jott ki a fogadott
szam. Fair-e a jaték?

Egy n komponensti rendszer alkatrészei egymastdl és a miltjuktdl is fiiggetleniil minden nap p valészinliséggel meghibasodnak, de
ezeket esténként kijavitjuk. A rendszer ledll, ha legaldbb k alkatrész meghibdsodott. Mi annak a val6szintisége, hogy elészor a t. napon
all le a rendszer?

Pélya urna: Egy urndban kezdetben a piros és b kék golyé van. Minden egyes 1épésben kihizunk egy golyét, megnézziik, milyen szind,
majd 6t és egy vele megyegyezd szinii goly6t visszatesziink. (Vagyis a golydk szdma az urndban minden 1épésben eggyel n6). Legyen
a=2és b = 3. Mia valdszintisége, hogy a t. 1épés utdn k piros golyé van az urndban ? (k = 2...(t + 2))

Egy vetélkedén egy hazaspar alkot egy csapatot. Amikor a miisorvezetétdl egy eldontendd kérdést kapnak, mindketten egymastol
fliggetleniil p val6szintiséggel adnanak helyes valaszt. Mi a jobb stratégia:
a) egyikiiket kijelolik, aki a masikra nem hallgatva vélaszol a kérdésre, vagy
b) mindketten gondolkodnak a kérdésen, ha egyetértenek, ezt a valaszt adjak, ha pedig kiilonb6z6 a véleményiik, egy szabélyos
pénzérme feldobasdval dontik el, hogy mit vdlaszoljanak.

Véletlenszertien elhelyeziink egy huszart egy iires sakktabldara. Mennyi a lehetséges 1épései szimdnak a varhat6 értéke?

Egy gép véletlenszertien valaszt 1 és 10 kozotti szamot, amit nekiink kell kitalalni, tgy, hogy kérdéseket tesziink fel, amire a gép igennel
vagy nemmel valaszol. Szamoljuk ki, varhatéan hany kérdést kell a gépnek feltenniink,

a) ha csak rdkérdezhetiink, azaz azt kérdezziik, hogy ,,A gondolt szdm ¢?7” 7 =1, 2, ..., 10, illetve

b) ha kérdéseinkkel mindig megprébaljuk megfelezni a fennmaradé lehetséges szamok korét.
(Szentpétervari paradoxon) Egy érmével addig dobunk, mig a fej oldaldra nem esik. Ha az n-edik feldobas eredménye fej, akkor a
jatékos 2™ forintot nyer. Mutassuk meg, hogy a nyeremény varhat6 értéke végtelen!

a) Megéri-e egy jatékért 1 millié forintot fizetni?

b) Megéri-e jatékonként 1 millié forintot fizetni, ha annyiszor jatszunk, ahdnyszor csak akarunk, és csak az Osszes jaték befejezése

utan van elszamolas?

Egy embernek n kulcsa van, amelyek koziil egyetlen egy nyit egy bizonyos ajtét. Emberiink véletlenszerien prébalkozik a kulcsokkal
mindaddig, amig rd nem taldl a megfelel6 kulcsra. Hatdrozzuk meg a prébalkozasok szamanak varhat6 értékét, ha

a) a sikertelen kulcsokat nem zérja ki a tovabbi prébalkozasok sordn (visszatevéses hizdsok),

b) a sikertelen kulcsokat kizarja a tovabbi prébélkozasok sordn (visszatevés nélkiili huzdsok).



