VIK, Muszaki Informatika
ANALIZIS (2)

Fluggvénysorozatok, fliggvénysorok
Oktatasi segédanyag

A Villamosmérnoki és Informatikai Kar
miiszaki informatikus hallgatéinak tartott eldadasai alapjan
osszeallitotta:

Fritz Jozseiné

Konya Ilona

2005. februar

Szerkesztette: Gyori Sandor



1. Fuggvénysorozatok

1.1. Konvergencia, hatarfiiggvény

Fiiggvénysorozat:

fO(x)afl(:E)a"'7fn(x)7"'7 fn:R I R? neN
Jelolése: (f,) vagy (fn)
Ertelmezési tartoménya: D = ﬂ Dy,

@ H C D konvergenciatartomdny:

V xp€ Hra 3 lim f,(z)

n—oo

(Pontonkénti konvergencia.)

D) | (f.) hatdrfigguénye: f

neDj=Hé  f(a)= lim £
A an

Azaz ¥ xy € H-ra tetszbleges € > 0-hoz 3 N(e, xy) :

(lan — Al =) | falwo) — f(wo)| <&, han > N(e, zo)

N (e, xg) neve: kiiszobindex, kiiszobszam.

Néhany példa:

1
PL) fu@)=a*+~ D=R H=R; flz) = a2
n
n D=R; H=R, =0
BL) fule) = —— f()
x? T4 n | 1
n( = = D =R; H=R, =-

@ fo(z) = 2™ D =R; H=(-1,1]
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~J 0, halz|[<1
f(x>_{1, haz =1
Az egyes fiiggvények folytonosak, de a hatarfliiggvény nem.

F)=1=lm f,(1) = lm lm_fu(z)# lim

n—oo r—1-0

o 5, frl0) = lip f(e) =0

Azt is latjuk, hogy a limesz jelek sorrendje itt nem valtoztathaté meg (nem felcserélhetéek).

1
folr) =2+ — Csak x > 0-ra vizsgaljuk.
xn

Di=(0,00)  f(x)= lim fu(x) :{ DoRTEl H= L)

n—oo

A hatarfiiggvény most sem folytonos, bar az f, fiiggvények folytonosak voltak. Tehat nem
oroklodott ez a tulajdonsdg a hatarfliggvényre, vagyis a pontonkénti konvergencia nem ele-
gendé ehhez. (Létni fogjuk, hogy az egyenletes konvergencia esetén mér 6rklédik a folyto-
nossdg a hatarfiiggvényre, igy ez a fliggvénysorozat nem egyenletesen konvergens.)

fol(z) = e (: (e—wQ)n> D=R; H=R, flx) = { (1)’ E: i i 8

Y

A hatarfliggvény most sem folytonos.

n—1 =1
, hax#1
fn($)=1+$+---+x”’122mk= r—1 #
k=0 n, haz =1
1
D=R; H=(-1,1) f(av):1 , haz e (—1,1)
-
nw, ha z € [0,1/n)
fa(x) =4 —nPz+2n, haxe(l/n,2/n)
0, ha z > 2/n
) f(z) =0, mert
nA fa(0) =0 —=0
fa(z) 2 2

r>0: fulr)=0, ha — <z, vagyisn > —
n T

. 1
Példaul © = E—nél fu(z) =0, han > 20.
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Erdekesség:
1 1 1
1 2
lim [ fu(2)dr = lim (5-—-71): lim1=1 4# /lim fn(x)drzc:/lim 0dz =0
0

n—oo n—oo n n—oo n—oo

Késébbiekben latni fogjuk, hogy a konvergencia nem lehetett egyenletes a [0, 1] intervallumon
(lasd: elégséges feltétel a limesz és az integral felcserélhetéségére). (||fn — fll=n - 0)

1.2. Egyenletes konvergencia (f, = f)

©

fo=f H; C H-n (H; altaldban intervallum), ha Ve > 0-hoz I N(e) (fiiggetlen z-t6l):

|fulz) — f(z)] < €, ha n > N(e), x € H,

Vagyis az adott H; halmazon megadhatd egy kozos (univerzalis) kiiszobindex. Ez tobb a
pontonkénti konvergencianal, hiszen az egyes pontokban lehet mas és mas a kiiszobszam, nem
biztos, hogy olyan kiiszobszam is talalhatd, amely a H; halmaz minden pontjaban alkalmas.

Tehat az abran bejelolt 2e savbdl f,, nem 1ép ki,
ha n > N(e).
Ugyanis a fenti értelmében, ha n > N(¢) :

flx)—e < fulz) < f(x)4+e, VzeH H,
@ 223 n?
W=y

Mutassuk meg, hogy a fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens a (2,5) in-

tervallumon!
Megoldas:

. ) 223
f(z) = lim f,(x) = lim —F =2
n
223 n? 22°n? — 22°n? — 102 — 10z
n — = — 2 = = || =

|f (LC) f(%)‘ z2n? 4+ 5 z x2n?2 4+ 5 x2n? +5'
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10z < 20 - 20 - ha n > 20
22n? 4+ 5 425 4n2 + 5 n? ’ V e
20

Igy az intervallumon kézos (2 -té fiiggetlen) kiiszobindex példaul: N(g) = 4/ —

€

fo(z) =2"
a.) Egyenletesen konvergens-e a fiiggvénysorozat (0, c]-ben, ha 0 <c <17

b.) Egyenletesen konvergens-e a fiiggvénysorozat (0, 1)-ben?

Megoldés:
Legyen 0 <e < 1!
a.) [fu(@) = f(@)] =[2" — O] =2" < " <&,
mert 0 < x < c¢ < 1. Innen
1
n > 111_€:N(€) (Inc < 0 volt)
nc
Tehat a konvergencia egyenletes a (0, ¢]-ben, hiszen taldltunk kozos (x-tél fiiggetlen)
kiiszobindexet.

b.) Vizsgaljuk most az egyenletes konvergenciat a (0, 1)-ben:

Ine
o — =lz" —0l=2"<¢e h > .
fuld) — f@)l=la" = 0l =a" <& ha  on> o
Mivel lim ln_g = +00,
a—1-0 Inx

azért az 1-hez kozeledve egyre nagyobb kiiszobindex lehetséges csak, és egyetlen kiiszobindex
sem j6 minden z-ben, tehat a konvergencia nem egyenletes a (0, 1) intervallumon.

Tehét bar minden (0, ¢] C (0,1)-ben a konvergencia egyenletes, mégsem egyenletes a konver-
gencia a (0,1) intervallumon!

@ Ha f, =2 f = f.— f pontonként x € H;-re
Hy

Ugyanis N () megfelel ¥ z-re.
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1.3. Uniform norma
D C R legyen adott!
L:={f: fértelmezett és korldtos D-n}

L linearis tér (vektortér) (L. Bevezetés a szamitdselméletbe!)

L-ben bevezetiink egy normat.

@ Az f fiiggvény D halmazra vonatkozé uniform normaja:

I f [ := sup | f ()]
xeD

Hazi feladat: Gondolja végig, hogy valéban normat definidltunk, tehat a fenti definicié eleget
tesz a norma alabbi axiomainak!

a) [[fI1Z0 é([fl=0 <= [f=0)
b.) llef = lel [ /1]

c) I f+gll<lfil+1gll
M Hafec), ¢é D=l

| fll= sup |f(z)] = ma;g] |f(x)] (Weierstrass 11.)
] :

x€la,b z€la

A fiiggvények korében nemesak az uniform norma, hanem sok més norma is definidlhaté (14sd
példaul a Fourier soroknal). Ha a norma adott, akkor beszélhetiink az adott norméaban val6
konvergenciarol.

Jelolje L(]| . ||) a linedris teret, amelyen definidlt a norma és f,, , f € L(]| . ||), (n €N)

D) | (f,) normdban konvergdl f-hez , ha
lim | fu— £ =0,

@ (fn) a H halmazra vonatkozé uniform normdban konvergal f-hez, ha

i [ £, £ 1= i (‘sup 7,0) - 7)) =0.

zeH

Jelben: f, — f; 1ilrln fa=f ( H rogzitettnek tekinthetd ).
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@| Hn:  fu=f = fo > f

(Tehat az egyenletes konvergencia és az uniform norméban valé konvergencia ekvivalens
fogalmak.)

a.) = :
|fu(z) — f(2)] < %, ha n > N (g) ,  Va € H-ra teljesiil, hiszen f, = f
~———

Mivel korlatos, 4 sup és

€ € , €
sup |, () = f(@)| < 5 < = han > Ny (§> tehdt || fo — f <, han > Ny (5)

zeH

— lm || fi—F ] = 0.

b.) «—:
lim || f, — f | =0 miatt Ve > 0-hoz 3 N(e):

| fn—fll<e, han> N(e)
Dehaxz e H:

0 < |fulz) = fl2)| < 5161]8|fn(x) —f@)=|Jn—Ffl<e han>N()

Ez a feltétel miatt igaz.

= |fu(z) — f(z)| <e, han> N(e), x € H, vagyis f, = f.

=
eoo
D) f, (neN) e L(]| . |) (linearis normélt tér)
Az (f,) figgvénysorozatot ebben a normaban Cauchy sorozatnak nevezzik ( H-n), ha
Ve > 0-hoz 3 M(e) : | fo— fm l|<e, han,m> M(e)
(D) Ha f, normaban konvergdl f-hez az £(|| . ||) lineris normalt térben, akkor ebben a

normaban Cauchy sorozatot alkot.
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an_fm H:Hfn_f_‘_f_meSan_fH + ”f_me<

ha n,m>N(g):M(e) n

(A bizonyitésnal felhasznéltuk a haromszog egyenlétlenséget.)

@ Ha fi,fo, ..., fn, -~ € L, ahol L az f: H — R korlatos fiiggvények tere és(f,) az

uniform normaban Cauchy sorozat, akkor 3 f € L, hogy f, az uniform normaban f-hez
konvergal.  (—B)

;

fo(z) =™ +
a) f(@) = lim fu(@) =7

b) I fa=fIll=7 —ha ze€Dy
Egyenletes-e a konvergencia a konvergenciatartomanyon?

t +n? + 3

Megoldés:
) @) = tim (¢ + ) =c®,  VaeR=D
a. z) = lim (e T = e™ | x = Dy
2 2 2
b. o — fll=sup | + ———————— — | =su =
) =7l meﬂg x* 4+ n? + 3 me£m4+n2+3 n? + 3
lim || f, — f[|= lim =0 = egyenletes a konvergencia
n—oo n—oo n2 + 3
1
folz) =2 + —, x>0
xn

a) f(x) = lim fola) ="

b.) Egyenletes-e a konvergencia a I; = (1,00) intervallumon?

c.) Egyenletes-e a konvergencia a Iy = (2,00) intervallumon?

Megoldés:
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a)ﬂm:nm(x+i):{2,1mx—1

n—o0 xn r, hax>1

1
r+ — —x
xn

b.) || fo—=flln= sup

z€(1,00)
et [ fu— S =140

Tehat a konvergencia nem egyenletes.

1
= sup — =1
z€(1,00) Al

1 1
c) | fo—fllp= sup —=—
V= fl= s S= o

: .1
Tim | fo = fll o= lim = =0

n—oo 2N

Tehat a konvergencia egyenletes.

a) () = lim fu(z) =7
b.) Egyenletes-e a konvergencia a I; = [—2,5] intervallumon?

c) || fu—f1=7 ha z€][0,00)

Egyenletes-e a konvergencia a [, = [0,00) intervallumon?

Megoldas:
T
. 2+ z+n i n
a) lim = = lm = 1= f(z)  Vz€R=D;
—+1
n
2 +x+n T 5
b) | fo—fllc2s = sup 2__1‘: wp T <5
z€[—2,5] r“+n vel-25 X2+ n

. ) .
0< hm | fomfllzg = fm —=0 = lm [ fu~f{25=0
Tehat a konvergencia egyenletes az [ intervallumon.

2 +x+n T T
C-) H fn_fH[O,oo): sup 2——1'2 sup 2’ | = sup —
x€[0,00) e +n z€[0,00) L +n z€[0,00) L +n
=gn(x)
1
gn(0) = 0; lim g,(z) = lim —%— =
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(gn(x) > 0 és az elézéek miatt  sup g,(x) = max g,(z) lesz.)
x€[0,00) z€[0,00)

/ 2 2 2
, x x“+n—2r n—x
== ) = = =0, h =+
9n (%) (332 + n) (22 4 n)? (x2+n)? a v

(0.v/n) | Vn | (Vn,o0)
+ 0 —

g e r%%{)i. AN

Tehat jelenleg az abszolut maximum a lokalis maximum értéke lett.

\/ﬁ = ! = Imax T
WO

, 1 »
Tehat || f, — f ||[07oo) = m —+0 = fu=f z€ly,=10,00)-en.

gn(\/ﬁ) =

1.4. [a,b]-n egyenletesen konvergens fliggvénysorozatok tulajdonsagai

(a hatarfiiggvény folytonossiga, differencidlhatésiga és integralhatésiga)

@ Ha az f,, fiiggvények folytonosak zg-banés f, = f K,,,-ben, akkoraz f = lim f,

hatarfiiggvény is folytonos xg-ban.

QD A tétel jelentése:

lim f(l’) = lim h}ln fn(x> = lim lim fn(x) = nh_{g) fn(l’o) = f(xO)

T—T0o r—Ty N—00 n—oo Tr—ITo

U

Igaz-e? | f(z) — f(z0)| < e, ha |z — x| < 8(e)
Tudjuk: f, = f Ky,-ben = | f,— f||— 0 itt. Vagyis
€ €
»— fll<=, han> N (—)
| fo=f 3 an 03
Tekintsiink egy ilyen f,, figgvényt (n > Ny), ez folytonos zg-ban. Ezért

| fa() = ful20)| <§, ha |z — x| < 61 (g) <r

[f(x) = fzo)| = [f(2) = fulz) + fu(x) = falzo) + fulzo) — f(z0)] <
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< |f(@) = fu(@)| + [fal) = falzo)] + | fulzo) — f(20)] <
< sup [f(x) = fu(@)| + | ful2) = fulzo)| + sup |fu(z) = f(2)] =

z€a,b] z€la,b]

1= Full @) = a1 f = SIS 54 5+ 5 =2 ha o — o] < () = 61 (5)

3
3 3
oce

A tétel dltalanosithaté intervallumra is:

M| (f,cC? é fo=f In) = feb

Belso pontra a fenti T; tétel bizonyitasa jo. Zart intervallum esetén a végpontokban csak
féloldali folytonossag kell, ekkor a fenti bizonyitasban x > z¢y = a vagy x < xg = b feltételt is
figyelembe kell venniink.

Kovetkezmény:
Ha az f, fliggvények folytonosak az I intervallumon, de az f hatarfiiggvény nem folytonos

ugyanitt, akkor a konvergencia nem egyenletes.
000

@ C[% 0] linedris normalt tér az uniform normaval. A tér zdrt az uniform norméban vald
konvergencia fogalomra nézve, de nem zart a pontonkénti konvergencia fogalomra nézve.

(fa€Chy, fu f esetén feCh, )

D L(|| . |) lineris normélt teret teljesnek nevezziik, ha ¥V Cauchy sorozata a tér valamely
eleméhez konvergal.

1. pl.: R linedris normalt tér (norma: |.| absz. érték), mely teljes.
Ui.: V Cauchy sorozat konvergens.

1 n
2. pl.: Q nem teljes. Pl. ¢, = (1 + —> € Q; e, Cauchy sorozat, de lim e, =e ¢ Q
n n—0o00

3. pl.: C’[% b A% uniform norméval teljes normalt tér.

Elégséges feltétel az integraljel és a limesz felcserélhetoségére:

@ Ha f, € C’[%’b] és
b b b
(fo = fvagyis fu 1) = Tim [ fu(e)de = / lim f,(z) dz = / f(z)da
[&, b} -1 a a a
o, A
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Feltettiik, hogy a < b.

b

T, miatt [ € C’ab] = f€ Ry, tehitd /f(:c) dx

a

b

Megmutatjuk, hogy a a, = / fn(z) dz numerikus sorozat konvergens és hatarértéke:

:/f(x)dx (vagyis |a, — Al <e, n> N(e)).
b

/bfn(:c)dx—/ / ) dz </]fn x)|de <

b
S/smﬂﬁ@ﬁ—ﬂﬂmxz/ﬂh—fﬂdx#Uhaﬂk®—®<& Mn>AW¥fa)

z€[a,b]

a

Ui.:|| f — f || kiemelhetd az integralbdl, mert fiiggetlen x-tél.

3

Tovabba || f, — 2

=< a0 NE) =V (50 ) mid [ 4 £ o,

Kovetkezmény:
Ha az [a,b] intervallumon vett integrdlok nem konvergalnak a hatarfliggvény integraljahoz,
akkor a konvergencia nem egyenletes az [a,b] intervallumon.

Elégséges feltétel a derivalds operatora és a limesz felcserélésére:

@9 |Ha f, € Cly ¢ [a.bln
!5 g (egyenl. konv.)

n

_ —>  f differencidlhaté [a,b]-nés f' =g
fn— f (pontonkénti konv. )

dl’ n—oo n—oo dl’

(i“mn@waiﬂwzfu>=mm=h%ﬂ@> ﬁldf@O

T, miatt g € C[%,b]
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T T

Ty miatt: lim [ f(t)dt = /g(t) dt Vax € [a,b]re

\
Tehat

T

i (o) — fula)) = [ gty

=f(x)~f(a) —_—
differencidlhat6 g folytonossaga miatt

Az egyenl6ség miatt ekkor a bal oldal is differencidlhato.

d _df -
L (@) - 1) = L = gt
2n?a? 4+
M) =ty
a) f(z) = lim fo() =7
b.) Egyenletes-e a konvergencia a [0,2], illetve a  [3,5] intervallumon?
Megoldas:
a.)
227 + %
f(z) = lim —g =2, ha 2#0 é f(0)=0, mivel f,(0)=0 Vn-re
n

b.) Ennek megfeleléen a [0,2] intervallumon nem egyenletes a konvergencia, mert bar az
fn fiiggvények folytonosak, de az f hatarfiiggvény nem folytonos itt. Igy a T tétel
értelmében nem lehet a konvergencia egyenletes.

A [3,5] intervallumon a hatarfiiggvény folytonos, de ebb6l még nem kovetkezik az
egyenletes konvergencia. Meg kell vizsgalni a normét!

2n’x? + x

0 <|| fa=f s = sup |fu(z) — f(z)] = sup — 2‘ =
= o= s (o) = fGo) = s 2t
2n?z2 + o — 2n%2% — 6 x — 6
= Su = su — | =
16[317)5} n? x? + 3 26[317)5} n? x? + 3
. G-w _6-3 1
N xepﬁ] n2z? +3 ~ n232  3n2
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—

rendérelv

Gim | =0

—>  f, egyenletesen konvergdl f-hez a [3,5] intervallumon.

1
n’z, ha0<xz <~
fula) = " ent
1
—, ha—<2x<2
x n
a.) f(x)=lim f,(x)=7 x€][0,2]=1
b.) Egyenletes-e a konvergencia I-n?

Megoldas:

a.) r=0: fn(O):O—>O:if(O)

Ha 0 <2z <2 és x> —, vagyis n > — mar
x

n
1 1
fennall, akkor f,(z) = — — — = f(x) g
r
0, hax=0
Tehat =< 1
ehit f(x) 2 ha0<x <2

—> (f») nem egyenletesen konvergens /-n.

b.) fa.-ek folytonosak, f nem folytonos I-n

lim
n—oo

0

Bizonyitsa be, hogy

Megoldés:
Meg kell prébdlni beldtni, hogy a lim és az [ feleserélhetd. (f,) egyenletesen konvergens-e?

sin (n*z? + 3)

_sin(n'2® +3) 0 : korl, .
falz) = —Bam € Cozr»  fl2) = lim —= s 0 (%o alaku)
|sin (n%2?+3)] 1 n
0<|[ fn = fll= sup [fu(z)— f(x)]= sup <= +0
” || z€[0,27] | ( ) ( )| z€[0,27] 3 +n? nSj 1)

'

Ez most elég.
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A rendérelv alapjan kapjuk, hogy lim || f, — f [[=0.

Tehét f, = f [0,27]-n és f, folytonos —

27 27
lim [ f,(z)dz :/ lim f,(z) dz =0
0 0 S
=f(z)=0
folz) =22 + 1 sin (n (z + z)) r € (—00,00)
n 27/ ’

frja fel a hatarfliggvényt! Egyenletes-e a konvergencia?

u d d
lim = fu@) = o lim f()
Megoldas:
1
lim f,(z) = f(z) = lim (362 + — sin (n (x+ g))) = z?
n—0oo n—00 \’rﬁ./\ g )

! korldtos
0

n

| fo—fll= sup | fu(z) — f(z)] = sup

zeR

lsm(n(mg))‘ = %

lim || f,—f]=lm — =0 = f, egyenletesen konvergdl f-hez (—o0,0)-en
d 1 T T d
dmf(:c) z + —n cos n(:c—|—2) T + cos n(:ﬁ—|—2) e f(x) T
Tehat lim a4 fulz) # a4 lim f,(z) = 2z
n—oo dax *" dzr n—oo " N ’
—— —
#

mert lim cos <n (x+ g)) nem létezik.

n—oo

A példa mutatja, hogy nem elég a fliggvénysorozat egyenletes konvergenciaja a derivalés és a

hatarérték képzés felcserélhetdségéhez.
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2. Filiggvénysorok

[e.o]

> ful@) = folw) + filw) + - + fula) + - D:= () Dy,

k=0

@ Sp(z) := Z fr(x):  n-edik részletosszeg fliggvény

ro(z) = Z fr(z) :  n-edik maradékosszeg fiiggvény (Jeloljik R, (x) médon is.)
k=n+1

@ H C D konvergenciatartomdny:
Vg € H-ra 3 lim s,(x)

(Pontonkénti konv.)
Kovetkezmény: lim 7,(x¢) = 0.
Osszegfiigguény: s(x)
s(xg) := lim s,(zg) = kzofk(xo)
00 i z
S(5) =5y ba el <3
3) T1-¢
k=1
x
Tehat = H=(-3,3
hit ()= 0 (-3.3)

@ Egyenletes konvergencia:

H, C Hn Z fr(x) egyenletesen konvergdl az s osszegfiiggvényhez, ha s, = s.
H,
k=0

Vagyis s, — s, tehat

lim || s—s, [|= lim (sup |s(z) — sn(x)|> = lim | sup fr()|] =0

- k 7 1 . / 1 1 .

Z x” egyenletesen konvergdl az s(z) = T—2 fiiggvényhez a H; = [—5,5} intervallu-
-z

k=0

mon, mert
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o n+1
0 < sup 28| = sup tart 0-hoz a renddrelv miatt.
lel<1/2 | .S Jo <1/2 —
1 ‘,n—&—l
2
T 1-1/2

H), =|a,f] C (—1,1) = H esetén hasonlé meggondolds lehet.

@ Ha Z fr(x) egyenletesen konvergens Hi-en, akkor pontonként is konvergens.
k=0

o0
@) Z fr(x) egyenletesen konvergens Hi-en <= (s,) Cauchy sorozat Hi-en, vagyis
k=0

|50 = sm (| =l far1 + fasz + -+ fogr | = sup [fopa(2) + -+ + fm(2)| <€,

rxeHy

Vn >N(), ke N.

@ Abszolut konvergencia:

Z fr(x) abszolut konvergens xq-ban, ha Z | fr(x0)| konvergens.
k=0

k=0
(= Z fr(x) is konvergens zg-ban.)
k=0

2.1. Weierstrass kritérium
(Egy elégséges tétel fiiggvénysor egyenletes konvergencidjara.)

@ Ha 3 (by), hogy |fi(x)] < bx; x € H; k= 0,1,... és Zbk konvergens

k=0

o
numerikus sor, akkor Z fr(x) egyenletesen és abszolit konvergens H -n.
k=0

(sn) uniform norméban konvergél s-hez, mert (s,) uniform norméban Cauchy sorozat.
Ugyanis

H Sp — Sm H: SEB ‘fn+1($)++fm<x>’ < SEB (’fn+1<x)’+"'+ ’fm<x)’) <

< sup |fop1(@)| + -+ sup|fm(@)| <bpgr+--+bn <e, ham>n > N(e),
zeH zeH
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mert Z br teljesiti a Cauchy kritériumot, ugyanis Z bi konvergens. Ebbdl kovetkezik az

k=0 k=0
abszolut és az egyenletes konvergencia is.

n
sin n T +7)
Z egyenletesen konvergens R -en, mert
— n?+1
1 1 )
\fn(x)\§n2+1 <¥:bn, VeeR és Zb 2_2 konvergens.
n=1
n n
[fu(@)] = fa(z) = W<e_":b"
o0 o0 n 1
Z 71 b, konvergens, mert lim /b, = lim yn =-<1 =
e — n—oo n—oo e e
= Z fn(z) egyenletesen konvergens R-en.
2.2. [a, b] intervallumon egyenletesen konvergens fiiggvénysorok
tulajdonsagai
@ Ha f; € C’ab] és |a,b]- ka egyenletesen konvergens (s, = s [a,b]-n),
akkor az s(x) = Z fr(x) Osszegfiiggvény folytonos az [a,b] intervallumon.
A fiiggvénysorozatokra vonatkozo megfelelo T, tétellel.
fr folytonos [a,b]-n = Sp = Z fx is folytonos |[a, b]-n ) és (s, 2s [a,b]-n)
k=0
ot (s, hatarfliggvénye) is folytonos |[a,b]-n
1 mia |

k=0
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@ Ha f; € C’[[; és la, b]-n Z fr(x) egyenletesen konvergens (s, = s [a, b]-n), akkor

/S(x)dx:/bek i/bfk
' -

k=0 k=0

b b b
/ ka(x) de = / lim Sp(x)dx L im sn(z) dz = (¥)
) k:O ] n—oo n—oo ]
Mivel szabad tagonként integralni (véges Osszegrdl van szd), azaz
b b
/Z fr(x)de = Z / fr(x)da |
o k=0 k=0 ¥
ezért
=t > [ a@de = Y [ hoyds
k=0 k=0 "

T [Ha fre L, és o([a,b] n

Z fi(z) = g(x) és a konvergencia egyenletes

Z Jr(z (pontonként konvergdl),

akkor s derlvalhato la,b]-n, és s'=g.

Tehat
s'(z) = %s(x) = % ka(x) = Z %fk(x) = Zfé(x) = g(z)

T3 bizonyitasa a fliggvénysorozatokra vonatkozé megfeleld Ts tételre vald visszavezetéssel
torténik.

o sin n3x2+7r
! 2/
wllnozo 5n 4 n2xt
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Megoldas:

Mivel a sor Osszegfiiggvényét nem tudjuk felirni, csak akkor van reményiink a feladat meg-
oldaséra, ha a limeszképzés és a szummazas felcserélhetd. Ez a folytonossdgrol szolo T tétel
alkalmazasat igényli.

sin <n3 x? + g)
e Cp

fn(x) =

és a sor konvergencidja egyenletes R-en, mert

5n + n2 1‘4
sin <n3x2+g)‘ 1 00 < /1\"
|fn(x)] = T 2 < o b,, r€R és ;% b, = nz; <5> konvergens
1
gemetriai sor (0 < ¢q = R <1).
— Z fu(x) figgvénysor egyenletesen konvergens R -en.

Weierstrass kr.

fgy a T7 tétel feltételei teljesiilnek, tehat alkalmazhato:

% sin (nSxQ—i—g) % sin <n3x2+g> < /1\" 1 5
1‘ pumy ]_' pum— —_ = —_— = _
2
2 o 2
" ? x
e [ £ Y [a
0 n=1 n:lo
Megoldés:
@)= (5)" = @) = (9(@)" e CY :
. ) 1 n ) 0o 1 n
Emiatt a [0, 2] intervallumon  |f,(z)| < (-] ¢és > | -] konvergens,
e n=1 \ €

0 < q= o< 1, geometriai sor).

Tehdt a Weierstrass kritérium miatt i fn(x) egyenletesen konvergens [0, co)-en és
0,2] C [0, 00). )

Az el8z8ek miatt [ és Y feleserélhetd (Ty).

, o — arctg &
@ Szabad-e tagonként derivalni a Z * sort?

n2

n=1
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Megoldas:

|arctg £’ Z
| fu(T)| = Tn <73
co 00 . 0
z 1
Z % = gz — konvergens Welerst:rg s kr. Z fn(z) egyenletesen konvergens R-en
n=1 n n=1 n n=1
o0

Z (z) pontonként konvergens R-en.

=1
[e9)

Z '(z) egyenletesen konvergens-e?

1’L

d arctg?® 1 d x 1 1 1

f R fn( ) dﬂ? TL2 n2 dl‘ arc g n 'I’L2 1 + (£)2 n
|fl(z)| = L ! < 1o és g — konver ens =—> egyenletes a konvergencia
n3 1 + 12 - n3 8 gy g .

(Weierstrass kritérium)

T3 feltételei teljesilnek == a sor tagonként derivalhato.

2.3. Specialis fiiggvénysorok

A tovabbiakban az alabbi specialis fliggvénysorokkal ismerkediink meg:
1.) Hatvanysorok (Taylor sorok)
Z ag(r — azo)k . xo kozéppont koriili

. (ak € R)
Z apa® . origd koriili

2.) Trigonometrikus sorok (Fourier sorok)

a = :
50 + Z (ay, cos kz + by sin kx)
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3. Hatvanysorok

oo
Elég a Z ar x® hatvanysorral foglalkozni, mert az xo bazispontd hatvénysor u := z —
k=0

o
helyettesitéssel Z apu® alaki lesz.
k=0

o0
@ Ha a E arz® sor z,-ben konvergens, akkor |z1| < |xo| esetén x;-ben abszolit

k=0
konvergens és igy konvergens is.

Megmutatjuk, hogy zi-ben abszolut konvergens =  konvergens is.

oo

Z ak:cg konvergens — klim aprh =0  (a konvergencia sziikséges feltétele)
—00

k=0

Konvergens sorozat korlatos, tehat 3 K : ‘akx’§| <K Vk-ra

k
k k| L1 k T
x| = ol ool 2] < w0t = |2 <1,
) T2
o NC ek .y K
és ZK(] konvergens majorans (= 1—)
k=0 —4
o (0]
Igy Z }a,k,xlf‘ konvergens — Zakxlf konvergens.
k=0 k=0 |
o0
@ Ha a Zaka:k hatvanysor az « = xo helyen divergens, akkor |z1| > |z2| esetén z-ben
. . k:O
is divergens.

Indirekt.

Feltessziik, hogy z1-ben konvergens. De ekkor V|z3| < |z1]-re is konvergens lenne az el6z6

tétel miatt, ami ellentmondas.
m

Kovetkezmény:

E két tételbdl mar lathatd, hogy a Zakxk hatvanysor H konvergenciatartomanya

k=0
mindig xg = 0 kozéppontd, R sugaru nyilt intervallumbdl és esetleg az R vagy —R
végpontokbdl 4ll, ahol

R = sup{ |z|, a hatvanysor az = pontban abszolit konvergens}.

R neve: konvergenciasugdr
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Mivel 0-ban a fenti hatvanysor mindig abszolit konvergens, azért H nem fiires halmaz,
R > 0 vagy R =0 vagy R = oo lehetséges. Az egyes példakndl latjuk majd, hogy ezek
az esetek val6ban el6fordulnak. A hatvanysor a (—R, R) pontjaiban abszolit konvergens. A
hatvanysor a (—oo, R) vagy a (R, 00) pontjaiban nem abszolit konvergens de itt konvergen-
cia sem allhat fenn a masodik tétel miatt, itt tehat divergens a hatvanysor. Megjegyezziik,
hogy az 0 < R < oo esetén az x = —R illetve az x = R pontokban mind a konvergencia,
mind pedig a divergencia fennallhat. Fzért az x = —R illetve az ©* = R pontokban minden
egyes hatvanysor esetében kiilon kell vizsgalodnunk.

Tehat a lehetséges esetek:

a.) H={0} (R =0 esete.) PL Z k!'z® | mert kh_)n;o kKlazk £0, haz #0.

k=0

|z| < R-ben konvergens
|z| > R-ben divergens 0
|z] = R 7 (Nem tudjuk. Minden esetben meg kell vizsgdlni.)

c) H=R (R=00)

-R R
b.) IR >0: VYA

Attérve az o kozépponti hatvanysorokra, kapjuk az alabbi allitast.

@

A Z ar(r — x0)* hatvdnysor konvergenciatartoméanya

k=0 o — R ZTo + R
xo koézépponti intervallum (nyilt, vagy zart, vagy csak ¥ A ‘
egyik oldalrdl zart ). Az intervallum bels6 pontjaiban
a hatvanysor abszolut konvergens.

o0

oo
Vagyis a Z ap(z — x0)" hatvanysor |z—x0| < R - ben abszolit konvergens, |z —x¢| > R

k=0
- ben divergens, ahol R a sor konvergencia sugara.

A végpontokban a konvergenciat kiilon kell vizsgélni. Természetesen R = 0 , illetve R = 0o
most is lehet.

o0 o0
PR g
k n

k=1 n=1

o0

1
x = 1-ben Z — divergens = |z| > 1 — ben div.
n

- T> miatt
" — R=1
(=D
x = —1-ben Z konvergens = |z| <1 — ben konv.
1 n T1 miatt
n=
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Tehat most H = [—1,1).

[e.9] n

E — konvergencia sugara mdr nem vizsgalhaté az el6bbi modszerrel, mert z = +1-ben a
n
n=1

sor konvergens. Ettél R > 1 is igaz lehetne.

Hogyan hatarozhaté meg R ?

3.1. A konvergenciasugar meghatarozasa

A hatvanysor konvergenciasugaranak meghatarozasara két lehetoségiink is lesz. Ezekhez fel-
hasznaljuk a pozitiv tagi sorokra vonatkozé altalanositott gyok- ill. hanyados kritériumot.

Emlékeztets (Z Cny, Cp > 0)
Gyokkritérium:

lim /¢, <1 a sor konv.
> 1 a sor div.
=1 7
Hanyados kritérium:

. Cn+1
lim

n—oo  Cp

<1 asor konv.

> 1 asor div.
=1 7

Ezeket a konvergencia eldontésére most is felhasznalhatjuk. Nézziink egy példat!

(a2t ,
Z ~ragn Milyen z-re konvergens? (Ez nem hatvéanysor!)
nmnn
n=1
iy , 1422 n
V z-re pozitiv tagu. Ve, = 1 —+0<1 =V z-re konvergens
Ty o
(X I ]
Visszatérve a Z a, x" hatvanysorokra, két tétel is kimondhato.
n=0
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@ Z a,x" hatvanysor R konvergencia sugara:
n=0
— 1
a :=lim {/|a,| JR==
o
1. R = ! h >0 vé
. = = ———F—, a veges
a  lim {/|a,| s
2. R=o00, ha a=0
3. R=0, ha a = o0

Az x = 0-ban a sor abszolit konvergens ezert csak x # 0-ban vizsgalédunk. Az abszolut

konvergenciat vizsgaljuk, tehat ch = Z|an "
sorokra vonatkozé altalanositott gyokkritériumot.

lim {/|a,| |z = |z| im {/|a,| =
=«

sorra alkalmazzuk a a pozitiv tagu
= dq

a.) Ha o =0, akkor ¢ =0 < 1, tehat a sor minden z -re abszolut konvergens, R = oo

b.) Ha a # 0, akkor |z| @ = ¢ < 1, azaz |z| < 1/a esetén a sor abszolit konvergens és
|z] > 1/ esetén (g > 1) a sor nem abszolut konvergens, igy R =1/c.

c.) Ha a = oo, akkor |z| o = ¢ = oo (mivel x # 0), vagyis a sor nem abszolut konvergens
semmilyen x esetén se, igy R = 0. (Tehat csak x = 0 esetén konvergens a hatvanysor.)

= lim 041

Ha létezik a a
n—oo ‘an‘

oo
, akkor a g ap T
n=0

hatvanysor R konvergencia sugara:

1
R=— ha a >0 véges
a
R =00, ha a=0
R=0, ha a = o0

Az €l6z6 tételhez hasonldéan torténik, csak most a hanyados kritériumot hasznéaljuk. A
o0

E anpx”
n=0
vergens).
Ha

abszolit konvergencidjat x # 0 esetben vizsgdljuk (az = = 0-ban abszolut kon-
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N T G ey

n—00 |an‘|aﬂ” n—00

o ] = afz] = ¢ <1,

akkor a sor abszolut konvergens, ha ¢ > 1, akkor nem abszolut konvergens.

a.) Ha a =0, akkor ¢ = 0 minden z-re, a sor minden z-re abszolit konvergens, tehat
R=00.

b.) Ha a > 0, akkor |z| < 1/« esetén fenndll az abszolut konvergencia, az |z| > 1/«
esetén nem all fenn az abszolut konvergencia. Tehdt R =1/a.

c.) Ha a = 00, akkor ¢ = oo (ugyanis z # 0), a sor minden z # 0 esetén divergens, tehat
R=0.

Példak:

o0
n
Z ( 3)n x" Konvergenciatartomény?

n Ynoo1 1
l \ n l " = — — R = 3 e
im Y an| = lim TR S =%
\a:| < 3-ban, vagyis (—3, 3)-ban abszolit konvergens.

|z| > 3-ban divergens.
|z| = 3-ra meg kell vizsgélni:

Z n divergens, mert n - 0 (sziiks. felt. nem teljesiil)

r=3:

» X
e

Z (—1)" n divergens, mert (—1)" n - 0 (sziiks. felt. nem teljestil)
0

Igy a konvergenciatartomédny: (—3,3)

o0
E n! z" Konvergenciatartomany?
n=0

1)!
:(n—; ) =n+l—o0 = R=0

Qp+1

a, = n!
a’n

Csak x = 0-ban konvergens a sor.
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oo
Z (n? +n) (x4 2)" Konvergenciatartomany?
n=0

2
_(n+1)+(n+1):n+2:1+g S N

n?+n n n R

Qp41
G,

Ty = —2 |z — (—=2)| = |x + 2| < 1-ben konvergens
|z + 2| > 1-ben divergens
lz+2]=17
r=-24+1=-1: Z (n* +n) divergens, mert az &ltalanos tag — 0 .

r=-2—-1=-3: Z (n* +n)(—=1)"  divergens, mert az altaldnos tag — 0 .
Konvergenciatartomény: (—3, —1)

’1_3x+22$2—33(£3+24l‘4—35;p5+... R="°

lan| = 2", ha n paros
"1 3", ha n pératlan

N ~ | 2, han paros L. L B
Yan| = { 3. ha n pératlan — Torlédési pontok: t; =2, t, =3
— Tm /] =3 R=1
1im Ap| = = — RN — —
R 3

Keresse meg az alabbi sorok konvergenciatartoméanyat!

D et Wiamer o X Tpenn

—_

r=-9: Z (_1)n (=9)" = Z 1 (-1)* = Z% divergens

KT (konvergenciatartomany): (—9, 9] —9<x <9

b.) Most g = 1, ennek a 9 sugari kérnyezetérol van szo.

KT: 9<2z-1<9 — —8<2<10
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0, ha n paratlan

c.) Vigyazat! Most a,, = (—1)/?

gz ha n paros
2

lim {/|a,|-nel lehetne dolgozni, de jobb, ha helyettesitéssel visszavezetjiik a.)-ra.

) o0 (_1)TL
= (r—1)2 tén: "
z:=(x —1)* esetén El o ?

KT: -9<2<9 (ldsda.)) = -9<(z—1)?<9 addédik
— KT: |z -1/ <3

3.2. A hatvanysor tulajdonsagai

Az eléz6 fejezet T3, Ty, Ts tételei a hatvanysor konvergencia tartomanyarol és abszolit
konvergencia tartomanyarol szolnak. Ezeket itt nem ismételjiikk meg.

(D) |Ha |o, 8] € (=R, R), akkor a 3" ay2* hatvénysor egyenletesen konvergens [a, 5] -n.

q :=max {|af, |0} < R 1
Jar| [zl < Jar| g*
€ a, f]
o0
és a Y |ax|¢F sor konvergens (mivel a hatvdnysor a konvergencia tartomany barmely belsd
0
pontjéban abszolit konvergens). Igy a Weierstrass kritérium értelmében fenndll az egyenletes

konvergencia az [, (] intervallumon. Ha a hatvanysor R-ben is konvergens, akkor = R
megengedett.

]
o000
Az egyenletes konvergencia kovetkezményei:
@ f(x) =3 apa® folytonos V x € (—R, R) e
k=0
a

®B®) I, 0] Vahez —R<a<z<B<R Ty
-R 0z R

[, 3] C (=R, R) miatt a hatvanysor egyenletesen konvergens [, 3]-n, azz* folytonos
mindeniitt = f is folytonos x-ben. (A fiiggvénysorok T} tétele miatt.)

© Konya I. — Fritz Jné — Gyéri S. 27 v2.1



@ Ha a hatvanysor R-ben is konvergens, akkor 0sszegfliggvénye e helyen balrdl folytonos.
(Tehit f(R) = Sax B = lim f(x)) (-B)
0 T—h—

Hasonlé tétel mondhaté ki (—R)-re is.

@ f(z) = ]iak 2, re€(-R,R); [a,b] C (—R,R)

ay, o folytonos [a, b]-n (s6t mindeniitt) és [a,b] C (=R, R) miatt [a,b]-ben a sor egyenle-

tesen konvergens = ... (7} tétel) .

@ A hatvanysor Osszegfiiggvénye a konvergenciaintervallumanak barmely belsé x
pontjaban differencialhatd, mégpedig tagonként:

d oo [e.9]
I. azaz e g ar ¥ = ; kap z*7' (tjfent hatvanysor)

I1. és a két sor konvergenciasugara megegyezik.

Eloszor a II. éllitdst latjuk be, mivel a tagonkénti derivalhatésaghoz Y f) egyenletes
konvergencigja kell.

lim ¥/|na,| = lim /ni/|a,| = lim {/|a,| miatt R, = Ry (= R)
!
1

o o0
Felhasznaltuk, hogy > na, 2" ! é > na, z" egyiitt konvergens illetve divergens, ugyanis
a masodik sor az els6 sornak konstansszorosa (z-szerese).

L )
z-hez 3 [a, 5] C (=R, R), hogy = € (a, 3) —Ra 08 R
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S kap 2! is hatvdnysor = [, 8] C (—R, R)-en egyenletesen konvergens; Y a; z* is
konvergens [, 5] -n és ayz* € C[laﬁ] — tagonként derivalhaté, azaz

d oo oo
o Z a ¥ = Z kapx"t .  (Ty tétel)
T
k=0 k=1

Az el6z6 tétel kovetkezménye:

@ A hatvanysor Osszegfiiggvénye a konvergenciatartomany barmely belsé pontjaban
akdrhdnyszor derivalhaté (mégpedig tagonként) és a konvergenciasugar ugyanaz
marad mindegyik derivalt sor esetén.

@ Ty kozépponti hatvanysorokra hasonlé tételek igazak.

A fentiekbdl lathatd, hogy a hatvanysor a konvergenciatartomany belsejében ugyanugy diffe-
rencidlhato és integralhatd, mint a polinomok.

ooe
Példak:

S L e fa) =
k=1

Vagyis adjuk meg az f Osszegfiiggvényt véges sok elemi fliggvény segitségével és hatarozzuk
meg a konvergencia tartoményt (az f Osszegfiiggvény értelmezési tartomanyét)!

1 1
Fo=t, mert fin Vlel =M 7w =1= &
r=1: kEZIE div. , r=—1: 321 ’ konv.

Tehat Dy = H =[-1,1). Legyen [0, z] C (-1,1

[ F@as = @) - f0) = s = [ (% 3 %) de =
0 =0 0 k=1

~—

L} |z| <1, [0,z]-ben egyenletes a konvergencia
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Tehét f(z) = —In(1 —x), ha z€[-1,1).

(Th, tétel miatt z = —1-re is fenndll az egyenldség.)

Adja meg zért alakban a ®(x) = Z nx" 2 fiiggvényt!

n=2
Hatarozza meg ® értelmezési tartomanyat!

R =1, mert... ; © = +1-ben divergens (behelyettesitéssel)
@(x):Zna:"’2:Z(k+2)xk; o(0) =2
n=2 k=0
Haxz #0:
Oy(x) =2 0(x) =Y (k+2)2""
k=0

|z| <1 esetén [0,z] C (—1,1) ( vagy [z,0] C (—1,1)) miatt szabad tagonként integralni:

/<I>1(x)dx:i(k’—i—Q)/kadx:ika:1%2
0 k=0 9 k=0 v
no) = (5) = =T =g <

3.3. Analitikus figgvény

(D) f xo-ban analitikus, ha K,, r-ben f(x) = 3 ar (x — x0)* , tehat egy konvergens hatvanysor
k=0

Osszegfiiggvénye.

(D) f analitikus (e, 8)-n, ha V pontjéban az.
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Mi a kapcsolat egy analitikus fliggvény és az a; egyiitthatok kozott?

[e.e]

f(l'): Za’k(x_xO)k:a0+a1<x—xo)+a2($—x0)2+...+an($_x0)n+“.
k=0
f(z0) = ao
f(x) = ay + 2as(x — wo) + 3az(z — x9)* + -+ - + nay(x — zo)" 1 + -+
f'(z0) = a1

f//(l’) :2a2+3'2a3($_$0)+"'+n(n_1)an(I—x0)”_2+...
" (xg) = 2ay

) (20) : nla,

_ f(n) ()

Tehat | a,
n!

(D) Ha f analitikus z¢-ban, azaz
o0 F®) (o)
f(@) = ap(z — 20)F K,yr-ben (R>0), akkor U ="
k=0 !
vagyis analitikus fliggvény egyértelmiien fejtheto zy kozépponti hatvanysorba, azaz

< F) (2,
fa) = 3T

4. Taylor polinom

Tulajdonképpen mar talalkoztunk vele:
f(@) = fxo) + f'(2o)(x — 20) = Ti(x) =
(Az érinté egyenes = els6rendii Taylor polinom)

Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik?
Ti(xo) = f(xo) és T{(xo) = f'(xo) : T legaldbb elsérendben érinti f-et.

@ Az f és g legalabb n -szer differencialhaté fliggvények legaldbb n-edrendben érintik egymast
To-ban, ha
fO(z0) = gD (x), 0<i<n

@ Az f és g legaldbb (n + 1) -szer differencidlhaté fiiggvények pontosan n-edrendben érintik
egymast xy-ban, ha
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Pl f(z) =sinz glz) =v -+ f(0) =g(0) =0
f(x) = cosx g(x)=1-% F(0)=g(0)=1
f'(x) = —sinz g'(x) = —x f"(0) = ¢"(0) =0
f///(l,) = —CcOST g///<$) — _1 f///(o) _ ///( ) — _1
fW(z) =sinz gW(x) =0 4)(0) (0) =
fO(z) = cosx 9 () =0 ®(0) # ¢ (0)
Pontosan negyedrendben érintkeznek.

Legyen f legalabb n-szer differencialhaté zg-ban! Keressiik azt a legfeljebb n-edfoki
T, (z) polinomot, amely x¢-ban legalabb n-edrendben érinti f-et.

To(x) = ag + ar(z — x0) + ag(x — 20)> + -+ + ap(z — 20)F + - -+ + ap(x — 20)"

To(wo) = ao = f(zo)
T/ (z) =a; +2ay(x —x0) + -+ kag(z —20)* P+ + nay(z — zo)"?
Ty (xo) = a1 = f’(%)
T!(x) =2as+3-2a3(x —xo) +-- -+ k(k —
T (x0) = 2a2 = f”(ﬂﬁo)
TV (x) =3laz + - +n(n—1)(n—2)a,(x — x¢)" 3
T3 (xo) = 3las = " (xo)

Dag(z —z0) 2+ +n(n—1)a,(z — zo)" 2

T (20) = Klay, = f® (o)

7™ (z0) = nla, = fM(x0)

f(k) (z0)
k!

Ezzel a kovetkezo tételt bizonyitottuk be:

Tehat ap =

k=0,1,...,n.
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@ Legyen f legalabb n-szer differencidlhaté zg-ban! Egyetlen olyan legfeljebb
n-edfokd T, (z) polinom van, amely xo-ban legaldbb n-edrendben érinti f-et,
mégpedig

f// (l’o)

o) (x —m)* +--- +

To(x) = f(xo) + f'(wo)(x — x0) +

@ A legalabb n-szer differencidlhato f fiiggvény xy bazispontu n-edrendit Taylor po-
linomja:

f//(CL’O) ($ . 260)2 4t

To(a) = flwo) + (@) — o) + 1 o

@ Egy m-edfoku polinom T,,(z) Taylor polinomja m < n esetén énmaga :
P, (x) =T,(x), esetleg mas hatvanyok szerint felirva.
Ugyanis egyetlen n-edrendben érint6 polinom van és 6nmaga ilyen.

(X X J
Latni fogjuk, hogy a legtobb elemi fliggvény esetén
lim T,(z) = f(z),

lim f(z)—T.(z) = 0.

n—oo

azaz

Ezért az R, (z) = f(x) — T, (z) maradéktag vizsgdlata sziikséges. (Megjegyezziik, hogy nem
minden fliggvény esetén tart a Taylor polinom a fiiggvényhez, ha x # x.)

A kovetkezo tétel R, (x) nagysdgrendjét mutatja.

@ Legyen f legalabb n-szer differencialhaté K, ,-ban. Ekkor

lim Rn(x)

T—T0 (.I — Io)n - 0;

Tehét R,(x) = o((x — x¢)") az zo-ban.

QD) A kozelités josagat mutatja a tétel.

_ T ! _ T/ ,
lim _Fnl@) = lim f(@) ~ Tolz) LH yim f'(@) — To(z) LH
e—zo (. — x0)" a—z0 (T — 20)" z—zo n(x — z0)" !
, " o , , (n) i (n)
v g S@-TH@ w0 T @) 0
r=Zo n(n - 1)(1’ - xo)”_Q z—zo 1 (l‘ — xo)”_” n!

n 1épés utan
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0
(Az utolsé tort kivételével a tortek 0 alakuak, ezért alkalmazhattuk a L'Hospital szabalyt.)

n
O Ha T, (z) helyett masik polinomot tekintiink, akkor ez az allitds nem igaz.
Lagrange-féle alakban felirt maradéktag
@ Ha f legaldbb (n + 1)-szer differencialhaté K, s- ban és =z € K, s, akkor
3¢ € (zg,x) (Al & € (z,2)), hogy
FE) i
R,(z) = "—2 (xz — )"
(@) (n+1)! (% = @)

F(E)

O Tehdt f(z) = To(z) + T @ )"t (-B)
00
f(z) =sinx ~ Ts(x) =7 x€0,01], zo=0 |H|<?
f'(x) = cosz; f'(x) = —sinzx; f"(x) = —cosz
f@(z) =sinx; fO(z) = cosx; fO(z) = —sinx; fO(z) = —cosx
fO)=0; f0)=1 f(0)=0; f"(0)=-1 fH0)=0; fO0) =1 fO0)=0
2P

Ennek megfeleléen: Ts5(x) = x — a3 + i

= 1

H = Rya) = 228 45, H < - (0)
6! 1 6!
0<x2<0.1
De most T5(x) = Ty(x) és igy az aldbbi is igaz:
) w3 1’ —cosE . 1 -
smx:x—§+§+Tx, |H|§ﬁ'<0'1)
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5. Taylor sorok

@ Legyen f akarhanyszor differencialhaté xg-ban. Ekkor a formalisan eldallithaté

2 ) (z . FO) (4 )
; k<! ) (& = w)t = flwo) +  (w0) @ — x0) +- -+ n<! ) (6 —a0)" 4 - = T(@)

hatvanysort az f fiiggvény xq alapponthoz tartozé Taylor soranak nevezziik.
ro = 0 esetén:

(k) ” -
> f’fk!(o) o= 10)+ o+ L0 g SO

[e.9]

k=0

Ezt MacLaurin sornak is hivjak.

Tehat egy akarhanyszor differencialhaté f fliggvényhez az xy- ban hozzarendeltiik a

> fk)
Z / <'m0) (z — 20)* hatvéanysort, jelben:
k=0 '

k

®) (2
1)~ 3 T gy~ 1)

k=
Felvetodik a kérdés, hogy

1.) Milyen z-re konvergens a kapott sor? (H=7?)

2.) Milyen kapcsolat van f és T kozott?
Latni fogjuk, hogy bizonyos feltételek teljestilése esetén f(x) =T (z), x € H. (Vagyis
ilyenkor az f fliggvény helyett a 7' hatvanysoraval dolgozhatunk.) Az aldbbi példa

mutatja, hogy eléfordulhat az is, hogy f(x) = T'(x) nem 4&ll fenn, kivéve az zg
alappontot.

e*z%, x#0
0, z=0

f<x>={

Beldthato, hogy Vn-re 3 f™(0) =0. igy T(x)=0. Tehat T(0) = f(0), de mas z-re nem
all fenn az egyenl6ség, hiszen f(z)#0, haz #0.
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Néhany Taylor sorfejtés:

A kovetkezo példaknal azt hasznaljuk ki, hogy a hatvanysor Osszegfiiggvényének Taylor sora
onmaga. Ha tehdat egy fliggvényt fel tudunk {rni hatvanysor sszegfiiggvényeként, akkor az
csak a Taylor sora lehet.

flx)=a*+z+1, To =2

R
otz +1 :(33—2)2~|—5(x—2)—|—7:T2(x):Tg(a:):T(:L’):Z A0 (x —2)*

N 2 k!
20=0 koriili T. sor xo=2 koriili Taylor sor h=0
1
fla) =
11—z

1 N .
f(x) = = l+az+-- 42"+ . geometriai sor, |z| < l-re konvergens

—x

1
Tehét f(x) = 1

minden pontban analitikus. (Felirhat6 az adott pontra tdmaszkod6 hatvénysor 6sszegfiiggvé-
nyeként és R > 0)

Pl. 29 :=5

analitikus zg = 0-ban. De x = 1 kivételével, ahol nem értelmezett,
x

D -5
KT: |q| = 3”4 ‘:'2 o1 . jp—s5|<4, R=4
f(z) - xro = —2 pontra tamaszkodé Taylor sora?
22 —3x+2’
1 1 A B —1 1
2-3rx+2 (r—1)(x—-2) z-—-1 =x-2 r—1 x-2
(O S S B
-1 1—z 3—(z+2) 31-=2
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-5 () () + (5 )

2
KT, x; ‘<1—>|x+2|<3, R =3
11 11 1+:p—|—2+m+22 x—|—23+
-2 (v+2)—4 41—z 4 4 4 4
x4+ 2
KT, <1 a2l <d, Ry=d
1 = 11
2)k =__Z
2% — 31 + 2 kzzoa’“(“) T3y
11 11
a1 = — +— — — « —
1733

KT : |x+2| <3 (kozos rész: KTy N KTy), R=3

leO 1
dz100 \ 22 — 32 + 2
1

2 — 3z +2

=7

r=—2
fz) =
Az el6z6 példaban ennek a fliggvénynek a Taylor sorat irtuk fel az xg = —2 bazisponttal.

f* (o)
k!

f(lOO)(_2) (100) 1 1 100 1 1 100
_ =Y =100 = (=) —=.(=
%100 100! = (=2 37 \3 1 \1

@) =1 =0

Tudjuk, hogy ay =

, 1gy az el6z6 sorfejtésbal:

1 o

_ _ 2, .4 6 _ k, 2k
f(x)—m—l—a: tat—af =) (ke
k=0
Geometriai sor: a =1, g = —2?
KT: |¢/=]-2}<1 = |z°’<1 = |z| <1, R=1
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Hézi feladat:

Irja fel az f (x) = fiiggvény o = 0 bazisponti Taylor sorfejtését!

1+ 324

f(z) = arctgx, 29 = 0 bézispontu Taylor sora?

1 1 2, 4 _ 6 . . 2
(arctgz) = 1—|—x2:1—(—x2):1_x +at -+ q:=—x
KT.: |¢/=|-2%<1 — |z|<1, R=1
/(arctg:v)’d$ NZE arctg x — arctg 0 = arctgx = / (1 — 2ttt ) dt =
0 0
A ’ 3 2
3 5 0 3 5
Tehat
3 5 0 2n—1
(D arctgx:a:—%—l—%—---:;(—l)"“%, lz] <1, igy R=1
KT.: |z| < 1-ben biztosan konvergens. S6t: x = +1-ben is, mert
1 n+1
x —|— 2:: 5 1 onvergens (Leibniz tipusi)
A sor Osszege a T, tétel miatt = arctgl = % , tehat
1 1 T
l— 4+ - —...=_,
3 * 5 4
Hasonléan mutathaté meg a konvergencia x = —1-re.
0,13 0,1° 0,17
Pl. arctg0,1 ~ T5(0,1) —01—T—|—’T, |H| < 7 (Leibniz sor)
fz)=In(1+2x), 2o =0
/ 1 1 2 3
fl(x) = = =l—-az+2°—2"+--- Jz|/<1l, R=1

1+ 1—(—x)
Elvégezve az integralast [0, x |-
1n(1+x):/(1—t+t2—t3+---)dt:x—w—+x——---,

0
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Ez a sor x = 1-ben is konvergens, mert Leibniz sor. T}, tétel miatt értéke:

1.1 1 = (—1)"+!
ey BT

In2=1—-+4+--—-
" 23T AT T4,
Tehat a kapott eredmény:
@ (1 +a) m2+ i - e(-1,1|, R=1
r)=r— —+— — — x e (— =
2 ot n ) )

Az el6z6 sorfejtésbol x — —x helyettesitéssel adodik:

2?2 28

h(l-2)=—2—————--- , R=1

A két sorfejtés segitségével mar kaphaté egy minden argumentumértékre konvergens sorfejtés
is:

1 1+x 3 2P
21 ety 1, R=1
sla—_=s+o+-+, lz| <1,
1 1
(lnz="7 Inz:=In . +$; =10 +x—bol |z] < 1 adédik mindig )
—x

1\ d
f(x) = <1 x) = (I+z+a”+2°+ - +a"+ ) =
= 1+22+322+ - na" 4
ha |z] < 1, R = 1. (A hatvanysor tagonként derivdlhaté.) A végpontokban (z = +1)

divergens a sor, mert az altalanos tag nem tart 0-hoz.

Hézi feladat:
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5.1. Fuggvény és Taylor soranak megegyezése

> k)
flz) ~ T(z) :Zf kfo) "

f(z) =T(x) -rdél mit mondhatunk dltalanossdagban?

Sziikséges és elégséges tétel f(x) = T(x) fennéllasara:

k!

()

Fnl) = (n+1)!

n
xn—i—l * 0
00

(D) Ty, (z) = i (0) 2" —I—> f(z) (azaz f(x) = T(x)) akkor és csak akkor, ha

@ A go, 91,y Gn,... figgvények a D = () D,, halmazon egyenletesen korldtosak, ha

JK eR: lgn(2)| < K, hazeD neN ( van kozos korlat )
Pl. sinz, 2sin2z, 3sin3x,...,nsinnz,... egyenként korlatosak, de nem egyenletesen
korlatosak.
Pl. cosz, cos4x, cos9z,...,cosn’z,... egyenletesen korldtosak.

Elégséges tétel f(x) =T(z) fennalldsara:

@ Ha f akarhanyszor differencidlhaté (—R, R)-en és f, f', f",..., f™, ... derivaltfiiggvények

egyenletesen korlatosak itt, akkor

k=0

. k)
f) =31 kfo) +*  ze (=R, R)-en.

O z, bazispontra hasonld tétel mondhaté ki (zg — R,z + R) -re.
Mar lattuk, hogy

— f®(0) JoE)
fla) =3 == ot (n—l—l()! "

Ry (x) Lagrange-féle alakja

Ezért:
FONE | F"E) o
\_|f(“’3 ) _/((;"‘l"” (@)l = 1y ® CED A e Rk
v2.1
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n

Mivel a,, 4% 0 (1. félévi anyagban szerepelt: a_| —0), ezért
n!

|f(x) = T,(z)] <e, ha n>N() = T.(x) — f(z), azaz T(z)= f(x).

Tovabbi fontos Taylor sorfejtések:

) 3 xS L7 ©0 . 22+l

Ui: f(z) =sinx f(0)=0
f'(x) = cosz f(0)=1
f'(x) = —sinxz  f"(0) =0
f"(x) =—=cosx f"(0)=-1
fB(z)=sinz | Inpen periodikusan ismétlodik

f1©O)  f0) o f70) ; FP) 4 I
f(0) + TR T +TZ‘ ot T +”'_x_§+§_”'
3 ad
A derivéltak (—oo, 00)-en egyenletesen korlatosak, ezért V z-re: sinx =z — ) + R
22 gt g0 o0 o
f(x):cosx:1—§+z—a+~- :;(—1) (2n)!; reR

Az el6z6 példahoz hasonléan:
f(z) =coszx f(0)y=1
f'(x) =—=sinz  f'(0)=0
f'(x)=—cosz f"(0)=—1
f"(x) =sinz  f"(0)=0

fO(z) = cosz | Innen periodikusan ismétlédik
f(m):e:1+x+§+§+z+... :Z_!; TR

fB@)=e" fP0)=1 keN
Konvergencia: f*)(z) = ¢® 2 € R-en nem korlatos, de tetszéleges [a, 3] C R-en mar igen.
| ) (1:)‘ < e . Teht itt a derivaltak egyenletesen korldtosak, igy a S S
tétel alapjan f(x) = T(z) V z € R-re. ar [

a derivaltak egyenletesen korlatosak

© Konya I. — Fritz Jné — Gyéri S. 41 v2.1



3 oy 7 © g2l

2 3 4

r X T
e—1+$+§+§+z+"' r€eR

= .
- 2 ZE3 174

Példak Taylor sorfejtésre:

f(z) =sinx - cosz, Ty =

f(z) =sinzx - cosz = §Sin2x =

o

DN | —

Az alabbi néhany példa az
N B

u
e :1+u+§+§+g+“', ueR
sorfejtésre tamaszkodik.
flx)=e", 29=0
e12:1+x2+lx4+l$6+lx8+-~- r€eR (u = z?)
2! 3! 4! ’
flz)=e", 29 =10
1 1 1
—a? _ 1 _ 2, — .4 = 6 — .8 .. .2
e =1 a:—i—z!x 3!x +4!x ) relR (u- x)

A val6sziniiségszamitasban taldlkozunk az f(z) = e~ Gauss gorbével.

) r e R
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— = T 1 /N2 1 sx\3 o
VE=el=itgag(5) +5(5) v wer (u=3)
f@) =", =0
e3$2—1+3x2+l32x4+133x6~~ reR (u = 32%)
B 2! 3! ’ B
f(z) =¢%, zo =0, illetve zy =1
1 2 1
a.) x9=0: —1—1—3934—2'(333) 3'(333) + reR
b) mg=1: % =31+ = 33l =
1 1
:e3<1+3(x—1)+532(x—1)2+§33(x—1)3+--~), z€R
Adja meg az
1
f(x)_7+x
fiiggvény Taylor sorat és annak konvergenciatartomanyat, ha
a.) xop =0
b) lL‘OZQ
a.)
r 1 1 1 1 a:+<x>2 (>3+
T+x T ,_T"T 7 7 \7
7
1. _ T
a=7; 4=-7
|_‘—‘—|x’<1:>|a:|<7 R=7
b.)
1 1 1 1 1 _wm2 (w-2) (x-2
T+ (x—2)+9_91_—(x—2) 9 9 9 9
9
1 z—2
a=35; §=—"5
—2 —2
1] ‘ xg ’:'959 o1 = po2/<9  (we(=711)

R=9
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Fejtse xq = 0 bazispontu Taylor sorba az

2z
2 — g2

fx) =

fiiggvényt! Konvergenciatartomany?

LS S S U £ 2+ z? 3+
2—12_21 2?2 2 2 2
I 22\ 1 &1,
52 (5) s 2w
k=0 k=0
2
KT.: |—| <1, tehat |z| <V2, azaz R=+2, H=
Ennek a sorfejtésnek a felhasznalasaval:
1 Lo~ oo o b o
f(x):2x2_x2:2x§kz_%2—kx :;?x :

lz| <Vv2, R=+V2, H=

<_\/§’ \/5)

(_\/§> \/5)

a.) Hatdrozza meg a
2k+1
k!

2k:

k=0
sor konvergenciatartomanyat és Osszegfliggvényét!

2k +1
b.) o =7
k=0
2k +1
a.) f(x):= kk;_:_ 2k R = 0o, mert...
k=0 ’
2 1 2 1
fl(x)Z/ :/Z b % dx Z/ b 2% dr =
k=0 )
U egyenl. konv.
L2k 4+ 1 gk = (2?)F 2
=2 T | Xl & AO=0
=0 o | k=0
x#0
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!/
Tehat fi(z) =xze”, VeeR = f(x):(xexz) —e” +22%2¢"”" |, VzeR
b.)
2k +1
k—:_ =f(l)=e+2e=3e
- !
> s
n=1
N
>
n=1 n=1 r=1
5
n dz n
n=1 0 n=1 n=1
ro1
:/1 dr =—In(1—=2), ahol|z|<1
-
0
, 1 o
Ezért x = R behelyettesitheto:
1 1 5
n:1n5” 5) 4
2(21)1_?
k=2
=1 1 1 x?  at b
;WZI—F&—F"'; Ch$:1+§+z+a+'“, Ve eR
o= 1 1
Ezért Zm:(}hl—l—a
k=2
=~ 1 = 1
" =7, — =7
;(n+1)1 ;(n—i—l)!?)”
f@) =3
'_nzl(n—i-l)!

A hanyadoskritériummal belathato, hogy R = oo . Azt is tudjuk, hogy f-re folytonos
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fliggvényt kell kapnunk eredményiil, mert f egy hatvanysor osszegfiiggvénye.
Mivel f(0) =0, azért x # 0-at vizsgaljuk.

(L’Hospital szabéllyal megmutathatd, hogy f valéban folytonos = = 0-ban is.)

1
f(z)-be z = 3" ot helyettesitve kapjuk:

i 1 _e%—l—%
(n+1)!3»

=1

S

k=1
1}2 :164 e (—l)k :L’Zk
COSI:1—§+Z—:§W, \V/.TER
Z—ék ') — —( )215:\'/_) —1=cosv2—-1
k=1 (2k)! k=0 (2k)!
5.2. Binomialis sor

Az f(z) = (14+2)* ae R (a# —1) fuggvény xy = 0 pontra tamaszkodé Taylor sora.

(v = —1 esetén geometriai sor Gsszegfiiggvényérél van sz6.)
fl@) = (1+x)" f(0) =1
f'(@) = a(l +z)* J'(0) =a
0) =ala—1)

f'(x) = ala = 1)(1 +x)*2 f7(0) =
FO@) —ala—1)-(a—k+ DA +20°F 00 = afa—1)---(a—k+1)

-1 —1 -2
(40 o T(@) = 1+ MO OO D
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k=1 k=0
O Ha o = n egész: f®(2) =0 k> n+ lre és

nn—-1)---(n—k+1) (n—k)---2-1 n! _(n
k!  (n—k) _k:!(n—k)!—<)

Ezért

o @) _ a(a—l)--l-d(a—k:wtl) . (3) .

Az eredményeink:

a=neNt : 1+z)*=T(z Z ( ) (Binomialis tétel)
k=0
= [«
a#n D (l+a)~ Z (k 2"
k=0
Kérdések:
1) R=7

2.) f(z) =T(x) mikor igaz (—R, R)-en?

G

Z (Z) ¥ esetén R =1
k=0

ap = (Z) :O‘(O‘_l)"l'{!(a—kJrl)

sy = ( o) ) _ala—1)- .(;a+—ll;:!+ Do —k) _ (a) a—k

S
Ag+1 a—Fk k k 1
_ _ 4+ |-1=1== = R=1
ag k‘—l—l‘ 1 1 0 | | R
%

| Q+2)* = E (a)xk Ve (-1,1)
k=0 k
f(z) N
T(x)
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A végpontokban a konvergenciat kiilon meg kell vizsgalni.

f derivaltfiiggvényei most nem egyenletesen korlatosak = tételiink nem alkalmazhato.

Ezért mas modszerrel 1latjuk be az egyenléséget. Megmutatjuk, hogy

T@)\ _y . T _ o TO) 1 e

(77) =0 = T = fomtrte Jg=g=1 = T =10
N Tf=Tf TOA+z)=T-a-(1+z)*' (A+z)' | a7 =
(f) a f? B f? (1 +x2) (T"(1 + ) T)=0,

mert

T(x)zl—l—oz:c—i—wg:z—l— —|—(Z)xk—|—~--

al(r) = a+ s + ———2°+ +a(a)a:k+-

o

T/(x):a+04(oz1!—1)x+oz(a—12)!(04—2)x2+ +’f®xk‘l“’““)(kil)x””'
2 T'(a) = o+ L D2y y +k(a)x’“+~~

((k:ﬂ)(kj‘_l) +k(2‘) —a@‘)) — (Z‘) ((k+1)2;lf+k:—a) —0 Y k-ra

O Beldthat6, hogy |z| < 1-re végiilis |(z)xk| N, 0, tehat k& egy értékétdl kezdbdden
a sor tagjai monoton csokkenden tartanak a 0 -hoz. A 0-hoz tartds a konvergencia miatt
nem kérdéses, csak a monoton csokkenés. (Mi nem bizonyitjuk altaldnossigban a monoton
csOkkenést.) Ezért, ha valtakozd elgjeli a sor, akkor felirhaté egy konstans és egy Leibniz
tipusu sor Osszegeként. Ilyen esetben konnyti a hibaszamités:
o N+1
(N + 1) !

N
(14+2)*~ Z (Z) 2 = sy kozelitésnél |H| <
k=0
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(Az els6 elhagyott tag majoralja a hibat, ha N értéke akkora, amelynél mar teljesiil a monoton

csokkenés.)

Példak binomialis sorfejtésre

f@) —viTE, w0
Fla) = (142)} = (0) ‘ @H (2>+ 5 (k):

Konvergenciasugar: R =1
Megmutathaté, hogy x > 0-ra Leibniz tipusi a sor (x < 0-nal nem!). Ezért, ha = >0 :

1 1
\/1—1—33%14—5:1: és |H|<§:1:2

1
(Tehat v1+ax =1+ §£E+0(l'), ha z > 0)
1
Pl. /1,05 = (1 +0,05)2 ~ 145005 [H| <o (0 05)2

Hasonléan megmutathatd, hogy &k € Nt-ra: +/1+z =1+ % =Ti(x)

/34 ~ 7

V34 = ( 1+335 nemJO mert r =33 > 1

5 © /1N /1\* 3. /1

D 4=y 2——2 —2 =2 5 — | =2 5

= g =il =2 (0 5) =22 (1) () =% (G
k=0 pl. k=0

2 (LY
4 16

f(z) :\/%, 2o = 0 bézispontu Taylor sor?

T

b n (0 () - AEENE)

\/2+x2

Leibniz sor (belathatd): |H| <2

2

<l = |7|<Vv2  (R=V2)

konvergenciasugar:
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, xo = 0 bazispontu Taylor sor?
16— 3 0 P Y
1
1 1 1 P\ F I /-1 23\ "
— Sl (ST - 1) (1
f@) 416(_£)i 2<+< 16)) QZ(k)( 16)
16 k=0
_1i -\ D s
2 — k 16*

3

Konvergenciasugar: ‘ T

f(x) = v8+ a2, xo = 0 bazispontu Taylor sor?

- foe( ()) £

- AW

k=

<1l = |z| < V16, R =+/16

2

Konvergenciasugar:

f(x) = arcsinz,

xo = 0 bézispontu Taylor sor?

/ 1 2—%_00_% 2\k _ Lo, 3 4
Pl = oy = (U (=) = Y (7 ) = 1k gt St

<1l = |z]<v8, R=+8

2\ k 2" 8
Konvergenciasugdr: | — 2% <1 = |z|<1 (R =1)
[l 1 3
arcsinx:/ﬁda:::v—l—éxg’—l—mf—l—---, (Ry=1)
0

[ee]
( E Qg l‘k
k=0

és Z kayz*  sorok konvergenciasugarai megegyeznek.)
Osszefoglalva:

k=0

i L 3 3 s
@ arcsme =r+ —x°+ —x°+ -,

R=1
6 8-5
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Irja fel az f(x) = 5v/1 + 22 — Tv/1 + 22 + 2 fiiggvény o = 0 koriili Taylor sorét és adja
meg annak konvergencia sugarat!
Létezik-e C' és a igy, hogy f(%) ~ Cn® legyen?

1_4
:L'2+ 5( 5)JZ4+"' konv,sugéri |I2| <l = |JI| <1

4 konv.sugdr: 2% <1 = |z| <1

1 1 —4 —6
=5_ 2 R R — 44 =
flz)=b—-T+2+ (5 5 7 7)35 + (552.2 772.2!>5E +

0,1
1
Szamitsa ki / ———— dx értékét kozelitden!
V1 + 22
0

1 1 = [-1
)= ——— = (1+2%) 5 = 3):10% Konv.sugar: [2?] <1 = |z| <1
fo) =g = (k) =2 () g e o
R=1
A hatvanysort szabad tagonként integralni, mivel [0,0.1] C (=1,1).

o 1 < s\ F o 20 /1N g2kl Ol o,y 0.12k+1
—  _dx = 3 dr = 3 — 3 ’ _
/\3/1”2 v Z(k:)/x . Z(k)2k+1 Z(k)%—H
o k=0 o k=0 0 k=0
—10,1%  (=3)(=3) 0,1°  (=3)(=5)(=5) 0,17
0,14—? 3 + 32| 3 5 + 8 3'3 3 7 + - ~ a, ’H’S‘b’
N ~ - - — 4 Leibniz
=aqa :=b , ,
tipusu
v2.1

© Konya I. — Fritz Jné — Gyéri S. 51



(Belathatd, hogy Leibniz sorrdl van szo.)

0,1

Hatarozza meg az / V32 + 25 dz integral értékét kozelitoleg az integralandé fiiggvényt
0

otodrendit Taylor polinomjaval kozelitvel Adjon becslést az elkovetett hibara!

o0

5 5\ 3 LN\ o\ 5k > /N 1
Va5 — O3 1e T oy (f) _9 5 (_) —9 5 5k
V32 + 25 =3 + 35 +(3 % 1) (5 Ak T

k=

5
Konv.sugér: ‘(g) <l = |z|<2, R=2

[0, 0,1]-ben a sor egyenletesen konvergens == szabad tagonként integralni.

0
< /1N 1 < /1N 1 gt |
2 5 ) — 2 dr =2 ) — ——
/ (k)32k$ v=23 ()5 s
0 k=0 k=0

1
0 1 1 15k:+1
p— 2 5 —_— 07 p—
Z k) 32F 5k +1
0 k=0

1 6 1 4 11 6
= 1 0,1 (=) 1 1 1101
=9 ()’1_|_§_0’ +5( 5)_0’ .. ~ 2 0’1_’___0’_
1 ' I 532 6!
Leibniz tipusi
s(=3) 1 01"
2 322 11

(Most is belathatd, hogy Leibniz sorrdl van szd.)

6. Fourier sor

Emlékeztetd:
L : linedris tér (vektortér) a valds szamok teste felett; v € L (X € R)

Skaldris szorzat axiomdi:
(v1lvy) = (v;,25) €R

1.) (vJluy) >0 és (vly) =0 a.cs.a., hav=0 (0: a tér nulleleme)
2.) (ulvg) = (valvy)  (Nem valds esetben: (v,]vy) = (volv,))

3.) (/\21|22) = /\(21|22)
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4.) (ug +volus) = (v1]vs) + (va|vs)

b
Pl C[%’b}-n: (flg) = /f(x)g(a:) dz megfelel skalaris szorzatnak.

Euklideszi tér: olyan linedris tér, amelyben van skalaris szorzat.

D) (v,]vy) = 0 esetén v, ortogondlis vy-re.

Norma: || v ||= +/(v|v)-vel dolgozunk (euklideszi norma)
Tdvolsdg:  p(vy,v5) =1 v1 — v, ||
000
Ha vy,...,v, (v, # 0) paronként ortogondalisak, akkor linedrisan fliggetlenek.

@

@

Mo+ AL+ A, =00 |y
At (1]v;) + 0 A (o) A () 4+ + A (v, |;) = 0
S~—— N—— N—— N——

=0 =0 £0 =0
= A\ =0 (ésezigaz Vi-re)
n
1, sinz, cosz, sin2zx, cos2zx, ..., sinkx, coskx,... paronként ortogondlisak [—m, 7]-n
(altaldnosan [a,a + 27]-n), igy koziilik barmely véges sok linedrisan fiiggetlen.
A skaldris szorzat:  (f|g) = /f(x) - g(z) dz
@ fgy az altaluk generdlt tér nem véges dimenzios.
7r 3
(1] sinkx) = /sin kx dr =0
teljes periodusra integralunk
(1| cos kz) = /cosk:v de =0
S )
: : f . . 1/ ha k=1
(sin kz|sinlz) = /sm kx - sinlx de = 5 / (cos (k — )z — cos (k + 1)z) dx = { ha k1
v2.1
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— || sinkz ||= /(sin kz|sinkz) = /7

7, ha k=1
0, ha k#I

— || coskz ||= /(cos kx| cos kx) = /7

(cos kx| coslz) = { (Az eléz6hoz hasonléan jon ki.)

(sinkz|coslz) =0  (Szintén hasonldan.)

& (1)1) _/12 dr = 21 — || 1= /([ =

—T

ONR (ortonormadlt rendszer) '

1 1 1
— sin z, coszx, ..., —=sinkx, —coskx, ...
Ver \/_ VT VT VT
%0 ¥1 V2 P2k—1 P2k
(X J

Mivel a {¢; } fiiggvények koziil tetsz6legesen kivalasztva véges sokat, azok linearisan fiigget-
lenek, jogos az a kérdés, hogy egy 27 szerint periodikus f fiiggvény felirhaté-e a kovetkezo
alakban: - .

- Zai wi(x) = % + ; (ay, cos kx + by sin k)

1

A felvetddd kérdések:
—Oéi:? (Gk:?, bk:?)

— Milyen f-ekre és hol lesz egyenloség?

Az ilyen alaku sorokat trigonometrikus soroknak nevezziik.
n-edrendi trigonometrikus polinom:

to(z) = % + (ay cos kx + by sin kx)
k=1
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Mi a kapcsolat a trigonometrikus sor ® Osszegfiiggvénye és az ay, by, egyiitthatok kozott?

M| &)= % + Z (ay cos kx + by sin kx) és a konvergencia egyenletes, akkor

k=1

1] (| cos kx)
=— [ kx dx = k=0,1,2,...

h 7r/ (z) coskz du (cos kx| coskx) ’ 0.1,2,
1] , (®|sin kx)
bp=—[ @ kx dx = k=1,2,...

S / (w)sin ke dz (sin kz|sinkx) ’ o

Altalanossaghan a 3 ayg;(x) alakot kellene szoroznunk skalrisan gj-val és igy megkap-
i=0

nank oy értékét, ahonnan mar ay ill. by kaphatd. ao-re megmutatjuk a képlet helyességét.
Hasonléan torténik a bizonyitas a tobbi egyiitthatora is.

%—|—alcosx—|—blsinx+a2c082x+---+akcoskx+bksinkx+--- = ®O(x)

Beszorozva cos 2z-szel és [—m, 7]-n integralva (az egyenletes konvergencia miatt szabad tagon-
ként integralni):
a
/ <EO -cos2x + aqcosx - cos 2z + by sinx - cos 2z + a9 cos 2x - cos2x + - - -
oo+ ay cos kx - cos 2x + by, sin kx - cos 2z + - ) dr = / O(x) - cos 2z dz

—T

% (1| cos2z) 4+ a1 (cos x| cos2x) + by (sinz|cos2z) + ay (cos 2x| cos 2x) + - - -

-+ 4 ay, (cos kx| cos2x) + by (sin kx| cos2x) + - -+ = (P(x)| cos 2x)

A bal oldalon (cos 2z| cos 2x) =|| cos 2z [|*= 7, a tobbi skaldris szorzat az ortogonalitds miatt
nulla. Igy
(®(z)| cos 2x)

(cos 2z| cos 2x)

as (cos2z|cos2z) = (P(x)| cos2x) = ag =

@ A tétel feltételei kozott igen fontos, hogy egyenletesen konvergens trigonometrikus sorrol

van sz0, hiszen emiatt tudtunk tagonként integralni egy végtelen sort.

Hazi feladat: Vezesse le a bizonyitast as és by esetére is!
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Fourier sor

@ Ha f 2w szerint periodikus és f € Rjo 25, akkor f Fourier sora

a = :
30 + ; (ay cos kx + by sin k),
ahol
™ a+2m 1
1 1
ak:—/f(x)coskxdx:—/f(:v)cosk:xdx:—(ﬂcosk:x), k=0,1,2,...
7r T T

a+2m

- 1 1
by = — /f(x)sinkxdx:— / f(z)sinkz de = —(f|sinkz) , kE=1,2,...
7T 7r 7T

a

ay, by, neve: Fourier egytitthatok. Itt a € R tetszoleges.

A Fourier sor Osszegfiiggvénye legyen ®(x) és az n-edik részletosszeg fiiggvény pedig @, (z)!

(D, (z) = % + Z (ay cos kx + by sin kx))
k=1

Kitéro: egy minimum probléma

f adott 27 szerint periodikus, integralhato fliggvény.

A n ' 2n
to(z) = 70 + Z (A coskx + By sinkx) = Z ; pi(z)
k=1 =0

Ezen trigonometrikus polinomok koziil melyik van f-hez atlagnormaban a legkozelebb? Azaz
milyen a;-kre lesz || f — ¢, ||= min.?

D||| f -t ||= / (f(z) — t,(x))* dv  akkor minimalis, ha az egyiitthaték a Fourier egyiitt-

™

hatok, tehdt t,(z) = (z). (-B)
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Visszatérve a Fourier sorhoz, még valaszolni kell arra a kérdésre, hogy a Fourier sor milyen

x-ekre konvergens, és f(z) = ®(z) mikor igaz.

@

@

Ha a 27 szerint periodikus f fliggvény folytonos és Fourier sora egyenletesen konvergens,
akkor f(z) = ®(z) (=B)

PL f(x)=|z| xze€[-mn); flz+27)=f() L. el6adas!

Ha f kétszer folytonosan derivalhaté 27 szerint periodikus fiiggvény, akkor Fourier sora
egyenletesen konvergens. (—B)

Onmagéban az egyenletes konvergenciabél még nem kovetkezik az f(z) = ®(z) egyenléség.

Csak annyi kovetkezik, hogy ® Fourier egyiitthatéi megegyeznek f Fourier egytitthatdival.

Kérdés: ha f és ® Fourier egyiitthatdi azonosak, lehetséges-e, hogy f(z) # ®(z)? Lehet-

séges. Pl. az f(x) = |z|-es példdban f értékét 1 pontban megvéltoztatva (pl. f(1) := 3), a
Fourier egyiitthaték nem valtoznak, igy ®(x) sem véltozik, de igaz, hogy fi(x) #Z ®(z)

(=
Ha

f(@)).
viszont f folytonos, akkor mar érdekes a kérdés. (A vélaszt mér persze ismerjiik.)
Legyenek f és @ Fourier egyiitthatéi azonosak, tehat f — ® Fourier egytitthatéi nullak,

vagyis (f — ®@|px) = 0. Tehat f — ® ortogonélis a ¢, p1, P2, . .. fliggvényrendszerre.

Bévithet6-e a trigonometrikus rendszer?

@

Ha a g fliggvény 27 szerint periodikus és folytonos és

Il
e

(glee) =0, k=0,1,2,... = g

Azaz a trigonometrikus rendszer nem bévithetd. (—B)

A Fourier sor konvergenciajaval kapcsolatban sok tétel ismert. Mi egy konnyen kezelheto
tételt hasznalunk:

Dirichlet tétel (egy elégséges tétel a Fourier sor konvergencidjara)

@

Ha az f fiiggvény 27 szerint periodikus, f € Rjpar, a periodus felbonthaté véges sok
(v, B) intervallumra, hogy itt f monoton és a végpontokban 3 a véges hatarérték, akkor
f Fourier sora minden z-re konvergens, és

flx=0)+ f(z+0)

o(r) = :
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7. Feladatok

7.1. Fuggvénysorozatok

Az aldbbiakban jelolje f az (f,) fliggvénysorozat hatarfiiggvényét ( f(z) = lim fn(x)> és
H = Dy (konv. tart.).

1) f(z)=?, H=1

_ 1 _(z—1)"
a.) fh@t)—-(Qx)n ¢) ful@) = S
b.) fu(z) = sin" 2z d.) falz) = 2% +2—
(x+1)"

2) fule) = =

a.) f(z)=7 H=7

b.) Egyenletesen konvergens-e a fiiggvénysorozat a [—2, —1] intervallumon?
x

3) fala) =

Egyenletesen konvergens-e a (—1,1] ill. (—1,1) intervallumokon?

€ (—1,1]

4.) fu(z) = (arcsinz)"
a.) f(x)=7, H=7?
b.) Egyenletesen konvergens-e a konvergenciatartomanyban?

nz?
5.) fulx) = ——
) [nl@) n2x?+1

a.) f(z)=7 H=7
b.) Egyenletesen konvergens-e [0, 1]-en illetve [1,2]-n?

[E2

6.) fu(z) = 3T

a.) f(x)=7, H=7?

b.) Egyenletesen konvergél-e (f,,) a konvergenciatartomanyon?

o
c.) Mely xy pontban teljesiil a »_ f,(xo) numerikus sorra a konvergencia sziikséges
n=1

o
feltétele? Hatdrozza meg a > f,(z) fliggvénysor konvergenciatartomanyéat!
n=1

7.) folz) = 2™
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a.) f(x) =7

b.) || fo = f lloy="7 Egyenletes-¢ a konvergencia [0, 1]-en?
x

8.) fulz) = a2
a.) f(z) =7

b.) || fn = f||I=7 Egyenletes-e a konvergencia?

1

xn

9.) lim
n— 00 e2nz
0

doe =7

7.2. Fuggvénysorok

10.) Hatédrozza meg az alabbi fliggvénysorok konvergenciatartomanyat!

- n = n 1
n=1 n=1

b) % e.) Zn+x4
n=1 n=1
= L€ =1
n=1 n=1

11.) Egyenletesen konvergensek-e az alabbi fiiggvénysorok az adott I intervallumon?

a.) Z(—l)”; I = (—00,00)

n? + 222’

b) Z sinn?(z + 3) [ = (00, 00)

n? 41+ cosnz’

n=1
o0 T n
: — I=00,1] ill. I=(0,2
C>§;(n)’ 0,1] ill. T=(0,2)
, o , . sin(nrx+3) ..,
12.) Szabad-e tagonként derivélni tetsz6leges z-re a Z ————— fuggvénysort?
n

n=1

13.) Hatédrozza meg az alabbi fiiggvénysorok konvergenciatartomanyat!

a.) f:n <g>n b.) i (_s)

n=1 n=1

n
I?’L
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[\

—+
n

o
WE
S

(z —3)"

3
Il
_

d.) (x+2)"

NE
] <

3
Il
—

n+3

(n+ 1>!(x 1"

®
1[]e

(3z —6)"
(2n)!

hE

£)

1

3
I

(x+ 1)

g) n2 27’1

M8

3
Il
—

(22 4+ 1)*"

h) (n+1)%23"

M8

1

3
Il

14.) Hatérozza meg az aldbbi sorok konvergenciatartomanyét és Osszegfiiggvényét!

a) Y (k—1)z"

15.) [rja fel az alabbi fiiggvények o = 0 koriili Taylor sordt, és hatdrozza meg a sor konver-

genciatartomanyat!

a.) f(z) =22+ 3z —2
1

b.) flz) = 14 222

c.) f(z) =e*

d) f(z) =e*

e.) f(z) =sin’x

f) f(z) =1 — a2

g.) f(z) = arctg 2z

h) o) =
i) f(z) = v1— 222
i) f(@) =~

2T — x

16.) frja fel az alabbi fiiggvények xy = 1 koriili Taylor sordt, és hatarozza meg a sor konver-

genciatartomanyat!

a.) f(x) =62 —22*>+3
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1
Vit
f(z) = arshzx

19.) Felhasznalva, hogy (arshz) = fejtse o = 0 bazispontu Taylor sorba az

fiiggvényt! R =7
Adja meg a g(x) = 1 — arsh (223) fliggvény sorfejtését is!

20.) f(z) =v1+222+shzr—1

a.) Adja meg a fiiggvény zo = 0 koriili hatodrendii Taylor polinomjat!

b.) Hatdrozza meg a fiiggvény zo = 0 koriili Taylor soranak konvergenciasugarat!

21.) a.) Fejtse xg = 0 bézispontti Taylor sorba az f(z) = fiiggvényt, és hatarozza

1
V8 —x
meg a sorfejtés konvergenciasugarat!

b. IrJa fel f harmadrendii Taylor polinomjat elemi miiveletekkel!
200
¢.) (@™ f(x)*" (0) =7
22.) f(z) = V14222 — V1+ 3a?

a.) IrJa fel a fliggvény xy = 0 koriili Taylor sorat, és hatarozza meg annak konvergen-
ciasugarat!

)
)

b) Tim 28 o

x—0 $4

23.) Hatdrozza meg az aldbbi integralok kozelité értékét az integrélandé fliggvény Taylor
soranak 3. részletosszegét felhasznalval

1

1
a.) /cosx2 dx ¢ /arctgm da
T

0

0
1 0,1

sin x
b. d
) / z 0/\/1+x3

0
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