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1 Elemiszamelmeélet

1.1 Oszthatosag

DEFINiCIO 1.1.1.
a,bez,
a osztoja bnek, hadge Z : b=qa

TETEL1.1.2.
Az oszthatosadi-enrészbenrendezés

TETEL1.1.3.
a,b,cmneZ: c|lac|b=-c|(am+bn)

k
Altalanositvaa,m,ce€ Z: c|a,1<i<k=c| Zam
i=

TETEL1.1.4.
alb,b#0:abeZ=0<|a <|b

TETEL1.1.5.
n#0,a|b< nalnb

1.2 Maradékos osztas

TETEL 1.2.1 (MARADEKOS OSZTAYS).
abeN",b#£0: 3lgreN: a=bqg+rés0<r<b
Altalanositvaa,bec Z,b#0: 3'qreZ: a=bg+rés0<r<b

a
Megjegyzésa = bg+r-nél:q = { fg E:gz 8

b

TETEL1.2.2.
t>1t,neZ", 3Flag,...,an€Z, an#0,0<ag<t, (1<i<m)

Nn=amt"+amn1t™t+... +ait+ag

1.3 LegNagyobbK6z6sOszt6

DEFINIiCIO 1.3.1.

Legyena,b € Z, nem mindkett6 0, a ésllegnagyobb k6z6s osztéjaltac > O,
k6z06s 0szto, é8d kdzos osztora < ¢

Jelblés:(a,b),gcda,b),Inko(a,b)



1.3 LegNagyobbK6z6sOszto

DEFINICI0 1.3.2.

a,b € Z relativ primekha(a,b) =1

Altalanositvaay, ... ,a, relativ primek, hday,... ,an) =1
paronkéntrelativ primek, h&vi < j: (a,a5) =1 (1<i,j<n)

TETEL 1.3.3.
d=(a,b)=3ImneZ:d=am+bn

TETEL 1.3.4.
d € N*,a,b, € Z nem mindkettd 0. Az alabbi allitasok ekvivalensek:

1. d=(a,b)
2. d=min{ax+by: xy € Z,ax+ by > 0}

3. d kdzOs oszt6 €sc kozos osztora | d

TETEL 1.3.5 (LNKOTULAJDONSAGAI).
1. Vce N* : (ca,cb) = c(a,b)
2. (a,c)=(b,c)=1=(abc)=1
3. a,b,ceZ:(ab)=(ba) = (a,—b)=(ab+ac

4. clab,(a,c)=1=c|b

TETEL 1.3.6.
abeNT

a=bag +r; O<ri<b
b=rigx+r2 O<ra<r
ry =roQ0s-+rs O<rz<ry

Nk—2 = MNk—10k +re O <re<re—g
Mk—1 = MkOk+-1

A fenti egyenletek sorozata végesrgs= (a,b)
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1.4 Linearis diofantoszi egyenletek

TETEL1.4.1.
Az ax+ by = megyenlet

1. megoldhaté= (a,b) | m

2. haxg, Yo j6 megoldas= az 6sszes megoldas:

X=Xo+ b k —yp— 2 k
T @b YT @
TETEL1.4.2.
a,b > 0,ax+ by = m pozitiv megoldasainak szama egy&alzonk értékek sza-

maval, melyekre-(a,b)® < k < (a,b)%2

1.5 Primszamok

DEFINiCI0 1.5.1.

A p > 1 egészfelbonthatatlannaKirreducibilisnek nevezzik, ha

p = ab=- avagyb egység.

Megjegyzés: ezzel ekvivalenp:> 1 felbonthatatlan, ha 1-en és 6nmagéan kivdl
nincs pozitiv osztoja.

DEFINICIO 1.5.2.
A p> 1egésprim hap|ab= p|avagyp|b.

TETEL 1.5.3.
p € N prim < p felbonthatatlan.

LEMMA 1.5.4.
n > 1 = van felbonthatatlan osztéja.

TETEL 1.5.5 (SZAMELMELET ALAPTETELE).
Vn > 1 egész egyértelmierddll primek nem csokkénsorozatanak szorzataként.

DEFINiCIO 1.5.6.

n > 1, n kanonikus alakja
n=pt-...-pdr,ahola; >0(i=1,....,r) (pr< P2 <+ < pr)
TETEL 1.5.7 (KANONIKUS ALAKROL ).

1. a= p‘fl'...'pﬁ'f-nekd osztéjac= d = p[f1~...~ pPr 0<Bi<q



2. aosztoinak szamai(a) = (01 +1)(ax+1)-...- (o +1)

3. a= pg_xl ?r ((Xi 20),b: p?lpgr (BI ZO)
r . r
a,b) = min(i,Bi) a b = max(ai,B;)
@b) =[] a8~

TETEL 1.5.8 (0! KANONIKUS ALAKJA).

[oe]

1. pprime= Yy L&J = p%|n' (p|n!, depstifnl)
K=1

2. nt =[] p*, aholep = i L&J

p<n k=1

DEFINiCIO 1.5.9.
a,b € Z legkisebb koz0s tobbszordsea legkisebls > 0,c € Z, melyrea|c,b| c
Jeldlés]a,b] =c

TETEL 1.5.10 (LKKT TULAJDONSAGALI).
1. [0,0] =0, [a,0] =0, [a,a = |a
2. alb=[ab]=|b|
3. [abj=neN:
e ajnbi|n
e almb|m=n|m
4. [a,b] (a,b) =|a,b|
TETEL 1.5.11 (LAME).

A legnagyobb koz6s 0sztdé megtalalasaban az euklidészi algoritmusban szikséges
lépések szama 5- a kisebbik szadm szamjegyeinek a szama.

2 Kongruenciak

DEFINiCI0 2.0.12.
Haa e Z ésme Z\ {0}, akkora-nakm-mel vett (legkisebb nemnegativ) osztasi
maradékaa mod mjeldli.
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DEFINICIO 2.0.13.
XYeR, y#0 xmody:=x—|y| Lﬁj

DEFINiCI0 2.0.14.

m=£ 0, m e Z Azt mondjuk, hogya kongruens b-vel modulo,rhaa modm =
b modm

Jeldlésa=b (modm), a=b (m)

2.1 Kongruenciak tulajdonsagai
TETEL2.1.1.

1. a=b (modm) < a=b (mod —m)
2. Va,beZ: a=b (mod J

3. a=b (modm), b=a (modm), a—b=0 (modm), m|b—aekvivalen-
sek

4. a=Db (modm), b=c (modm)=a=c (modm)

= a"=" (modm) ekvivalenciarelacidreflexiv, szimmetrikus, tranzitiv)
5.a=b (modm) < a=b+mqg (modm) (qe€ Z)

6. a=b (modm), c=d (modm) =

e atc=b+d (modm)
e ac=hd (modm)

= a=b (modm) =

e a+c=b+c (modm)
e ac=bc (modm)
e 3"=Db" (modm) (ne NT)

= f tetsdleges egész egyutthatos polinge Z [x]), ésa=b (modm)
= f(a)= f(b) (modm)

TETEL 2.1.2 (KONGRUENCIAK KAPCSOLATA).
1.a=b (modm),d|m=a=b (modd)

2. a=b (modm), c# 0= ac=bc (modmc



2.2 Maradékosztalyok, maradékrendszerek 6

3. ax=bx (modm) < a=b (mod ﬁ)

4. ax=bx (modm), (x,m)=1=a=b (modm)

5.a=b (modm),i=12....,r<a=b (mod [my,...,m])

2.2 Maradékosztalyok, maradékrendszerek

DEFINiCIO 2.2.1.

Az a-val kongruens (mod m) szamok halmazat aa altal reprezentalinaradé-
kosztalynakevezzik.

Jeldlés]a),,, [a (modm), (a)m, (&) (modm), [a], (a), a

DEFINiCIO 2.2.2.
modulom teljes maradékrendszerspam halmaza, melyben minden maradékosz-
talybol van reprezentans.

LEMMA 2.2.3.
a=b (modm) = (a,m) = (b,m)

DEFINICIO 2.2.4.
modulom redukalt maradékrendszer-nez relativ prim, (mod m) inkongruens
egészek olyan halmaza, melym) elemd.

ALLITAS 2.2.5.
1. T CZtmrsz. (modm) <
e [T|=m
o ri,rjeT: ri#r; (modm)
2. RCZrmrsz. (modm) <
o [Ri=d(m)
o ri,ricR:ri#r; (modm)
o (ri,rj)=1(VieR)
TETEL 2.2.6.

(a,m) =1 és{ry,...,r¢} telies/redukalt mrsz.(mod m)
= {ary,...,arx} is teljes/redukalt mrsz.(mod m)
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2.3 Euler- és Fermat-tételek

TETEL 2.3.1 KIS-FERMAT-TETEL).
e pprim = aP=a (mod p)

e pprim,(a,p)=1=aP1=1 (mod p)

TETEL 2.3.2 (EJLER-FERMAT-TETEL).
(am) =1=a®™ =1 (modm)

ALLITAS 2.3.3.
(m,n) =1= ¢(mn) =d(m)d(n)

ALLITAS 2.3.4.
o(p") = p?—pt=p¥(1-13)
= n=pt-...pir = d(n) =nMi(1-3)

2.4 Modularis aritmetika
DEFINICIO 2.4.1.

o &+ [b]y:=[a+b]y,

o (@] b= [ab]y,

PELDA 2.4.2.

(mod 5 muvelettablak
+]0[1]2]3]4] +0]1]2]3]4]
0(0{1/2(|3|4 0/0|0|0|0]|O0
11|1/2/3/4|0 és 1/0({1(2|3|4
212(3(4(0]1 2110(214]1|3
313/4/0/1|2 310[3|1(42
414/0[1/2|3 410/4/3|2]|1

ALLITAs 2.4.3.

A (mod m) maradékosztalyok a fenti két mlvelettel kommutativ egységelemes
gyurat adnak.
Hamprim = a mardékosztalyok testet adnak.



DEFINICI0 2.4.4.

[a),,inverze[al,; [a,-[&,=[1, a=1 (modm)
([a],,, invertalhatg had inverze)

Jelolésial b, a~t (mod m)

TETEL 2.4.5.
1. ainvertalhaté (modm) < (a,m) =1

2. ainvertalhaté (modm) = (mod m) egyértelmi

3 Linearis kongruenciak

3.1 Linearis kongruencidk megoldasa
TETEL 3.1.1.

1. ax=b (mod m) megoldhaté= (a,m) | b

2. amegoldasok szaméa, m)
Megjegyzésax=b (modm) < ax+my=Db
TETEL 3.1.2 (WLSON).

1. pprim = (p—1)!= -1 (mod p)

2. m=4= (m-1)! =2 (modm)

3. m>4=(m-1)!=0 (modm)

= m>1lprim&s (m-1)!=-1 (modm)

3.2 Linearis kongruenciarendszerek
TETEL 3.2.1.

X=c; (modm)

X=c, (modmp) }megoldhata:) (mg,mp) | C2—C1

2. 3! (mod [my,my))



TETEL 3.2.2 (KINAI MARADEKTETEL ).
My, ..., m > 0 paronként relativ primek,
ai,...,a € Z ekkor az

x=a (modny) _ L
x=a, (modmy) szimultan lineéris

. kongruenciarendszenegoldhat6

=2 Emodmr) 3'mo. (mod [my,...,m])

azazv mo.x=Xp+kmy-...-m (ke Z) alaku

4 Magasabb foku kongruenciak

4.1 Magasabb foku kongruencidk megoldasa

TETEL4.1.1.
TetsDdleges-edfoku polinom kongruens egy legfeljepb- 1-edfoku polinommal
(mod p), hap prim.

DEFINiCI6 4.1.2.
A kegész aZ (x) =0 (mod m) polinom kongruencia egynegoldasahaf (k) =0
(mod m).

TETEL4.1.3.
f(X) = anx"+an_1xX" 1 + ... + a;x+ ag egészegyiitthatos
= f(x+y) = f(X) +yf(x) +y?g(x,y) Ezt felnasznalva:

fla+tp) = f(a) +tpf'(a) +t°p’g(atp) = f(a) +tpf'(a) (mod p?)
Haf(a) =0 (mod p) ésf(a+tp) =0 (mod p?), akkor p-vel osztva:
tf'(a)=—(f(a)/p) (mod p)
és ennek a linearis kongruencianak egyetlen megoldasa van.

TETEL4.1.4.
Legyenaaz f(x) =0 (mod p') egy megoldasa.

1. ptf'(a) = f(x) =0 (mod p'*!) egyetlen megoldase= a+ p't, aholt az
egyetlen megoldasagt f'(a) = —f(a) (mod p'™) kongruencianak.

2. p|f'(a) ésp™t| f(a) = f(x) =0 (mod p'™!) megoldasainak szama
és ezek alakja=a+ p't (mod p'*1), t tetsdleges.
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3. p| f'(a) ésp™1f f(a) = f(x)=0 (mod p'*!) nem oldhaté meg tgy, hogy
x=a (mod p") legyen.

4.2 Polinomok modulo prim

TETEL4.2.1.

Ha f n-edfokd polinom,p prim ésf nem mindegyik egyutthatoja oszthapd
vel, akkor azf(x) = 0 (mod p) kongruencianak legfeljebh megoldasa van
(mod p).

TETEL4.2.2.
F:Zp— Zp= 3f max(p— 1)-edfokd polinom £ (x) = f(x) (mod p) Vx

TETEL4.2.3.
f(x) =0 (mod p), f n-edfokd, Begyutthatdja 1
f-nek pontosam kiilbnb6 megoldasa vag> f(x) azxP — x tényedje.

xP—x= f(x)-q(x)+ p-s(x), degg= p—n, degs< n

Kovetekezményd | p— 1= x4 =1 (mod p) kongruencianaki kiilénb6s meg-
oldasa van.

5 Rend, hatvanymaradékok

5.1 Rend

DEFINICIO 5.1.1.

m>0, mac Z, (a,m) =1 Azt mondjuk, hogy

arendje hhaa"=1 (modm), deak# 1 (modm), haO< k< h
Jeldlés: orgla=h, om(a) =h

TETEL5.1.2 (REND TULAJDONSAGAI).
1. ordpa=h=a=1 (modm) < h|k
= (a,m) =1= ordnha| $(m)
= (am=1a=a (modm)<i=j (mod orgna)

2. ordnma=h= ordpak = )

DEFINiCI0 5.1.3.
g primitiv gyok (mod m), ha org,g = ¢(m)
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TETELS5.1.4.
mnek (m > 1) pontosan akkor van primitiv gyoke, Ima= 2 vagym = 4 vagy
m= p® vagym= 2- p%, ahol p paratlan prim és > 0.

TETEL5.1.5.
a (mod m) primitiv gyokok szamap(¢(m)).

DEFINiICIO 5.1.6.
p prim,(a,p) =1 ésx"=a (mod p)-nek van megoldasa, akkam. hatvanyma-
radék

DEFINICIO 5.1.7.

g primitiv gyok (modm), (a,m) =1 ésg" =a (modm) = indga=n (n anak
g alapu indexg(1 < n < ¢(m)).

Megjegyzés: az index ugyanugy mikddik, mint a logaritmus.

TETEL5.1.8.
p prim (a,p) = 1 ax" =a (mod p) kongruencianak

—1

(n,p—1) megoldasavan atr-J =1 (mod p) (n,p—1) |indga
0 megoldasavan~ &% < (n,p—1)tindga
g ap-1 §_£ 1 (mOd p) P g

5.2 Neégyzetes (kvadratikus) maradékok

DEFINICI0 5.2.1.
(a,m) = 1, a négyzetes (kvadratikus) maradék/nemmaradak’ = a (mod m)-
nek van/nincs megoldasa.

DEFINICI0 5.2.2.
p paratlan prim, ekko % -t Legendre-jelnek (Legendre-szimbolumnag&yez-

zUk és a kovetkdképp definialjuk:

—1, akvadratikus nemmaradék

(a) 1, akvadratikus maradék
0 a=0 (modp)

P

TETEL 5.2.3 (A LEGENDREJEL TULAJDONSAGAI).
p pératlan prim

1. (%) =a (mod p)

: . . =
2. a kvadratikus maradékok szamanod p) £=
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3. (3)- ()= (%) (3)(3)=(*5%)
(

1\ _ -1\ _ %t 1 p:4k—|—1
6. <5>‘1’ <p>_( 1) _{ 1, p=4k-1
= x?+1=0 (mod p) megoldhatd, ha = 4k + 1, nem megoldhaté hp =
4k — 1, a megoldas- (p%l)!

TETEL 5.2.4 (RAUSS-LEMMA).
(a, p) = 1, tekintsuka, 2a, . ... ,p%la szamok legkisebb abszolutérték(i maradékat
(mod p) és legyerm a negativak szama.

Ekkor () = (~1)™

TETEL5.2.5.
p paratlan prim

LEMMA 5.2.6.
a,b paratlanok(a,b) =1

— a—1
a-1b-1 2 |ai < | bj
ool aldl

TETEL5.2.7 (AUSS-FELE KVADRATIKUS RECIPROCITASI TETEL).
. , p—1 g-1
p,q paratlan primp # q) = (g) : <%) =(-1)z "z

-

= (%) - Pvagyq 4k + 1 alaku
_ pésq 4k+ 3 alakuak

oo alo

3
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DEFINICI0 5.2.8.
m> 1 paratianm=p..... pi, (a,m) =1 ekkor (2)-t Jacobi-jelnek (Jacobi-
szimbélumnakhevezzik és a kévetkéképp definialjuk:

(B-(a) ()

e mprim =- a Jacobi-jel azonos a Legendre-jellel

Megjegyzések:

e (2) =1 nem jelenti, hogx? = a (mod m) megoldhato, csak hap | m-re

()1

TETEL 5.2.9 (A ACOBI-JEL TULAJDONSAGAI).
nm>1,(am)=(bm =1

1.
2.

. m,n péaratlanok(m,n) = 1= (1) - (&) = (_1)m_4.n%1

»

ALLITAS 5.2.10 (MODULARIS NEGYZETGYOKVONAS).
n=pg, p,qparatlan primek
x? = a (mod n) megoldhaté= 4 kiilonb6s megoldas van

6 Szamelméleti fliggvények

6.1 Fuggvénydefiniciok, multiplikativitas, additivitas

DEFINICIO 6.1.1.
f fuggvényszamelméleti fluggvénaZ* C Dy

DEFINICIO 6.1.2.
f szamelméleti fliggvény
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multiplikativ, haf (nm) = f(n)f(m) ¥(n,m) =1

additiv, haf(nm) = f(n)+ f(m) V(n,m) =1

teljesen multiplikativha f (nm) = f(n) f(m) Vn,m

teljesen additivha f (nm) = f(n) + f(m) Vn,m
ALLITAS 6.1.3.

1. In: f(n) # 0 ésf multiplikativ=-f(1) =1

2. gadditiv=9(1) =0
TETELG6.1.4.

Multiplikativ és additiv fliggvényeket elég csak primhatvanyokra, teljesen mul-
tiplikativ és teljesen additiv fliggvényeket pedig csak primekre ismerni:

f mult.  haf (U pi“i> — U f(p™)

fi t. mult. haf; (l_l piﬂi) — |—| fu(pi)%
Vi Vi

g add. hag("l p?i) :zg(pgi>
Vi Vi

g t.add. hay (U p?“) =2 &(p)"
[ Vi

TETEL6.1.5.
Két multiplikativ flggvény szorzata és hanyadosa is multiplikativ.

DEFINiICI0 6.1.6.

e d(n) := nosztdinak szama

e 0(n) :=nosztdinak 6sszege
e V(n) := n primtényedinek szama
e K(n) :=nkildnb6d primtényedinek szdma

e d(n

n-nél kisebbn-hez relativ primek szama
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1, n=1
e Y(n):=4q (=17 n=pg,...,pr pi # pj, hai # ]
0, egyébkeént

ALLITAS 6.1.7.
d,o, ¢, u multiplikativ fliggvények

TETEL 6.1.8.
n=pjt-....pdr

r

1. d(n) = -rl(m +1)

r _ai+1_1
2.0n)=[]———
(n) [ =1

6.2 Osszegzések
TETEL6.2.1.

> 0(d)=n

DEFINICI0 6.2.2.

o f szamelméleti fuggvénysszegzési fliggvénye,imelyre:f(n) = ; f(d)
djn
.

o f szamelméleti fuggvényegforditasi figgvénye { melyre:f(n):z (d)
djn
f)
ALLITAS 6.2.3.

f~ egyértelmien létezik

ALLITAS 6.2.4.
f multiplikativ < f* is multiplikativ
ALLITAS 6.2.5.

1, han=1
Hr(n) = e(n) ::{ 0, han>1
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TETEL 6.2.6 (MOBIUS-FELE INVERZIOSYMEGFORDITASI FORMULA).

S fd) e fn)=Yu(2) gd
ol =3 f(e) < (1) dzm”<d) o(d)

DEFINICI0 6.2.7.
f ésg szamelméleti fliggvényeatonvolucidjata kbvetkebképpen definialjuk:

(Fg)(n) == f(d)-9 (%)

djn
Megjegyzés:
o fT=1fx1
o fm=1fxpu
TETEL6.2.8.
A x relacié kommutativ, asszociativ, egységeleregs). = 1, han=1
' » €gyseg =910, han>1

DEFINICI0 6.2.9 (DRICHLET-SOR).

)3 % (azons helyeken, ahol konvergens)
n=1

DEFINICI0 6.2.10 (REMANN-FELE ZETA FUGGVENY).
00

{(s) = Z % (abszolét konvergens,> 1)
=1

TETEL 6.2.11 (EJLER-FELE SZORZATALAK).

TETEL6.2.12.
f,g,h szdmelméleti figgvények é5G,H Dirichlet-soraik abszolut konvergen-
sek, ekkor

=fxg=H=F-G

TETEL 6.2.13 (MOLGYTETEL).

VK € N* : 3w sokn:d(n—1) —d(n) > K,d(n+1) —d(n) > K
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TETEL6.2.14 (HEGYTETEL).

VK € NT : 3w sokn:d(n)—d(n—1) > K,d(n)—d(n+1) > K

TETEL6.2.15.

éd(”

————Inn| <1
n

6.3 Minimalis univerzalis kitevd (exponens)

DEFINiCI0 6.3.1.

A > 0 minimalis univerzalis kitev6(mod n), haA a legkisebb olyan egész, hogy
a* =1 (modn) V(an)=1esetén (szokasn) fliggvényként irni)
Megjegyzés:

e had primitiv gyok = A(n) = ¢(n)
e haorgha=k=-k|A(n)

LEMMA 6.3.2.
ord,a=k,ord,b=1=-3g: ordyg= [k 1]

LEMMA 6.3.3.
M a maximalis rend= M = A(n), IA(n) rendd elem.

TETEL 6.3.4.
p prim = 3 primitiv gyok (mod p)
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