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1 Elemi számelmélet

1.1 Oszthatósag

DEFINÍCIÓ 1.1.1.
a,b∈ Z,
a osztója b-nek, ha∃q∈ Z : b = qa.

TÉTEL 1.1.2.
Az oszthatóságN-enrészbenrendezés

TÉTEL 1.1.3.
a,b,c,m,n∈ Z : c | a,c | b⇒ c | (am+bn)

Általanosítva:ai ,mi ,c∈ Z : c | ai ,1≤ i ≤ k⇒ c |
k

∑
i=1

aimi

TÉTEL 1.1.4.
a | b,b 6= 0 : a,b∈ Z⇒ 0< |a| ≤ |b|

TÉTEL 1.1.5.
n 6= 0,a | b⇔ na | nb

1.2 Maradékos osztás

TÉTEL 1.2.1 (MARADÉKOS OSZTÁS).
a,b∈ N+,b 6= 0 : ∃!q, r ∈ N : a = bq+ r és 0≤ r < b
Általánosítva:a,b∈ Z,b 6= 0 : ∃!q, r ∈ Z : a = bq+ r és 0≤ r < b

Megjegyzés:a = bq+ r-nél:q =
{ ⌊a

b

⌋
hab> 0⌈

a
b

⌉
hab< 0

TÉTEL 1.2.2.
t > 1, t,n∈ Z+, ∃!a1, . . . ,am∈ Z, am 6= 0,0≤ ai < t, (1≤ i ≤m)

n = amtm+am−1t
m−1 + . . .+a1t +a0

1.3 LegNagyobbKözösOsztó

DEFINÍCIÓ 1.3.1.
Legyena,b∈ Z, nem mindkettö 0, a és blegnagyobb közös osztója c, hac> 0,
közös osztó, és∀d közös osztórad≤ c
Jelölés:(a,b),gcd(a,b), lnko(a,b)
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DEFINÍCIÓ 1.3.2.
a,b∈ Z relatív prímek, ha(a,b) = 1
Általánosítva:a1, . . . ,an relatív prímek, ha(a1, . . . ,an) = 1
páronkéntrelatív prímek, ha∀i < j : (ai ,a j) = 1 (1≤ i, j ≤ n)

TÉTEL 1.3.3.
d = (a,b)⇒∃m,n∈ Z : d = am+bn

TÉTEL 1.3.4.
d ∈ N+,a,b,∈ Z nem mindkettö 0. Az alábbi állítasok ekvivalensek:

1. d = (a,b)

2. d = min{ax+by : x,y∈ Z,ax+by> 0}

3. d közös osztó és∀c közös osztórac | d

TÉTEL 1.3.5 (LNKO TULAJDONSÁGAI).

1. ∀c∈ N+ : (ca,cb) = c(a,b)

2. (a,c) = (b,c) = 1⇒ (ab,c) = 1

3. a,b,c∈ Z : (a,b) = (b,a) = (a,−b) = (a,b+ac)

4. c | ab,(a,c) = 1⇒ c | b

TÉTEL 1.3.6.
a,b∈ N+

a = bq1 + r1 0< r1 < b
b = r1q2 + r2 0< r2 < r1

r1 = r2q3 + r3 0< r3 < r2
...

...
...

rk−2 = rk−1qk + rk 0< rk < rk−1
rk−1 = rkqk+1

A fenti egyenletek sorozata véges ésrk = (a,b)
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1.4 Lineáris diofantoszi egyenletek

TÉTEL 1.4.1.
Az ax+by= m egyenlet

1. megoldható⇔ (a,b) |m

2. hax0,y0 jó megoldás⇒ az összes megoldás:

x = x0 +
b

(a,b)
k, y = y0−

a
(a,b)

k

TÉTEL 1.4.2.
a,b> 0,ax+ by = m pozitív megoldásainak száma egyenlő azonk értékek szá-
mával, melyekre−(a,b)x0

b < k< (a,b)y0
a

1.5 Prímszámok

DEFINÍCIÓ 1.5.1.
A p> 1 egésztfelbonthatatlannak(irreducibilisnek) nevezzük, ha
p = ab⇒ a vagyb egység.
Megjegyzés: ezzel ekvivalens:p> 1 felbonthatatlan, ha 1-en és önmagán kívül
nincs pozitív osztója.

DEFINÍCIÓ 1.5.2.
A p> 1 egészprím, hap | ab⇒ p | a vagy p | b.

TÉTEL 1.5.3.
p∈ N prím ⇔ p felbonthatatlan.

LEMMA 1.5.4.
n> 1⇒ van felbonthatatlan osztója.

TÉTEL 1.5.5 (SZÁMELMÉLET ALAPTÉTELE).
∀n> 1 egész egyértelműen előáll prímek nem csökkenő sorozatának szorzataként.

DEFINÍCIÓ 1.5.6.
n> 1, n kanonikus alakja:
n = pα1

1 · . . . · pαr
r , aholαi > 0 (i = 1, . . . , r) (p1 < p2 < · · ·< pr)

TÉTEL 1.5.7 (KANONIKUS ALAKRÓL ).

1. a = pα1
1 · . . . · pαr

r -nekd osztója⇔ d = pβ1
1 · . . . · p

βr
r 0≤ βi ≤ αi
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2. a osztóinak száma:δ(a) = (α1 +1)(α2 +1) · . . . · (αr +1)

3. a = pα1
1 · . . . · pαr

r (αi ≥ 0), b = pβ1
1 · . . . · p

βr
r (βi ≥ 0)

(a,b) =
r

∏
i=1

pmin(αi ,βi)
i [a,b] =

r

∏
i=1

pmax(αi ,βi)
i

TÉTEL 1.5.8 (n! KANONIKUS ALAKJA ).

1. p prím e=
∞

∑
k=1

⌊
n
pk

⌋
⇒ pe ‖ n! (pe | n!, de pe+1

- n!)

2. n! = ∏
p≤n

pep, aholep =
∞

∑
k=1

⌊
n
pk

⌋

DEFINÍCIÓ 1.5.9.
a,b∈ Z legkisebb közös többszöröseaz a legkisebbc≥ 0,c∈ Z, melyrea | c,b | c
Jelölés:[a,b] = c

TÉTEL 1.5.10 (LKKT TULAJDONSÁGAI).

1. [0,0] = 0, [a,0] = 0, [a,a] = |a|

2. a | b⇒ [a,b] = |b|

3. [a,b] = n∈ N:

• a | n,b | n
• a |m,b |m⇒ n |m

4. [a,b] (a,b) = |a,b|

TÉTEL 1.5.11 (LAME).
A legnagyobb közös osztó megtalálásában az euklidészi algoritmusban szükséges
lépések száma≤ 5· a kisebbik szám számjegyeinek a száma.

2 Kongruenciák

DEFINÍCIÓ 2.0.12.
Ha a∈ Z ésm∈ Z\{0}, akkora-nakm-mel vett (legkisebb nemnegatív) osztási
maradékáta modm jelöli.
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DEFINÍCIÓ 2.0.13.
x,y∈ R, y 6= 0 x mody := x−|y|

⌊
x
|y|

⌋
DEFINÍCIÓ 2.0.14.
m 6= 0, m∈ Z Azt mondjuk, hogya kongruens b-vel modulo m, haa modm =
b modm
Jelölés:a≡ b (mod m), a≡ b (m)

2.1 Kongruenciák tulajdonságai

TÉTEL 2.1.1.

1. a≡ b (mod m)⇔ a≡ b (mod −m)

2. ∀a,b∈ Z : a≡ b (mod 1)

3. a≡ b (mod m), b≡ a (mod m), a−b≡ 0 (mod m), m | b−a ekvivalen-
sek

4. a≡ b (mod m), b≡ c (mod m)⇒ a≡ c (mod m)

⇒ a "≡" (mod m) ekvivalenciareláció(reflexív, szimmetrikus, tranzitív)

5. a≡ b (mod m)⇔ a≡ b+mq (mod m) (q∈ Z)

6. a≡ b (mod m), c≡ d (mod m)⇒

• a±c≡ b±d (mod m)

• ac≡ bd (mod m)

⇒ a≡ b (mod m)⇒

• a+c≡ b+c (mod m)

• ac≡ bc (mod m)

• an≡ bn (mod m) (n∈ N+)

⇒ f tetsz̋oleges egész együtthatós polinom( f ∈ Z [x]), ésa≡ b (mod m)
⇒ f (a)≡ f (b) (mod m)

TÉTEL 2.1.2 (KONGRUENCIÁK KAPCSOLATA).

1. a≡ b (mod m), d |m⇒ a≡ b (mod d)

2. a≡ b (mod m), c 6= 0⇒ ac≡ bc (mod mc)
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3. ax≡ bx (mod m)⇔ a≡ b (mod m
(x,m))

4. ax≡ bx (mod m), (x,m) = 1⇒ a≡ b (mod m)

5. a≡ b (mod mi), i = 1,2, . . . , r ⇔ a≡ b (mod [m1, . . . ,mr ])

2.2 Maradékosztályok, maradékrendszerek

DEFINÍCIÓ 2.2.1.
Az a-val kongruens (mod m) számok halmazát aza által reprezentáltmaradé-
kosztálynaknevezzük.
Jelölés:[a]m, [a] (mod m), (a)m, (a) (mod m), [a] , (a), a

DEFINÍCIÓ 2.2.2.
modulom teljes maradékrendszer mszám halmaza, melyben minden maradékosz-
tályból van reprezentáns.

LEMMA 2.2.3.
a≡ b (mod m)⇒ (a,m) = (b,m)

DEFINÍCIÓ 2.2.4.
modulom redukált maradékrendszer m-hez relatív prím, (mod m) inkongruens
egészek olyan halmaza, melyϕ(m) elemű.

ÁLLÍTÁS 2.2.5.

1. T ⊆ Z tmrsz. (mod m)⇔

• |T|= m

• r i , r j ∈ T : r i 6≡ r j (mod m)

2. R⊆ Z rmrsz. (mod m)⇔

• |R|= ϕ(m)

• r i , r j ∈ R : r i 6≡ r j (mod m)

• (r i , r j) = 1 (∀i ∈ R)

TÉTEL 2.2.6.
(a,m) = 1 és{r1, . . . , rk} teljes/redukált mrsz.(mod m)
⇒{ar1, . . . ,ark} is teljes/redukált mrsz.(mod m)
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2.3 Euler- és Fermat-tételek

TÉTEL 2.3.1 (KIS-FERMAT-TÉTEL).

• p prím ⇒ ap≡ a (mod p)

• p prím ,(a, p) = 1⇒ ap−1≡ 1 (mod p)

TÉTEL 2.3.2 (EULER-FERMAT-TÉTEL).
(a,m) = 1⇒ aϕ(m) ≡ 1 (mod m)

ÁLLÍTÁS 2.3.3.
(m,n) = 1⇒ ϕ(m,n) = ϕ(m)ϕ(n)

ÁLLÍTÁS 2.3.4.
ϕ(pα) = pα− pα−1 = pα(1− 1

p)
⇒ n = pα1

1 · . . . · pαr
r ⇒ ϕ(n) = n∏r

i=1(1− 1
p)

2.4 Moduláris aritmetika

DEFINÍCIÓ 2.4.1.

• [a]m+[b]m := [a+b]m

• [a]m · [b]m := [ab]m

PÉLDA 2.4.2.
(mod 5) művelettáblák

+ 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

és

∗ 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

ÁLLÍTÁS 2.4.3.
A (mod m) maradékosztályok a fenti két művelettel kommutatív egységelemes
gyűrűt adnak.
Ham prím ⇒ a mardékosztályok testet adnak.
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DEFINÍCIÓ 2.4.4.
[a]m inverze[ā]m: [a]m · [ā]m = [1]m aā≡ 1 (mod m)
([a]m invertálható, ha∃ inverze)
Jelölés:[a]−1

m , a−1 (mod m)

TÉTEL 2.4.5.

1. a invertálható (mod m)⇔ (a,m) = 1

2. a invertálható (mod m)⇒ (mod m) egyértelmű

3 Lineáris kongruenciák

3.1 Lineáris kongruenciák megoldása

TÉTEL 3.1.1.

1. ax≡ b (mod m) megoldható⇔ (a,m) | b

2. a megoldások száma:(a,m)

Megjegyzés:ax≡ b (mod m)⇔ ax+my= b

TÉTEL 3.1.2 (WILSON).

1. p prím ⇒ (p−1)! ≡−1 (mod p)

2. m= 4⇒ (m−1)! ≡ 2 (mod m)

3. m> 4⇒ (m−1)! ≡ 0 (mod m)

⇒ m> 1 prím ⇔ (m−1)! ≡−1 (mod m)

3.2 Lineáris kongruenciarendszerek

TÉTEL 3.2.1.

1.
x≡ c1 (mod m1)
x≡ c2 (mod m2)

}
megoldható⇔ (m1,m2) | c2−c1

2. ∃! (mod [m1,m2])
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TÉTEL 3.2.2 (KÍNAI MARADÉKTÉTEL ).
m1, . . . ,mr > 0 páronként relatív prímek,
a1, . . . ,ar ∈ Z ekkor az

x≡ a1 (mod m1)
x≡ a2 (mod m2)

...
x≡ ar (mod mr)


szimultán lineáris
kongruenciarendszermegoldható
∃! mo. (mod [m1, . . . ,mr ])

azaz∀mo.x = x0 +km1 · . . . ·mr (k∈ Z) alakú

4 Magasabb fokú kongruenciák

4.1 Magasabb fokú kongruenciák megoldása

TÉTEL 4.1.1.
Tetsz̋olegesn-edfokú polinom kongruens egy legfeljebbp−1-edfokú polinommal
(mod p), hap prím.

DEFINÍCIÓ 4.1.2.
A k egész azf (x)≡ 0 (mod m) polinom kongruencia egymegoldása, ha f (k)≡ 0
(mod m).

TÉTEL 4.1.3.
f (x) = anxn +an−1xn−1 + . . .+a1x+a0 egészegyütthatós
⇒ f (x+y) = f (x)+y f ′(x)+y2g(x,y) Ezt felhasználva:

f (a+ t p) = f (a)+ t p f ′(a)+ t2p2g(a, t p)≡ f (a)+ t p f ′(a) (mod p2)

Ha f (a)≡ 0 (mod p) és f (a+ t p)≡ 0 (mod p2), akkorp-vel osztva:

t f ′(a)≡−( f (a)/p) (mod p)

és ennek a lineáris kongruenciának egyetlen megoldása van.

TÉTEL 4.1.4.
Legyena az f (x)≡ 0 (mod pr) egy megoldása.

1. p - f ′(a)⇒ f (x)≡ 0 (mod pr+1) egyetlen megoldásax = a+ prt, aholt az
egyetlen megoldása aprt f ′(a)≡− f (a) (mod pr+1) kongruenciának.

2. p | f ′(a) és pr+1 | f (a)⇒ f (x) ≡ 0 (mod pr+1) megoldásainak számap,
és ezek alakjax≡ a+ prt (mod pr+1), t tetsz̋oleges.
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3. p | f ′(a) éspr+1
- f (a)⇒ f (x)≡ 0 (mod pr+1) nem oldható meg úgy, hogy

x≡ a (mod pr) legyen.

4.2 Polinomok modulo prím

TÉTEL 4.2.1.
Ha f n-edfokú polinom,p prím és f nem mindegyik együtthatója oszthatóp-
vel, akkor az f (x) ≡ 0 (mod p) kongruenciának legfeljebbn megoldása van
(mod p).

TÉTEL 4.2.2.
F : Zp→ Zp⇒∃ f max(p−1)-edfokú polinom :F(x)≡ f (x) (mod p) ∀x

TÉTEL 4.2.3.
f (x)≡ 0 (mod p), f n-edfokú, f̋oegyütthatója 1
f -nek pontosann különböz̋o megoldása van⇔ f (x) azxp−x tényez̋oje.

xp−x = f (x) ·q(x)+ p·s(x), degq = p−n, degs< n

Követekezmény:d | p−1⇒ xd ≡ 1 (mod p) kongruenciánakd különböz̋o meg-
oldása van.

5 Rend, hatványmaradékok

5.1 Rend

DEFINÍCIÓ 5.1.1.
m> 0, m,a∈ Z, (a,m) = 1 Azt mondjuk, hogy
a rendje h, haah≡ 1 (mod m), deak 6≡ 1 (mod m), ha 0< k< h
Jelölés: ordma = h, om(a) = h

TÉTEL 5.1.2 (REND TULAJDONSÁGAI).

1. ordma = h⇒ ak ≡ 1 (mod m)⇔ h | k

⇒ (a,m) = 1⇒ ordma | ϕ(m)

⇒ (a,m) = 1,ai ≡ a j (mod m)⇔ i ≡ j (mod ordma)

2. ordma = h⇒ ordmak = h
(h,k)

DEFINÍCIÓ 5.1.3.
g primitív gyök (mod m), ha ordmg = ϕ(m)
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TÉTEL 5.1.4.
m-nek (m> 1) pontosan akkor van primitív gyöke, ham = 2 vagym = 4 vagy
m= pα vagym= 2· pα, aholp páratlan prím ésα> 0.

TÉTEL 5.1.5.
a (mod m) primitív gyökök számaϕ(ϕ(m)).

DEFINÍCIÓ 5.1.6.
p prím ,(a, p) = 1 ésxn≡ a (mod p)-nek van megoldása, akkora n. hatványma-
radék.

DEFINÍCIÓ 5.1.7.
g primitív gyök (mod m), (a,m) = 1 ésgn≡ a (mod m)⇒ indga = n (n a-nak
g alapú indexe) (1≤ n≤ ϕ(m)).
Megjegyzés: az index ugyanúgy működik, mint a logaritmus.

TÉTEL 5.1.8.
p prím (a, p) = 1 axn≡ a (mod p) kongruenciának

(n, p−1) megoldása van
0 megoldása van

⇔ a
p−1

(n,p−1) ≡ 1 (mod p)

a
p−1

(n,p−1) 6≡ 1 (mod p)
⇔ (n, p−1) | indga

(n, p−1) - indga

5.2 Négyzetes (kvadratikus) maradékok

DEFINÍCIÓ 5.2.1.
(a,m) = 1, a négyzetes (kvadratikus) maradék/nemmaradék, hax2≡ a (mod m)-
nek van/nincs megoldása.

DEFINÍCIÓ 5.2.2.
p páratlan prím, ekkor

(
a
p

)
-t Legendre-jelnek (Legendre-szimbólumnak)nevez-

zük és a következ̋oképp definiáljuk:(
a
p

)
=


1, akvadratikus maradék
−1, akvadratikus nemmaradék
0 a≡ 0 (mod p)

TÉTEL 5.2.3 (A LEGENDRE-JEL TULAJDONSÁGAI).
p páratlan prím

1.
(

a
p

)
≡ a

p−1
2 (mod p)

2. a kvadratikus maradékok száma(mod p) p−1
2
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3.
(

a
p

)
·
(

b
p

)
=
(

ab
p

)
,
(

a1
p

)
· . . . ·

(
ak
p

)
=
(

a1,... ,ak
p

)
4. a≡ b (mod p)⇒

(
a
p

)
=
(

b
p

)
5. (a, p) = 1⇒

(
a2

p

)
= 1,

(
a2b
p

)
=
(

b
p

)
6.
(

1
p

)
= 1,

(
−1
p

)
= (−1)

p−1
2 =

{
1, p = 4k+1
−1, p = 4k−1

⇒ x2 + 1≡ 0 (mod p) megoldható, hap = 4k+ 1, nem megoldható hap =
4k−1, a megoldás±

(
p−1

2

)
!

TÉTEL 5.2.4 (GAUSS-LEMMA ).
(a, p) = 1, tekintsüka,2a, . . . , p−1

2 a számok legkisebb abszolútértékű maradékát
(mod p) és legyenm a negatívak száma.

Ekkor
(

a
p

)
= (−1)m

TÉTEL 5.2.5.
p páratlan prím

1. (a,2p) = 1⇒
(

a
p

)
= (−1)

p−1
2

∑
i=1

⌊
ai
p

⌋

2.
(

2
p

)
= (−1)

p2−1
8

LEMMA 5.2.6.
a,b páratlanok,(a,b) = 1

a−1
2
· b−1

2
=

b−1
2

∑
i=1

⌊
ai
b

⌋
+

a−1
2

∑
j=1

⌊
b j
a

⌋

TÉTEL 5.2.7 (GAUSS-FÉLE KVADRATIKUS RECIPROCITÁSI TÉTEL).

p,q páratlan prím (p 6= q)⇒
(

p
q

)
·
(

q
p

)
= (−1)

p−1
2 ·

q−1
2

⇒

(
p
q

)
=

(
q
p

)(
p
q

)
= −

(
q
p

) ⇔ p vagyq 4k+1 alakú
p ésq 4k+3 alakúak
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DEFINÍCIÓ 5.2.8.
m> 1 páratlan,m = pk1

1 · . . . · pkr
r , (a,m) = 1 ekkor

(
a
m

)
-t Jacobi-jelnek (Jacobi-

szimbólumnak)nevezzük és a következőképp definiáljuk:( a
m

)
=
(

a
p1

)k1

· . . . ·
(

a
pr

)kr

Megjegyzések:

• m prím ⇒ a Jacobi-jel azonos a Legendre-jellel

•
(

a
m

)
= 1 nem jelenti, hogyx2≡ a (mod m) megoldható, csak ha∀p |m-re(

a
p

)
= 1

TÉTEL 5.2.9 (A JACOBI-JEL TULAJDONSÁGAI).
n,m> 1, (a,m) = (b,m) = 1

1.
(

a
m

)
·
(

b
m

)
=
(

ab
m

)
2.
(

a
m

)
·
(

a
n

)
=
(

a
mn

)
3.
( 2

m

)
= (−1)

m2−1
8

4. a≡ b (mod m)⇒
(

a
m

)
=
(

b
m

)
5.
(−1

m

)
= (−1)

m−1
2

6. m,n páratlanok,(m,n) = 1⇒
(

m
n

)
·
(

n
m

)
= (−1)

m−1
2 ·

n−1
2

ÁLLÍTÁS 5.2.10 (MODULÁRIS NÉGYZETGYÖKVONÁS).
n = pq, p,q páratlan prímek
x2≡ a (mod n) megoldható⇒ 4 különböz̋o megoldás van

6 Számelméleti függvények

6.1 Függvénydefiníciók, multiplikativitás, additivitás

DEFINÍCIÓ 6.1.1.
f függvényszámelméleti függvény, haZ+ ⊆D f

DEFINÍCIÓ 6.1.2.
f számelméleti függvény
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• multiplikatív, ha f (nm) = f (n) f (m) ∀(n,m) = 1

• additív, ha f (nm) = f (n)+ f (m) ∀(n,m) = 1

• teljesen multiplikatív, ha f (nm) = f (n) f (m) ∀n,m

• teljesen additív, ha f (nm) = f (n)+ f (m) ∀n,m

ÁLLÍTÁS 6.1.3.

1. ∃n : f (n) 6= 0 és f multiplikatív⇒ f (1) = 1

2. g additív⇒ g(1) = 0

TÉTEL 6.1.4.
Multiplikatív és additív függvényeket elég csak prímhatványokra, teljesen mul-
tiplikatív és teljesen additív függvényeket pedig csak prímekre ismerni:

f mult. ha f

(
∏
∀i

pαi
i

)
= ∏
∀i

f (pαi
i )

ft t. mult. ha ft

(
∏
∀i

pαi
i

)
= ∏
∀i

ft(pi)αi

g add. hag

(
∏
∀i

pαi
i

)
= ∑
∀i

g(pαi
i )

gt t. add. hagt

(
∏
∀i

pαi
i

)
= ∑
∀i

gt(pi)αi

TÉTEL 6.1.5.
Két multiplikatív függvény szorzata és hányadosa is multiplikatív.

DEFINÍCIÓ 6.1.6.

• d(n) := n osztóinak száma

• σ(n) := n osztóinak összege

• ν(n) := n prímtényez̋oinek száma

• κ(n) := n különböz̋o prímtényez̋oinek száma

• ϕ(n) := n-nél kisebbn-hez relatív prímek száma
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• µ(n) :=


1, n = 1
(−1)r , n = p1, . . . , pr pi 6= p j , ha i 6= j
0, egyébként

ÁLLÍTÁS 6.1.7.
d,σ,ϕ,µ multiplikatív függvények

TÉTEL 6.1.8.
n = pα1

1 · . . . · pαr
r

1. d(n) =
r

∏
i=1

(αi +1)

2. σ(n) =
r

∏
i=1

pαi+1
i −1
pi−1

3. ϕ(n) =
r

∏
i=1

(pαi
i − pαi−1

i )

6.2 Összegzések

TÉTEL 6.2.1.

∑
d|n

ϕ(d) = n

DEFINÍCIÓ 6.2.2.

• f számelméleti függvényösszegzési függvénye f+, melyre: f +(n) = ∑
d|n

f (d)

• f számelméleti függvénymegfordítási függvénye f−, melyre: f (n) = ∑
d|n

f−(d) (( f−)+ =

f )

ÁLLÍTÁS 6.2.3.
f− egyértelműen létezik

ÁLLÍTÁS 6.2.4.
f multiplikatív⇔ f + is multiplikatív

ÁLLÍTÁS 6.2.5.

µ+(n) = e(n) :=
{

1, han = 1
0, han> 1
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TÉTEL 6.2.6 (MÖBIUS-FÉLE INVERZIÓS/MEGFORDÍTÁSI FORMULA).

g(n) = ∑
d|n

f (d)⇔ f (n) = ∑
d|n

µ
(n

d

)
·g(d)

DEFINÍCIÓ 6.2.7.
f ésg számelméleti függvényekkonvolúciójáta következ̋oképpen definiáljuk:

( f ?g)(n) := ∑
d|n

f (d) ·g
(n

d

)
Megjegyzés:

• f + = f ?1

• f− = f ?µ

TÉTEL 6.2.8.

A ? reláció kommutatív, asszociatív, egységelemes:e(n) =
{

1, han = 1
0, han> 1

DEFINÍCIÓ 6.2.9 (DIRICHLET-SOR).
∞

∑
n=1

f (n)
ns (azons helyeken, ahol konvergens)

DEFINÍCIÓ 6.2.10 (RIEMANN -FÉLE ZETA FÜGGVÉNY).

ζ(s) =
∞

∑
n=1

1
ns (abszolót konvergens,s> 1)

TÉTEL 6.2.11 (EULER-FÉLE SZORZATALAK).

ζ(s) =
∞

∑
n=1

1
ns = ∏

p prím

(
1− 1

ps

)−1

TÉTEL 6.2.12.
f ,g,h számelméleti függvények ésF,G,H Dirichlet-soraik abszolút konvergen-
sek, ekkor
h = f ?g⇒ H = F ·G

TÉTEL 6.2.13 (VÖLGYTÉTEL).

∀K ∈ N+ : ∃∞ sokn : d(n−1)−d(n)> K,d(n+1)−d(n)> K
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TÉTEL 6.2.14 (HEGYTÉTEL).

∀K ∈ N+ : ∃∞ sokn : d(n)−d(n−1)> K,d(n)−d(n+1)> K

TÉTEL 6.2.15. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n

∑
i=1

d(i)

n
− lnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣< 1

6.3 Minimális univerzális kitevő (exponens)

DEFINÍCIÓ 6.3.1.
λ > 0 minimális univerzális kitevő(mod n), haλ a legkisebb olyan egész, hogy
aλ ≡ 1 (mod n) ∀(a,n) = 1 esetén (szokásλ(n) függvényként írni)
Megjegyzés:

• ha∃ primitív gyök⇒ λ(n) = ϕ(n)

• ha ordna = k⇒ k | λ(n)

LEMMA 6.3.2.
ordna = k,ordnb = l ⇒∃g : ordng = [k, l ]

LEMMA 6.3.3.
M a maximális rend⇒M = λ(n), ∃λ(n) rendű elem.

TÉTEL 6.3.4.
p prím ⇒∃ primitív gyök (mod p)
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