4. Laplace transzformacio és alkalmazasa

4.1. Laplace transzformalt és tulajdonsagai

Differencialegyenletek egy csoportja algebrai egyenletté alakithaté. Ennek egyik
eszkoze a Laplace transzformacio.

Definicié: Legyen f(t) az [0,00) intervallumon értelmezett fiiggvény. Ekkor az
f Laplace transzformdltjanak nevezziik az alabbi impropius integralt, amennyiben
létezik.

F(p) = L(f) = / Tt (. (4.1)

0
Megjegyzés:
1. Az eredeti fliggvény t-nek fiiggvénye, a transzformélt p-nek.

2. Az eredeti f(t) figgvény a F(p) inverz transzformdltja, (inverze), vagy masként

f(t) = L7HF).
Példa:

1. Hatarozzuk meg a konstans f(t) = 1, t > 0 fliggvény Laplace transzformaltjat!

Alkalmazva a definiciot:

> A 1 e*] 1
F(p):/ e Pl 1dt = lim e Pldt = lim {—— } =— ha p>0.
0 p

£—00 0 E—00 p p

Megjegyzés: Ha p <0, az integral divergens. Miért?
1
Feladat: Igazolja, hogy L(f) = ——, ha f(t) = e, ahol a konstans és t > 0!
p—a

Tétel: A Laplace transzformdcio linedris operdtor. Azaz, ha létezik f(t) és g(t)
Laplace transzformdltja, akkor barmely a, b konstansra igaz

L(af(t) +bg(t)) = al(f(t)) + bL(g(t)).
Feladat:
1. Definici6 alapjan igazolja a tételt!

2. A tétel alkalmazasaval adja meg L(ch (at))-t!
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Tétel: Ha F(p) = L(f) aholp >k, akkor L(e™f(t)) = F(p—a) aholp —a > k.

Bizonyitas:

Megjegyzés: Bonyolultabb f(t) fiiggvények esetén a definiciéban szereplé integral
meghatarozasa hosszu és nehéz lehet, ezért a leggyakrabban el6fordulé fiiggvények
transzformaltjait tablazatokban szokas megadni.

4.2. A transzformalt 1étezése

Az f(t) figgvény Laplace transzformdltjat a 4.1 improprius integrallal definidltuk,
vagyis csak abban az esetben beszélhetiink az f(t) fiiggvény Laplace transzfor-
maltjarol, ha az integral konvergens.

Példa:

1. Mutassuk meg, hogy ha |f(t)| < M, vagyis f(t) korlatos akkor létezik L(f).

/Oe-Pf(t)dt'g/O |e"’||f(t)|dt<M-/0 e Pt dt =

—pt€
= —M lim {e_} M

0 p

£—00 p

2. Mutassuk meg, hogy 1étezik L(f), ha |f(t)] < Me*, ahol M > 0650 < a <p
allandé6. Vagyis f(t)-hez talalunk olyan exponencidlis fiiggvényt, amely gyor-
sabban novekszik. Més széval, f exponencialis fliggvénnyel feliilrol becsiilheto

ooe—pt f()dt' /0 |dt<M/ cedt =

e(POC
=M ~Pmt qt = —M lim = :
£—00 p—« 0 p—«

Tétel: Az f(t) figgvénynek létezik Laplace transzformdltja, ha szakaszonként foly-
tonos az [0, 00) intervallumon és létezik olyan M és o nemnegativ szdm, amelyre

[f()] < Me®.
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4.3. A derivalt Laplace transzformaltja

Tétel: Ha f(t) folytonos az [0,00) intervallumon és f'(t) szakaszosan folytonos és
feliilrdl becsiilheté Me=t-vel, akkor

L(f") =pL(f) = f(0), ha p>a.

Bizonyitas:

ey = [Terrwar= i (e s+ [Cerroa)

E—0OO

= lim e - f(e) = f(0) + pL(f) = pL(f) = f(0). -

Megjegyzés: Ebbdl az eredménybdl mar latszik, hogy a Laplace transzformacionak
fontos szerepe lesz a kezdeti érték problémak megoldasaban.

Feladat: Adja meg a masodik derivalt transzformaltjat!

Tétel: Ha f(t), f'(t),..., f™V(t) folytonos f™ szakaszonként folytonos az [0, 00)
intervallumon és ezek a fligguények exponencidlis figguénnyel felilrél becsiilhetdk,

akkor
L(F®) = g L(f) — gL F(0) = p"2f/(0) — .. — FUD(0) ha p>a.

Feladat: Felhasznalva az elozé tételeket hatarozza meg cosbt Laplace transz-
formaltjat!

4.4. A Laplace transzformalt derivaltja

at

Tétel: Legyen F' = L(f) és f szakaszonként folytonos az [0,00)-on és az Me™
exponencidlis figguénnyel felilrol becsilheto. Akkor minden p > «
AN F

dpn

L F(1)) = (-1)

Bizonyitas: Felhasznalva a korabban tanult Leibniz tételt
dFr  d

r-2: 0°° e f (1) dt = / e fd = - / et at = E(tf(t))-D
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4.5. Inverz Laplace transzformacié

Az el6z6 fejezetekben lattuk, hogy a Laplace transzformacié olyan operator, amely az
f(t) figgvényhez az F'(p) fliggvényt rendeli. A kezdeti érték probléma megolddsihoz

arra is sziikség van, hogy megkeressiik azt az f(t) fliggvényt, amelyiknek F(p) a
Laplace transzformaltja.

Definicié: Az F(p) Laplace transzformaltjan azt az f(t) fliggvényt értjiik, amelyik
folytonos az [0, c0) intervallumon és

L(f)=F.

Példa: Hatdrozzuk meg L7'(F)-et, ha

2
a.) F(P):F
3
b.) F(p):m
__p-1
) F) =505

A megoldashoz felhasznéaljuk a 2. tablazatot.

|
0 e (2) o (2) <o
_ 3 _ 3 .
b.) L7 <p2+9) =L! (p2+32) = sin 3¢

_ p—1 _ p—1
C-) »C 1 <m) :£ 1 <m) = €tCOS2t.

Tulajdonsagok: Ha létezik L71(Fy), L71(Fy) és folytonosak, akkor

LY+ F)=LYF)+ LT E)
L7 aF) =al ™' (FY).

Megjegyzés: Az inverz Laplace transzformélt megkereséséhez, a korabban tanult,

és példaul racionalis tort fiiggvények integraljanak megkereséséhez hasznalt parcidlis
tortekre bontas modszerét hasznaljuk.
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4.6. Alkalmazas kezdetiérték-probléma megoldasara

Laplace transzformacié hasznalhaté linedris differencialegyenletek, integralegyen-
letek, differencidlegyenletek és parcialis differencialegyenletek bizonyos csoportjanak
megoldésaira.

Kezdetiérték-probléma megoldasanak 1épései:

a.) Vegyiik az egyenlet mindkét oldaldnak Laplace transzformaltjat.

b.) A tulajdonsigok és a kezdeti feltételek felhasznalasaval kapunk egy egyenletet
a megoldas Laplace transzformaltjara.

c.) Inverz Laplace transzformdciéval megkapjuk a kezdetiérték-probléma meg-
oldasat.

Példa: Oldjuk meg az y” — 2y’ + 5y = —8e¢~*, y(0) = 2, y'(0) = 12 kezdetiérték-
problémat.

-8
D L) —2L(Y) +5L(y) = ——.
a.) L(y") ) () |
b.) Legyen Y (p) = L(y), azaz az ismeretlen, megoldas fiiggvény Laplace transz-
formaltja. Akkor
L(y") =pY —y(0) =pY —2
L(y") =p*Y = py(0) —y'(0) = p°Y — 2p — 12,

tehat a kezdetiérték-probléma transzformaltja:

(p?Y —2p —12) —2(pY —2) +5Y = ——
p+1

és ebbdl Y (p)-t kifejezve

2p? + 10p
(P> =2p+5)(p+1)

Y(p) =

2p? + 10p

P —2p+5)(p+1
parcialis tortekre bontas maédszerére lesz sziikség.

c.) Hatdrozzuk meg £_1< ))—t. Ekkor a tdbldzatra és a

- -bol kovetkezik, h
(p2 - 2]9 + 5)(p + 1) (p — 1)2 + 22 + P +1 Ol Kovetkezik, hogy
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A=3, B=4é C=—1, igy azt kapjuk, hogy

0 (Grem) 0 (o) -4 () -

= 3¢’ cos 2t + 4e' sin 2t — e,

Megjegyzés: Latjuk, nem kellett megkeresniink az altalanos megoldast, nem volt
szitkség integralasra.

Feladat:

1. Oldja meg a példat mas mddszerrel!

4.7. Konvolucio
Oldjuk meg a kovetkezo feladatot Laplace transzformacioval

" +y=g(t), ahol y(0)=0, y'(0) = 0! (4.2)
Legyen Y (p) = L(y) és G(p) = L(g), akkor

Y(p) = (pgil) G(p).

Vagyis a kezdetiérték-probléma megoldédsa a sint és g(t) fuggvény Laplace transz-
formaltjanak szorzata. Tudjuk, hogy altalaban az integralok szorzata nem egyenlo
a szorzatok integraljaval.

Definicié: Legyen f(t) és g(t) a [0, 00) intervallumon szakaszonként folytonos. Ak-

kor f(t) és g(t) konvolucidjanak nevezziik a (f * g)( / f(t—v)g(v) dv integralt.

Példa: Szamoljuk ki t és t? konvoluciéjat!

t t to3 47t A
t*t2:/(t—v)vzdz}:/(tv2—v3)dv: N
0 0 3 41, 12

Megjegyzés: Konvolucié nem azonos a szorzattal. Példdul 1 x1 = t # 1 és
altalaban 1 % f £ f.

Tulajdonsagok: Ha f(t), g(t) és h(t) szakaszonként folytonosak [0, 00) intervallu-
mon, akkor
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Cfxg=gx*f.
fx(h+g)=fxg+ fxh
frgxh)=(fxg)xh
4. f%0=0.

w N

5. L(fxg)=F-Gvagy LTH(F-G)= fxg.
Visszatérve a (4.2) feladathoz
Y(p) = L(sint) - L(g),

vagyis

y(t) =sint * g(t) = /Ot sin(t — v)g(v) dv.

2. tablazat. Tablazat a leggyakrabban hasznélt fiiggvények Laplace transzformalt-
javal.

F(t) Fp) = £(f)
1 %, hap >0
et pia’ hap>a
mon=1,2,... p:‘—il, ha p > 0
eMtn n=1,2,... (p_rj)nﬂ, hap>a
sin bt p2—l|)—b2’ hap >0
cos bt ij—bQ’ hap >0
e sin bt m, hap>a
e cos bt v _pa;;:_ 1 hap>a
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