5. Differencialegyenlet rendszerek

Elsérendii explicit differencidlegyenlet rendszer altalanos alakja:
dt a (5.1)

tomorebben:

Definicié: Legyen x(t) az (5.1) megolddsa. Az (n + 1) dimenzids térben a t =t
x = x(t),

ahol t € I egyenletii gorbét az (5.1) differencidlegyenlet rendszer integralgorbéjének
(megolddsgirbéjének), az x = x(t) egyenletli (n dimenzids térben) a trajektdridjanak
(pdlyagorbéjének) nevezziik. Ha az (5.1)-hez hozzavesszikk az z(ty) = z, kezdeti
feltételeket, akkor kezdetiérték feladatrol beszéliink.

5.1. Linearis rendszerek

Az (5.1) rendszer specidlis esete a linedaris differencidlegyenlet rendszer, toméren:

dz
o = Az + f(0). (5.2)

Ha f(t) = 0 akkor homogén differencidlegyenlet rendszerrél beszéliink.

LT

== (5.3)

Tétel: Legyenek ayu.(t) és fi(t) folytonos figguények az I intervallumon. Legyen
to €1 ésxy € R", akkor a

dz

= AWa(n) + (1)

z(ty) = zy kezdetiérték-problémdnak létezik egyértelmii megolddsa.
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Definicié: Az I intervallumon értelmezett z!, 22,... , 2" vektor-skaldr fiiggvények
Wronski determindansanak nevezzik a

W= | P
oow
determinanst.
Tétel: Ha x' 22, ..., 2" linedrisan dsszefiiggd rendszer az (a,b) intervallumon ak-
kor

Wiz 2?,...,2") =0.

Megjegyzés: A tétel megforditdsa nem igaz! Tekintsiik az x'(t) = { tt } z%(t) =

[ 1 } t € R fiiggvényeket, és ezek Wronski determinansat

Viszont 2!, 2? fiiggvények linedrisan fiiggetlenek a (—oo, 00) intervallumon.

Definicié: Az (5.3) rendszer z', 22, ... , 2" megolddsainak halmazat alaprendszer-
nek nevezziik, ha linearisan fiiggetlenek.

Tétel: (5.3)-nak van alaprendszere.

Tétel: (5.3) bdrmely x(t) megolddsa elédllithato az alaprendszerben szerepld meg-
olddsok linedris kombindcidjaként, és ez az eldallitds egyértelmd. Vagyis z(t) =

Z cix'(t), és ezt azn paraméteres fiigguénysereget a (5.3) rendszer dltaldnos meg-
=1

oldasanak nevezzik.

Definicié: Ha {z',2?,... 2"} (5.3) alaprendszere, akkor az X (t) = [z'(t), 2*(t),
., 2™(t)] matrix-fiiggvényt alapmdtriznak nevezzik.

Megjegyzés:

1. Alapmatrix reguldris.
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2. Adott z(tg) = x, kezdeti feltételt kielégité megoldas
2(t) = X(t)c ahol c¢= X "'(tg)z,.

Tétel: Ha x' és 2 megolddsa az (5.2) inhomogén rendszernek, akkor x' — x* meg-
olddsa az (5.3) homogén rendszernek.

Kovetkezmény: Ha z! megolddsa az (5.2) inhomogén rendszernek, akkor
g(t):ijchf, j=1,....n
j=1

Osszes megoldasa az inhomogén rendszernek és ezt nevezziikk az altalanos meg-
oldasanak.

A homogén rendszer altalanos megoldasabdl az inhomogén rendszer egy parti-
kularis megoldasat megkereshetjitkk az allandok varialdasanak modszerével. A par-
tikularis megoldast ! = X(t)c(t) alakban keressiik. Ezt, illetve a derivéltjat
az eredeti (5.2) egyenletbe helyettesitve és az egyenletet rendezve azt kapjuk,

ogy c(t) = “(f)f(t)dt, aho t) a homogén rendszer alapmatrixa, igy
h XYt f(t)d hol X h : d 1 Atri {

20 = X(0) [ X0
Példa: Oldjuk meg az alabbi rendszert:

d
%=x1+(2—t)x2+t2+t

dry 1 (L) ey et
— =-x -—1)z
dt ¢! I 2o

ha tudjuk, hogy x'(t) = (?,t) 2%(t) = (t — 1,1) a homogén rendszer alaprendszere.
(Igazoljuk!). Akkor

2 g o1t
xo=[§ 5] =



akkor

=[] 2] - el

2
igy az inhomogén egyenlet dltalanos megoldésa:

t2 2lt—1 t2 t—1
Qtlt]_i{ 1 }+Cl|:t]+02[ 1 }—z(t).
5.1.1. Allandé egyiitthatés linedris rendszer

Az (5.2) tipust differencidlegyenlet rendszer megolddsara nincs altaldanos médszer. A
linedris rendszerek fontos specialis esete az, amelyben az egyiitthatéo matrix minden
eleme allando, tehat

dx
—=A t 5.4
T A (5.4)
ha f(t) = 0 akkor a rendszer homogén.
Tehat
dx
—=A 5.5
g - A (5.5)
Tétel: Az (5.5) rendszer egy alapmdtriva az X (t) = et mdtrix.
Definicié szerint e = R
k=0
Példa: Ha
-1 0
a=152)
akkor ]
, [10
A" = | 0 4}
s [ -1 0
=10 s
t’ﬂ
o N k_
et = ZAkt_ Z( D n! 0 _ et o
= kl 0 Z2kt - 0 62t
k=0 E



Tétel: Legyen A, A, ...

akkor a d_g

JAn az A n X n-es matriz kilonbézd sajdtértékei és

= Az diffe-

st s? ... ,5" a hozdtartozé sajdtvektor rendszer, n
rencidlegyenlet rendszer eqy alaprendszere
{eMst eMs? . et
Példa:
1. Oldjuk meg a kovetkez6 kezdeti érték feladatot
1 2 -1
g't)y=11 0 1 |zt) & z(0)=] 0
4 —4 5 0
A-nak 3 kiilonboz6 valds sajatértéke van Ay = 1, Ay = 2, A3 = 3. A megfelel6
sajatvektorok
-1 —2 —1
st=1 1|, =11, =11
2 4 4
fgy az altalanos megoldas
-1 —2 —1
z(t) =ciet | 1 +ee?t | 1 +ezedt |1 =
2 4 4
[ —et —2e2t et ¢
_ ol o2t 3t ¢
| 2! et 4e¥ 3
Ebbél
¢ (-1 —2 —1]7'[ -1
o l=11 1 1 0
C3 L 2 4 4 0
Tehat a keresett megoldas
—2 —1
zt)=e"| 1 | —e¥| 1
4 4
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2. Hatéarozzuk meg az

altalanos megoldasat. Sajatértékek kiilonbozoek, de komplexek \; = —2 + 4,
Ao = —2 —i. A A{-hez tartozd

§1=:—¢2+1}:[—21]H[(1)]

z(t) = {e‘zt cost _21 } —e Hgint { (1] ]} +

akkor

Azért, hogy a megoldas valés fiiggvény legyen a kovetkezo gondolatot alkal-
mazzuk. Ha A = o £ (7 alaka, akkor s = a + bi lesz. Ezek felhasznalasaval
két fiiggetlen valos megoldast kapunk

2! (t) = e cos Bta — e sin Btb
és
2(t) = €™ sin Bta + e cos Btb.

1=

Amipéldénkbana:—Q,ﬁ:le:[_21}7(_): [(1)]

Az (5.4) inhomogén rendszer megoldédsat megkereshetjiik az allanddk varidlasanak
modszerével.

Példa: Keressiik meg az

ro=|7 a0+,

z(0) = [ _01 ]

kezdeti érték probléma megoldasat!

Az egyiitthaté matrix sajatértékei \y = 1 és \y = —1, a sajatvektorok

(1], o[

igy az alapmatrix
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a(t) = X ()X (to)zg + X(t) | X7(s)f(s)ds. (5.6)
[ 1 —t 1 -t !
xm=|2, 2
_ig 5&

Az (5.6) formulaba behelyettesitve:
i 4
P

__e —_—
— 2 6 3
w0 = —éet — Ee_t + lezt +2
2 6 3

lesz.
Mivel allando egytitthatos a differencidlegyenlet rendszer, az inhomogén egyenlet
egy partikuldris megoldasat megkereshettiik volna a préba fiiggvény modszerrel is.

Példa: Keressikk meg z'(t) = Az(t) + tf megoldasét, ahol

1 =2 2 -9
A= -2 1 2 és f= 0
2 2 1 —18
A homogén egyenlet altalanos megoldasa:
1 -1 -1
z(t)=ce® | 0 | +ce® | 1 | +eze™ | —1
1 0 1

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megolddsat keressiik z, = ta + b alakban,
mivel a zavaré fiiggvény ¢-nek elséfoku polinomja. x,-t és derivaltjdt az eredeti
egyenletbe helyettesitve és az egyenlo egytitthatok mddszerét alkalmazva

5 1
a= 1|21, b=10
4 2
lesz. fgy a keresett partikularis megoldas
5 1
z, =t 2|+]0
4 2



Feladat: Keressiikk meg az inhomogén egyenlet altalanos megoldasat, ha

1 t
f)=1 t |, ha f(t)=|¢
B sin t B 12
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