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1. feladat
Hatarozzuk meg a kovetkez6 matrix inverzét:
0 2 -1
1 0 -1
-1 1 -1

2. feladat

Melyek alkotnak vektorteret R f6lott az alabbiak koziil? A koztiik szerepld vektorterek hany dimenzidsak?
Adjunk meg benniik — ha lehet — bazist!

a) a komplex szamok C halmaza az Osszeadasra és a valossal vald szorzésra nézve;

b) 3 x 3-as valos fels6 haromszogmatrixok a szokasos miiveletekkel;

c) invertalhato 2 x 2-es valos méatrixok;

d) legfeljebb 5-6dfoku valos polinomok;

e) a (tetszoleges fokd) valos polinomok;

f) a folytonos valos fliggvények.

Megoldas

c) kivételével mindegyik vektortér, a vektortér definicioja alapjan ellendrizhets. Az invertalhato matrixok
azért nem alkothatnak vektorteret, mert két invertalhaté méatrix Gsszege méar nem feltétleniil invertalhato.

3. feladat

Létezik-e egyelemti vektortér? Altalaban véges elemszamu? Van-e vektortér két altérrel? Hat két valodi
altérrel? Mik a véges sok altérrel rendelkezé vektorterek?

Megoldas

Egyelemt 1étezik, az egyetlen 0 vektorbol allo vektortér, a miiveletek természetesen: 0 +0 =0, A -0 =
0. {0} tetszéleges test felett vektortér ezzel a definicioval. Ures vektortér nem létezik, mivel minden
vektortér tartalmazza legaldbb a nullvektort.

Ebben a kurzusban csak R, ill. C feletti vektorterekkel fogunk foglalkozni. Vannak véges testek is, a
véges testek folotti véges dimenzios vektorterek értelemszertien véges elemszamuak.

Tekintsiik azonban egy legaldbb egydimenzios R feletti V' vektorteret. Legyen v € V. Ekkor {A\v : A € R}
mar eleve végtelen halmaz, és részhalmaza (rdadésul altere) a vektortérnek.

Egydimenzios vektortérnek két altere van: az egyik a {0}, a masik a teljes vektortér. A kettd ,kozott”
nincs altér, ugyanis ha {0} # U C V altér, akkor Jv € U : v # 0, és ekkor a vektortér definicidja szerint
{M: X € R} CU, de ez mar eleve egydimenzios vektortér, kovetkezésképpen U = V.



Legalabb kétdimenzios R (vagy C) feletti vektortérnek viszont mar van végtelen sok egydimenzios valodi
altere: ha {u,v} linearisan fiiggetlen rendszer a vektortérben, akkor {Aau+Av : A € R} minden a € R-re
kiilonb6z6 egydimenzids altér.

4. feladat

Melyek alkotnak az alabbiak koziil alteret az 6sszes R — R fiiggvények terében?
a) {f: f(0) =1}

b) {f: f(1) =0}

c) {f : f kétszer differencialhato, f”(x) + zf(z) = 0};

d) {f:f =0}

e) {f: _70 | | konvergens }.

Megoldas

Azt kell ellendrizni, hogy a felsorolt halmazok zartak-e az Gsszeadasra és a skalarral (valés szammal) valo
szorzasra. Pl. a) nem altér, ugyanis ha f(0) =1 és g(0) = 1, akkor (f +¢)(0) = f(0) +g(0)=1+1=
2 # 1, tehat itt két vektor Osszege mar nem része a megadott halmaznak. b) viszont altér, ugyanis ha
£(0) = 0 és g(0) = 0, akkor (f + ¢)(0) = £(0) +g(0) = 0+0 = 0, és (Af)(0) = Af(0) = A-0 = 0.
Hasonloan ellendrizhetd, hogy c) és e) altér, de d) nem, ugyanis a negativ valos szammal valo szorzas
kivezet, a részhalmazbdl.

5. feladat

Melyek alkotnak az alabbiak koziil alteret az N — R sorozatok terében?
a) {(an) : a1 = 2a3 + 3as };

b) {(an) : a2 = asas};
c) {(an) : lim, o0 ay, = 1}
d) szamtani sorozatok;

e) mértani sorozatok.

6. feladat

Ha w és v linearisan fiiggetlenek, akkor au + Bv és yu + dv milyen egyiitthatokkal lesz Gsszefiiggs?

Megoldas

Ketts darab vektor pontosan akkor Osszefiiggs, ha skalarszorosai egymasnak. (Ketténél tobb vektorra
ez nem igaz!) Mivel u és v linearisan fiiggetlenek, ezért au + Sv csak akkor lehet yu + dv skalarszorosa,
ha ay = 9.

7. feladat

Igaz-e, hogy ha a vy, vs,...,v19 vektorok koziil barmely 9 linearisan fiiggetlen, akkor mind a 10 is
linearisan fiiggetlen? Adjunk bizonyitast vagy ellenpéldat!

Megoldas

Nem igaz. Legyen vy,...,v9 bézis egy 9 dimenziés vektortérben, viyp = v; + ... + vg. KoOnnyen végig-
gondolhato, hogy a 10 vektor koziil barmelyik 9-et kivalasztva linearisan fliggetlen rendszert kapunk,
azonban vy mar el6all a tobbi 9 vektor linearis kombinaciéjaként.



8. feladat

Bizonyitsuk be, hogy ha {a,b,c,d} linearisan fiiggetlen, de {a,b,c,e} és {c,d,e} linearisan Gsszefiiggs,
akkor e # 0 esetén {a,b,d, e} linearisan fiiggetlen.

9. feladat

Oldjuk meg sortranszformaciokkal:
a) Hany fiiggetlen van a kovetkezs vektorok kozott?
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b) Felirhat6-e az 2 + 722 +5 polinom az 23+ 2, 322 + 4z, 522 + 62 polinomok linearis kombinacidjaként?
¢) Az {a+bcosx + ccos® x : a,b,c € R} térben bézist alkot-e {1 + cosz,cosx + cos? z, cos 2z} 7

Extra feladat jutalomért

A szultan gondolt R1%%1-ben egy bézist, amit Seherezddénak 1001 éjszaka alatt ki kell talalnia, kiilénben

kivégzik. Ejszakanként egy altala valasztott vektorrél megkérdezheti, mik a koordinatai.
Eletben marad-e Seherezadé?



