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Emlékeztetd

Ha V vektortér a K test felett, A : V — V linearis leképezés, és egy v # 0 vektorra és A € K skalarra
teljesiil, hogy Av = Av, akkor azt mondjuk, hogy \ sajdtértéke A-nak, és v a hozzé tartozd sajdtvektor.
Szemléletesen ez azt jelenti, hogy A a v vektor irdnyat megtartja, csak \-szoroséra nyujtja.

Példéul R2-en az x tengelyre valo tiikrézésnek sajatvektorai az (z,0) alaki vektorok, a hozzdjuk tartozo
sajatérték az 1. A t6bbi vektor irdnyat a leképezés megvaltoztatja. A 45 fokkal valo forgatiasnak viszont
nincs sajatvektora a sikon, hiszen minden vektor irdnya megvaltozik.

Lathato, hogy ha u és v azonos sajatértékhez tartozod sajatvektorok, vagyis Au = Au, Av = Av, akkor u
és v minden linearis kombinécidja is sajatvektor. Tehat egy sajatértékhez sosem csak egy sajatvektor
tartozik, hanem egy legaldbb egydimenzids sajdtaltér, a sajatvektorokat ebbdl lényegében taldlomra
valasztjuk, lényeg, hogy a sajatalteret megadjuk egy bazisaval.

A sajatértékek a kovetkez6 modon szamolhatok ki: ha Av = Av, az azt jelenti, hogy az (A — A)v =0
homogén lineéris egyenletrendszernek van nem nulla megoldasa (az egyenlet megoldasainak halmaza
ugyebar Ker(A — AI)). Tehat A — AI magtere nem csak a 0 vektorbol 4ll, ez pontosan azt jelenti, hogy
A — A\l nem invertalhato, vagyis a determinansa 0. Ha felirjuk a det(A — AI) = 0 egyenletet, és ezt
kifejtjiik, akkor a bal oldalon A egy polinomjat kapjuk, ezt nevezziik karakterisztikus polinomnak. Ezen
karakterisztikus polinom gyokei a sajatértékek. A A sajatértékhez tartozé sajatvektor meghatéarozasihoz
ezek utdn mar csak az (A — Al)v = 0 linearis egyenletrendszert kell megoldani.

1. feladat

Mik egy also vagy fels6 haromszogmatrix sajatértékei?

2. feladat

Bizonyitsuk be, hogy egy négyzetes métrix pontosan akkor invertalhato, ha a 0 nem sajatértéke.

3. feladat

-1 -2 =2
A=|1 2 1
-1 -1 0

Szamitsuk ki A%® sajatértékeit és sajatvektorait.

4. feladat

Gondoljuk végig, hogy egy 2 x 2 tipusit A matrix karakterisztikus polinomja A% — tr(A)\ + det(A).



5. feladat

Adjunk példat olyan R? — R? linearis leképezésre, melynek nincs sajatértéke. Bizonyitsuk be, hogy
minden R3 — R3 linearis leképezésnek van sajatértéke.

6. feladat

Melyik allitas igaz az alabbiak koziil?

a) Ha A+ B =1, akkor A és B sajatvektorai ugyanazok.

b) A% = 0 pontosan akkor, ha A-nak csak 0 a sajatértéke.

e) Ha a 0 sajatértéke A%-nek, akkor A-nak is.

d) A\? pontosa akkor sajétértéke A%-nek, ha \ vagy —\ sajatértéke A-nak.

7. feladat

—_ = =

1 1
Egy R? — R3 transzformécié matrixa a standard bazisban | 1 1 |. Keressiink olyan bézist, melyben
1 1

3 0 0
amatrixa [0 0 0] lesz.
0 0 O

8. feladat
Irjuk fel a (g i) maétrixot S (Al 0

0 Ao
80
. 2 1 L.
ki a (3 4> métrixot.

) S~1 alakban (diagonalizécio), és ennek segitségével szamoljuk

9. feladat

Melyik skalaris szorzas az alabbiak koziil?
1 1 1

a) C*([0,1],R)-en [ fg, [ f'g's [ f'g" + £(0)g(0);
0 0 0

b) R%-en < z,y >:= x1y1 — 2T1Yy2 — 2021 + 622yo;
¢) R%-6n < x,y >:= z1y1 + x3ys, ill. zy := 2y + 23y5 + 233,

10. feladat

1
Adjuk meg x és 22, ill. sin és cos hajlasszogét az < f,g >= [ fg skalaris szorzat mellett.
y g
0



