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1. A vektortér definicidja

Legyen V egy halmaz, K egy test (mi csak a K = R, ill. a K = C esettel fogunk foglalkozni). Legyen V-n
értelmezve egy +-szal jelolt kétvaltozos miivelet, és minden A € K esetén legyen értelmezve V elemein a
A-val vald szorzas. Akkor mondjuk, hogy V' vektortér K felett, ha

1. Minden u,v,w € V-re (u+v) +w = u+ (v+w) (asszociativitas), u+v = v+ u (kommutativitas),
letezik 0 € V : 04+ v = v+ 0 = v (nullelem létezése), létezik —v € V : v + (—v) = (—v) +v =0
(additiv inverz, magyarul ellentett létezése). Ezeket a feltételeket roviden ugy mondhatjuk, hogy (V; +)
Abel-csoport.

2. Minden u,v € V, A, u € Kesetén Av = v, (Ap)v = A(pv), (A+p)v = Ao+ pv, A(u+v) = Au+ v,
tovabba 0-v = 0, 1 - v = v, ahol a bal oldalon szerepld 0, ill. 1 a K test nullelemét, ill. egységelemét
jeldli.

V elemeit vektoroknak, K elemeit skalaroknak nevezziik.

2. A vektortér fogalmanak szemléletes jelentése

A vektortér a szokasos sik-, ill. térvektorok fogalménak altalanositdsa. Konnyen ellenérizhetd, hogy pl.
a sikvektorok a vektorok kozépiskolabol ismert Gsszeadasaval és valos szammal valo szorzasaval (nyujtés)
val6ban vektorteret alkotnak.

S6t, valojdban minden két-, ill. haromdimenzios valés vektortér mint vektortér lényegében ugyanaz,
mint a sik-, ill. térvektorok tere, tehat lényegében egy olyan absztrakt strukturat alkottunk, amely majd
lehet6vé teszi, hogy a sik-, ill. térvektorokkal kényelmes és egyben matematikailag preciz médon tudjunk
szamolni, és ezt altalanosithassuk tobbdimenzios terekre is.

3. Altér, generalt altér

A tovabbiakban V mindig vektorteret fog jelolni a K test felett. V olyan U részhalmazait nevezziik V'
alterének, melyek maguk is vektorteret alkotnak K felett agy, hogy a miiveletek értelemszertien a V-beli
miiveletek megszoritasa az U halmazra.

Amikor azt akarjuk eldonteni tehat, hogy egy U C V részhalmaz altér-e, a miveleti azonossagokat
nem kell ellenérizni, csak azt, hogy U zart-e a miiveletekre, azaz U-beli vektorok 6sszege, ill. skalarszorosa
is U-beli-e.

Minden vektortérnek van legalabb két altere, az egyetlen nullvektorbol allo {0} altér, ill. az egész V'
vektortér. Az ezektdl kiilonb6z6 altereket nevezziik valddi altérnek.

Persze ha van egy H C V részhalmaz, akkor van olyan altér, ami tartalmazza H-t, pl. V nyilvan.
Azt a legsziikebb alteret, ami tartalmazza H-t, nevezziik a H részhalmaz altal generdlt altérnek.

4. Linearis kombinéacid, linearis fiiggetlenség

Ha vy,...,v, V-beli vektorok egy rendszere, \i,..., )\, (nem feltétleniil kiilonb6z8) skalarok, akkor a
Av1 + ...+ A\pu, alaka 6sszegeket a vy, ..., v, vektorok linedris kombindcidinak nevezziik.



Azt mondjuk, hogy {vi,...,v,} linedrisan figgetlen rendszer, ha \vy + ...+ Av, <= Ay = ... =
An = 0, azaz ha csak agy &ll el§ a 0 vektor a vektorok linearis kombinaciojaként, ha minden egyiitthato
0.

Van egy masik, ezzel ekvivalens definici6 is: {v1,...,v,} akkor linearisan fliggetlen rendszer, ha
egyik vektor sem &ll el§ a t&bbi linearis kombinécidjaként, azaz nincs olyan ¢ € {1,...,n}, hogy v; =
)\1’01 + ...+ Aiflvifl + )\i+17)i+1 + ...+ )\nvn-

Ez a definici6 mutatja, hogy miért linearis fiiggetlenség a fogalom neve: arrél van szo, hogy egyik
vektor sem ,fiigg” a tobbitsl, azaz egyiket sem lehet a tSbbi segitségével elGallitani.

5. Bazis, dimenzid

Generdtorrendszernek nevezziik az olyan vektorrendszert, amire teljesiil, hogy a benne szerepld vektorok
linearis kombinécidjaként a vektortér Gsszes eleme elGall, amelyek tehat generdljak, mashogy mondva
kifeszitik az egész vektorteret.

Ha egy generatorrendszer még lineédrisan fiiggetlen rendszer is egyben, akkor bdzisnak nevezziik. A
bazis egyben minimalis generatorrendszer (tehat a legkisebb vektorrendszer, amely mar az egész teret
kifesziti), ill. maximalis linearisan fliggetlen rendszer (azaz olyan linearisan fiiggetlen rendszer, amihez
mar nem lehet tobb vektort hozzdadni Ggy, hogy a linearis fliggetlenség ne romoljon el).

Minden vektortérben van bazis, és egy vektortérben minden bézis elemszama megegyezik. A vektortér
bazisainak elemszaméat nevezziik a vektortér dimenzidjanak.

Példaul a sikon egy vektor még csak egy origon atmend egyenest feszit ki (az egy sikvektor altal
generalt altér az adott vektor skalarszorosaibol all6 egydimenzios vektortér), két linedrisan fiiggetlen
vektor viszont mar kifesziti az egész sikot. Jellemz@en a sikban két merdleges egységvektort szoktunk
bazisnak vélasztani. Azt mar mindenki tudja kozépiskolabol, hogy két merdleges egységvektor lineéris
kombinaciojaként a sik minden vektora elGall.

(Fontos megjegyezni, hogy &ltalaban vektortereken még nem definidltuk a merdlegesség fogalmat,
ehhez el6sz0r sziikség lesz skalarszorzas bevezetésére.)

Az is elmondhat6, hogy tetszéleges bazis esetén a minden vektor egyértelmien elGall a baziselemek
linearis kombinéciéjaként.

6. Koordinatazas, véges dimenziés vektorterek konstrukcidja

Ha tehat adott egy {b1,...,b,} bazis (ahol n igy a vektortér dimenziojat jeloli), minden v € V' vektor
elgall egyértelmien v = A1b1 + Aa2bo + ... + A\, b, alakban.

Ha v = A1by + Xoba + ... + A\pby és u = p1by + pobs + ... + ppby,, akkor
u4v= (A + p1)bs + Ao+ p2)ba+ ... + (A + tn)bn,s
av = alib; + adsbs + ...+ arb,.

Az u, v vektorok baziselemek linearis kombinacidjaként torténd elgallitasdban szerepls egyiitthatokat
nevezzik a u,v koordindtdinak. Tehat a vektorokat koordinaténként lehet Gsszeadni, ill. skalarral
Szorozni.

Vagyis tetsz6leges n-dimenzios vektortér ilyen moédon egy bazis kivalasztasaval azonosithato a szam-
n-esekkel, vagyis V = {(A1, A2, ..., An) 1 Vie{l,...,n}: \; € K}

Tehat tetsz6leges K test felett tetszGleges n természetes szamra konstrualhaté n-dimenzios vektortér
egyszeriien Uugy, hogy a szam-n-esek halmazin az Gsszeadast és a skalarral vald szorzést is kompo-
nensenként végezziik.

Valojdban ugyanezt tessziik, amikor a sikvektorokkal szamolunk: nem az irdnyitott szakaszokon
végezziik az Osszeadast, hanem kivalasztunk egy béazist, praktikusan két meréleges egységvektort, és
az 0sszes tObbi vektort ezek linearis kombinacidjaként allitjuk els, és onnantol kezdve az Osszeadast és a
skalarral val6 szorzast a koordinatakon végezziik el.



