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A gyakorlat anyaga hivatalosan a gimnaziumbdl ismert alapvets fiiggvénytani fogalmak &tismétlése volt,
ezt a feladatot nagyrészt el is végeztiik.
A kovetkezd nem trivialis feladatok szerepeltek:

1. feladat

Korlatos-e a kovetkezs fiiggvény:

Megoldas

Szamolgatassal megsejthets, hogy korlatos, és |f(x)| legkisebb felss korlatja 1. Azt akarjuk megmutatni,
hogy

2x

1+22|—

Ez pontosan akkor teljesiil, ha
2lz| <1+ 27

vagyis
0<1+a?—2z]=>1-|z?

ami pedig nyilvanvaléan igaz. Az is lathato, hogy |f| fel is veszi az 1 értéket.

2. feladat

Mutassunk olyan az egész szamegyenesen értelmezett valds fiiggvényt, ami semmilyen intervallumon se
monoton.

Megoldas

Egy H C R halmaz karakterisztikus fiiggvényén azt a ypg-val jelolt fiiggvényt értjiikk, ami a H hal-
maz elemein 1-et vesz fel értékként, R \ H-n pedig 0-t. A feladat megoldasa xq, a raciondlis szamok
karakterisztikus fiiggvénye, révidebb nevén Dirichlet-fiiggvény.

Ennek tehét raciondlis szamokon 1 az értéke, irracionalisokon 0, és mivel minden intervallum egyarant
tartalmaz végtelen sok racionalis és végtelen sok irracionalis szamot, ezért a Dirichlet-fliggvény egyetlen
intervallumon sem monoton.

Definialtuk a fiiggvények periodicitasat. Azt mondjuk, hogy az f : R — R fliggvénynek T' > 0 periddusa,
haVz e R: f(x +T) = f(x); az f fuggvény periodikus, ha létezik legkisebb pozitiv periédusa (tehat pl.
a konstans fliggvény nem periodikus).



3. feladat

Periodikus-e a Dirichlet-fliggvény?

Megoldas

Két raciondalis szamok Osszege raciondlis, irraciondlis és raciondlis szam Osszege irraciondlis. Két irra-
cionalis szam Gsszege lehet racionélis és irracionalis is. P1. v/2 4+ /2 = 2v/2 irracionalis, v2 4 (—v/2) = 0
racionalis. Ennek megfelGen lathato, hogy a Dirichlet-fiiggvénynek minden raciondlis szidm peridédusa,
viszont egyetlen irracionéalis szdm se az; Osszességében mivel létezik tetszélegesen kicsi pozitiv racionélis
szam, a Dirichlet-fiiggvény nem periodikus.

4. feladat

Mutassunk hasonléan olyan az egész szamegyenesen értelmezett valos fiiggvényt, ami semmilyen inter-
vallumon se korlatos. (Ennek a megoldasat 6rdn nem beszéltiik meg.)

Megoldas

A megoldés az el6z6hoz hasonlo, de kicsit triikkdsebb. A fliggvényiink az irracionélis szamokon tovabbra

is legyen 0. Minden racionélis szamot egyértelmden fel lehet irni g alakban, ahol p és ¢ relativ prim

egészek, és g pozitiv. A fiiggvény az ilyen modon felirt tetszéleges % racionélis szdmon vegyen fel ¢-t
értékként. TetszGlegesen kicsi intervallumba esik akdrmilyen nagy nevez&ji egyszertsitett tort, igy ez a

fiiggvény egyetlen intervallumon sem korlétos.



