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1. feladat

Az a paraméter mely értékére lesz az alabbi fiiggvény folytonos?

sin 5z hax;ﬁO
— ( tan 10z’
g(x){am haz =0

Megoldas

A kérdés azt sugallja, hogy a fiiggvény a 0-ban a fiiggvényérték alkalmas megvalasztasaval folytonossa
tehets. Ez igaz, ha létezik (és véges) a fliggvény 0-beli hatérértéke. Tehat a kérdés az, hogy mivel egyenld

a kovetkez6 hatarérték: )
sin bz

im
z—0 tan 10z

sinx tan

=1, és lim = 1, azaz 0-hoz kozel
x—0
sinbz . 5

tan10z " 10°

A kovetkezot sejthetjiikk meg: mivel tudjuk, hogy hm

sinx =~ x, tanx ~ x, ezért sind5r ~ 5z, tan 10x =~ 103:, vagyis
kézenfekvGvé teszi a megoldast:

Ha igy gondolkodunk, az

sin bx . sinbx 10x 5 5 1

xlg%) tan 10z :clgb %5 tan10z 10 10 2
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Lathatoan ez egy Gtletet igényl6 megoldas — ha nem jut esziinkbe semmi, akkor — mivel ,,§

hatarértékrsl van sz6 — hasznalhatjuk a 'Hospital-szabalyt is:

tipusa

sin 5z . (sinbx)’ . bcosbr 5 1

m = lim = lim = I

=0 tan 10z  2—0 (tan10z) «—0 % _ 10 2
cos? 10x

2. feladat

Mutassunk példat a teljes valos szamegyenesen értelmezett, de egyetlen pontban sem folytonos fiig-
gvényre.

Megoldas

Az els6 gyakorlatrdl ismerds xq Dirichlet-fiiggvény ilyen. Legyen a € R tetszéleges. Az atviteli elv
segitségével megmutatjuk, hogy a fiiggvény nem folytonos a-ban. Ha tudunk egy a-hoz tarté csupa
raciondlis, ill. egy szintén a-hoz tarté csupa irraciondlis szamokbol all6 sorozatot, akkor az el6bbi mentén
a fliggvény értéke konstans 1, utobbi mentén konstans 0, igy a fliggvény nem lehet folytonos a-ban. Azt

kell csak végiggondolnunk, hogy ilyen sorozatok ténylegesen léteznek. a € Q esetén az s, = a — l
sorozat racionalis szamokbol all, és a-hoz tart, a € R\ Q esetén ez a sorozat szintén a-hoz tart, de
csupa irraciondlis szamokbél all. a € Q-hoz tarthatunk irracionélis szdmokkal pl. a t, = a — V2

n

sorozattal. a € R\ Q-t racionalis szamokkal pl. tizedesjegyenként kozelithetjiik, azaz pl. a = v/2 esetén
az 1;1,4;1,41;1,414;1,4142 ... sorozatra gondolhatunk. Természetesen rengeteg méas lehetGség is van.



3. feladat

Mutassunk példat a teljes valos szamegyenesen értelmezett, pontosan egy pontban folytonos fiiggvényre.

Megoldas

Ez a feladat azért fontos, hogy megértsiik: a folytonossag pontbeli tulajdonsag. Az x?yq fiiggvény csak
a 0-ban folytonos. Azt, hogy a 0-n kiviil nem folytonos, ugyantgy lehet bizonyitani, mint xq esetén.
Viszont ha lim a, = 0, akkor lim a2xg(a,) = 0, hiszen |xg(an)| < an.

n—oo

n—oo

Megjegyzés

Létezik olyan valos fiiggvény is, ami pontosan az irraciondlis szamokban folytonos: tekintsiik azt a filig-
gvényt, ami irraciondlis szdmokhoz 0-t, 0-hoz 1-et, 0-t6l kiilonb6z6 raciondlis szamokhoz az egyszertsitett
tort alakjukban taldlhaté nevezét rendeli. Azt, hogy ez tényleg pontosan az irracionédlis szdmokban

folytonos, itt nem bizonyitjuk, de a matematika irant érdekl6dé hallgatok szamara érdekes és tanulsagos
feladat.
4. feladat

Szamitsuk ki a kovetkez§ fliggvények derivaltjat:

——— sinzx . . m
tan 1:, - , eSll’l CL‘JrCOS ZL” :L,CE , ISII] T , :L,I

(Gyakorlaton nem pontosan ezek, de hasonlo jellegii feladatok szerepeltek.)

Megoldas
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