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Definicié
°

Valbés szamsorozatok

Egy valés szamsorozat egy hozzarendelési szabaly, azaz egy
olyan N — R fiiggvény, amely a pozitiv egész szamokhoz
rendel valés szamokat. Jeldlése a,.
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sorozatot, csakis a szabaly!
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°

Valbés szamsorozatok

Egy valés szamsorozat egy hozzarendelési szabaly, azaz egy
olyan N — R fiiggvény, amely a pozitiv egész szamokhoz
rendel valés szamokat. Jeldlése a,.

Peldaul (an) = (%) az a sorozat melynek elss eleme a; = 1,
masodik eleme a» = % harmadik eleme a3 = % e
Vigyazzunk, az elsé par elem nem adja meg egyértelmiien a
sorozatot, csakis a szabaly!

Példaul az a; = 1, a» = 2, a3 = 4 sorozatot tdbbféle médon is
folytathattunk volna. Példaul lehetne a hozzarendelési
szabalyunk a, = 2"! ekkor a4 = 8.

De lehetne a, = [logy(n)] + [5] ekkor ag = 4.
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Korlatossag

Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat korlatos, ha talalunk olyan
K pozitiv valés szamot, amelyre teljesiil, hogy |a,| < K az
Osszes n indexre.
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Korlatossag

Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat korlatos, ha talalunk olyan
K pozitiv valés szamot, amelyre teljesiil, hogy |a,| < K az
Osszes n indexre.

((—=1)"). Ekkor a K =1 j6 valasztas, hiszen

Példa: (ap) =
1<1.

(1) =

Példa 2: (a,) = (sin(n)). A K =1 erre is j6 valasztas, hiszen
|sin(n)| < 1, mert minden valés szam szinusza legfeljebb 1.

Valéjaban nem csak egy korlat van. Ugyanis, ha K korlat,
akkor minden nala nagyobb szam is j6 korlatnak. Altalaban
nem fontos megtalalni a legjobb korlatot. Példaul a fenti
sorozatokra a K = 2 is jé korlat lenne.
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Korlatossag Il

Példa 3: (an) = (n) nem korlatos, mert barmilyen valés
szamnal létezik nagyobb természetes szam (ezt az allitast
Archimédeszi axiémanak nevezik).
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Korlatossag Il

Példa 3: (an) = (n) nem korlatos, mert barmilyen valés
szamnal létezik nagyobb természetes szam (ezt az allitast
Archimédeszi axiémanak nevezik).

Bizonyitas.

(Indirekt):ha lenne valamilyen K valés korlatja a sorozatnak, akkor
legyen N egy olyan természetes szam ami nagyobb K-nal (N > K).
Ekkor az N-edik indexii tagja a sorozatnak ay = N ami nem kisebb
a korlatnal. |
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Monotonitas

Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat monoton né, ha minden n
indexre teljesiil, hogy a1 > a,. A sorozat szigori monoton
né, ha > helyett > is igaz.
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°

Monotonitas

Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat monoton né, ha minden n
indexre teljesiil, hogy a1 > a,. A sorozat szigori monoton
né, ha > helyett > is igaz.

Példa: Az a, = n sorozat monoton né és szigorian monoton is
né, hiszen app 1 =n+1>n=a,.
Példa 2: Az b, = [log,(n)] sorozat, melynek elsé néhany

eleme 0,1,2,2,3,3,3,3,4,... monoton né, de nem szigoran
monoton né.

Példa 3: A konstans sorozat (amelynek minden egyes eleme
ugyanaz a szam) monoton ng, de nem szigoran monoton né.
Emellett ez a sorozat monoton csdkken is.

Hasonléan definialhaté a monoton csokkend sorozat is. Ha

valamilyen sorozatra az mondjuk, hogy monoton, akkor arra
gondolunk, hogy vagy monoton né, vagy monoton csokken.
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Sorozat hatarértéke

Szeretnénk jellemezni a sorozat viselkedését nagy indexek
esetén, erre szolgal a kdvetkezé néhany definicié.

Definicié

Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat hatarértéke oo ha minden
hataron tal né, vagyis barmilyen nagy pozitiv P szamhoz talilahato
olyan N(P) kiiszébindex, hogy a sorozat Gsszes kiisz6bnél nagyobb
indexti eleme a P szamnal nagyobb. Jele: nIl_}f‘gO ap, = 00.
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Sorozat hatarértéke

Szeretnénk jellemezni a sorozat viselkedését nagy indexek
esetén, erre szolgal a kdvetkezé néhany definicié.

Definicié

Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat hatarértéke oo ha minden
hataron tal né, vagyis barmilyen nagy pozitiv P szamhoz talilahato
olyan N(P) kiiszébindex, hogy a sorozat Gsszes kiisz6bnél nagyobb
indexti eleme a P szamnal nagyobb. Jele: nIl_}f‘go ap, = 00.

Ugyanez a definicié kvantorokkal megfogalmazva:

Definicid

Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat hatarértéke co ha VH € R"-ra
AN(H) € R, hogy a, > H teljesiil Yn > N(H)-ra.
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Példak végtelenbe tarté sorozatokra

Példa: Az a, = n sorozat végtelenbe tart, mert az
an=n>H

egyenl6tlenség teljesiil minden n > H indexre.
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Példak végtelenbe tarté sorozatokra

Példa: Az a, = n sorozat végtelenbe tart, mert az
an=n>H
egyenl6tlenség teljesiil minden n > H indexre.

Példa 2: Az b, = log,(n) sorozat végtelenbe tart, mert
minden H > 0-ra a 2" j6 kiiszébindex mivel

an = logy(n) > log,(2H) = H.

Ez azt mutatja, hogy az N(H) = 2" kiiszéb-hozzarendelés
szabaly jo.
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Sorozat véges hatarértéke

Definicié

Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat hatarértéke a A € R valés szam,
ha barmilyen kicsi pozitiv e tavolsaghoz talalahaté olyan N(g)
kiiszébindex, hogy a sorozat &sszes kiisz6bnél nagyobb indexii
eleme az ¢ tavolsagnal kézelebb esnek A-hoz. Jele: n||—>r20 a, = A.
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Sorozat véges hatarértéke

Definicié

Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat hatarértéke a A € R valés szam,
ha barmilyen kicsi pozitiv e tavolsaghoz talalahaté olyan N(g)
kiiszébindex, hogy a sorozat &sszes kiisz6bnél nagyobb indexii
eleme az ¢ tavolsagnal kézelebb esnek A-hoz. Jele: n||—>r20 a, = A.
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Preciz definicié, Konvergencia

Ugyanez a definicié kvantorokkal és képletekkel
megfogalmazva:

Definicié (az igazi)

Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat hatarértéke a A € R szam ha
Ve € RT-ra AN(g) € R, hogy |a, — A| < ¢ teljesiil Vn > N(g)-ra.
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Preciz definicié, Konvergencia

Ugyanez a definicié kvantorokkal és képletekkel
megfogalmazva:

Definicié (az igazi)

Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat hatarértéke a A € R szam ha
Ve € RT-ra AN(g) € R, hogy |a, — A| < ¢ teljesiil Vn > N(g)-ra.

Azon sorozatokat, amelyeknek létezik véges hatarértéke
konvergensnek nevezziik.
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Preciz definicié, Konvergencia

Ugyanez a definicié kvantorokkal és képletekkel
megfogalmazva:

Definicié (az igazi)

Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat hatarértéke a A € R szam ha
Ve € RT-ra AN(g) € R, hogy |a, — A| < ¢ teljesiil Vn > N(g)-ra.

Azon sorozatokat, amelyeknek létezik véges hatarértéke
konvergensnek nevezziik.

Példa: Legyen (a,) = (). Bizonyitsuk be a definicié szerint,
hogy lim a, = 0!
n—oo
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Példa konvergenciara

lim 1 =0
n—o00

Ehhez azt kell megmutatnunk, hogy barmilyen kicsi € > 0-ra,

1 1
lan — Al = |- — O‘ = — kisseb lesz e-nal, ha az index elég
n

nagy.
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Példa konvergenciara

lim 1 =0
n—o00

Ehhez azt kell megmutatnunk, hogy barmilyen kicsi € > 0-ra,

1
lan — A| = |= — 0| = — kisseb lesz e-nal, ha az index elég
n n

nagy. Tehat kell, hogy

1
- <e

S

elég nagy n-re.
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Példa konvergenciara

lim 1 =0
n—o00

Ehhez azt kell megmutatnunk, hogy barmilyen kicsi € > 0-ra,

1
lan — A| = |= — 0| = — kisseb lesz e-nal, ha az index elég
n n

nagy. Tehat kell, hogy

1
—<e€
n

elég nagy n-re. Szorozzuk be mindkét oldalt n > 0-val és
osszuk el € > 0-val!

1
- <n
€
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Példa konvergenciara

lim 1 =0
n—o00

Ehhez azt kell megmutatnunk, hogy barmilyen kicsi € > 0-ra,

1
lan — A| = |= — 0| = — kisseb lesz e-nal, ha az index elég
n n

nagy. Tehat kell, hogy

1
—<e€
n

elég nagy n-re. Szorozzuk be mindkét oldalt n > 0-val és
osszuk el € > 0-val!

1
- <n
€

1 . 1
Vagyis, |a, — Al <ehan>—.lIgy N(e) = -.
£ €
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Példa 2

Legyen b, = (3 + yln) Bizonyitsuk be a definicié szerint, hogy
lim b, = 3!

n—o0
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Példa 2

Legyen b, = (3 + yln) Bizonyitsuk be a definicié szerint, hogy

lim b, = 3!
n—o0o
1 1
Most |b, — Al = |3+ el 3| = ﬁ—rol kell megmutatnunk,

minden e-nal kisebb. gy azt kell igazolnunk, hogy

§<€,

ha n elég nagy.
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Példa 2

Legyen b, = (3 + yln) Bizonyitsuk be a definicié szerint, hogy

lim b, = 3!
n—o0o
1 1
Most |b, — Al = |3+ el 3| = ﬁ—rol kell megmutatnunk,

minden e-nal kisebb. gy azt kell igazolnunk, hogy

§<€,

ha n elég nagy.
A fenti egyenletet atrendezve és logartmust véve kapjuk.

n
2
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Példa 2

Legyen b, = (3 + yln) Bizonyitsuk be a definicié szerint, hogy

lim b, = 3!
n—o0o
1 1
Most |b, — Al = |3+ el 3| = ﬁ—rol kell megmutatnunk,

minden e-nal kisebb. gy azt kell igazolnunk, hogy

§<€,

ha n elég nagy.
A fenti egyenletet atrendezve és logartmust véve kapjuk.

n
2

Tehat N(c) = log, (1). Vegyiik észre hogy az el6z6 korlat is j¢
lenne.
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Konvergencia és korlatossag kapcsolata

Minden konvergens sorozat korlatos.
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Konvergencia és korlatossag kapcsolata

Minden konvergens sorozat korlatos.

Bizonyitas (vazlat).

Ha lim a, = A akkor mondjuk A + 1 fdlé csak véges sok elem esik

n—o0
(hiszen az N(1) kiiszobindex utan minden elem [A — 1,A + 1]-be
esik). A véges sok elem és A+ 1 maximuma felsé korlat.
Hasonléan bizonyitjuk az alsé korlatot. |
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Konvergencia és korlatossag kapcsolata

Minden konvergens sorozat korlatos.

Bizonyitas (vazlat).

Ha lim a, = A akkor mondjuk A + 1 fdlé csak véges sok elem esik

n—o0
(hiszen az N(1) kiiszobindex utan minden elem [A — 1,A + 1]-be
esik). A véges sok elem és A+ 1 maximuma felsé korlat.
Hasonléan bizonyitjuk az alsé korlatot. |

Az allitas megforditasa nem igaz, korlatos sorozatok nem
feltétlen konvergensek, példaul a (—1)" sorozat korlatos, de
mindig elugrik az el6z6 értékétsl.
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Konvergencia és korlatossag kapcsolata

Minden konvergens sorozat korlatos.

Bizonyitas (vazlat).

Ha lim a, = A akkor mondjuk A + 1 fdlé csak véges sok elem esik

n—o0
(hiszen az N(1) kiiszobindex utan minden elem [A — 1,A + 1]-be
esik). A véges sok elem és A+ 1 maximuma felsé korlat.
Hasonléan bizonyitjuk az alsé korlatot. |

Az allitas megforditasa nem igaz, korlatos sorozatok nem
feltétlen konvergensek, példaul a (—1)" sorozat korlatos, de
mindig elugrik az el6z6 értékétsl.

A két tulajdonsag kozotti kapcsolatot gy fogalmazhatjuk
meg, hogy a korlatossag sziikséges, de nem elégséges feltétele
a konvergencianak.
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Konvergencia és monotonitas kapcsolata

A monotonitas dnmagéaban nem kdvetkezik a konvergenciabdl,
sem a monotonitasbdl a konvergencia.
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Konvergencia és monotonitas kapcsolata

A monotonitas dnmagéaban nem kdvetkezik a konvergenciabdl,
sem a monotonitasbdl a konvergencia.
Erre két példa:

e a a, = (—1)"% sorozat, amely nem monoton, de konvergens.
o llletve az b, = n sorozat, amely monoton, viszont nem
konvergens.
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Konvergencia és monotonitas kapcsolata

A monotonitas dnmagéaban nem kdvetkezik a konvergenciabdl,
sem a monotonitasbdl a konvergencia.
Erre két példa:

e a a, = (—1)"% sorozat, amely nem monoton, de konvergens.
o llletve az b, = n sorozat, amely monoton, viszont nem
konvergens.

Ugyanakkor:

Ha sorozat korlitos és monoton akkor konvergens.
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Konvergencia és monotonitas kapcsolata

A monotonitas dnmagéaban nem kdvetkezik a konvergenciabdl,
sem a monotonitasbdl a konvergencia.
Erre két példa:

e a a, = (—1)"% sorozat, amely nem monoton, de konvergens.
o llletve az b, = n sorozat, amely monoton, viszont nem
konvergens.

Ugyanakkor:

Ha sorozat korlitos és monoton akkor konvergens.

Az allitas nem megfordithat6, mint lattuk nem minden
konvergens sorozat monoton!
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Bizonyitas

Bizonyitas (vazlat).

Tegyiik fel, hogy a, monoton né, és feliilrgl korlatos K-val. Legyen
lo = [a0,K] = [x0,y0]- Legyen my = w a két végpont szamtani
atlaga. Ha myg felsé korlat akkor I} = [xo,mg] = [x1,y1] ha nem
akkor h = [mo,yo] = [x1,y1]. Biztos hogy fi-en kiviil véges sok elem
esik. Hasonléan meghatarozzuk mj-et és abbdl /r-t, és igy tovabb

Minden lépésben felez6dik az intervallum hossza. Egy pontra
,szorul rd" ami a hatarérték. |
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Bizonyitas

Bizonyitas (vazlat).

Tegyiik fel, hogy a, monoton né, és feliilrgl korlatos K-val. Legyen
lo = [a0,K] = [x0,y0]- Legyen my = w a két végpont szamtani
atlaga. Ha myg felsé korlat akkor I} = [xo,mg] = [x1,y1] ha nem
akkor h = [mo,yo] = [x1,y1]. Biztos hogy fi-en kiviil véges sok elem
esik. Hasonléan meghatarozzuk mj-et és abbdl /r-t, és igy tovabb

Minden lépésben felez6dik az intervallum hossza. Egy pontra
,szorul rd" ami a hatarérték. |
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Bizonyitas

Bizonyitas (vazlat).

Tegyiik fel, hogy a, monoton né, és feliilrgl korlatos K-val. Legyen
lo = [a0,K] = [x0,y0]- Legyen my = w a két végpont szamtani
atlaga. Ha myg felsé korlat akkor I} = [xo,mg] = [x1,y1] ha nem
akkor h = [mo,yo] = [x1,y1]. Biztos hogy fi-en kiviil véges sok elem
esik. Hasonléan meghatarozzuk mj-et és abbdl /r-t, és igy tovabb

Minden lépésben felez6dik az intervallum hossza. Egy pontra
,szorul rd" ami a hatarérték. |
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Bizonyitas

Bizonyitas (vazlat).

Tegyiik fel, hogy a, monoton né, és feliilrgl korlatos K-val. Legyen
lo = [a0,K] = [x0,y0]- Legyen my = w a két végpont szamtani
atlaga. Ha myg felsé korlat akkor I} = [xo,mg] = [x1,y1] ha nem
akkor h = [mo,yo] = [x1,y1]. Biztos hogy fi-en kiviil véges sok elem
esik. Hasonléan meghatarozzuk mj-et és abbdl /r-t, és igy tovabb

Minden lépésben felez6dik az intervallum hossza. Egy pontra
,szorul rd" ami a hatarérték. |




Tulajdonsagok
00000000@

Bizonyitas

Bizonyitas (vazlat).

Tegyiik fel, hogy a, monoton né, és feliilrgl korlatos K-val. Legyen
lo = [a0,K] = [x0,y0]- Legyen my = w a két végpont szamtani
atlaga. Ha myg felsé korlat akkor I} = [xo,mg] = [x1,y1] ha nem
akkor h = [mo,yo] = [x1,y1]. Biztos hogy fi-en kiviil véges sok elem
esik. Hasonléan meghatarozzuk mj-et és abbdl /r-t, és igy tovabb

Minden lépésben felez6dik az intervallum hossza. Egy pontra
,szorul rd" ami a hatarérték. |
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Bizonyitas

Bizonyitas (vazlat).

Tegyiik fel, hogy a, monoton né, és feliilrgl korlatos K-val. Legyen
o = [a0,K] = [x0,)0]- Legyen mg = w a két végpont szamtani
atlaga. Ha my felsé korlat akkor i = [xo,mo] = [x1,y1] ha nem
akkor I = [mg,y0] = [x1,y1]. Biztos hogy l1-en kiviil véges sok elem
esik. Hasonl6an meghatarozzuk mj-et és abbdl /r-t, és igy tovabb

Minden lépésben felez6dik az intervallum hossza. Egy pontra
.szorul ra" ami a hatarérték. [ |
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Bizonyitas

Bizonyitas (vazlat).

Tegyiik fel, hogy a, monoton né, és feliilrgl korlatos K-val. Legyen
o = [a0,K] = [x0,)0]- Legyen mg = w a két végpont szamtani
atlaga. Ha my felsé korlat akkor i = [xo,mo] = [x1,y1] ha nem
akkor I = [mg,y0] = [x1,y1]. Biztos hogy l1-en kiviil véges sok elem
esik. Hasonl6an meghatarozzuk mj-et és abbdl /r-t, és igy tovabb

Minden lépésben felez6dik az intervallum hossza. Egy pontra
.szorul ra" ami a hatarérték. [ |
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Bizonyitas

Bizonyitas (vazlat).

Tegyiik fel, hogy a, monoton né, és feliilrgl korlatos K-val. Legyen
o = [a0,K] = [x0,)0]. Legyen mg = @ a két végpont szamtani
atlaga. Ha myg felss korlat akkor l = [xo,mo] = [x1,y1] ha nem
akkor I = [mo,yp] = [x1,y1]. Biztos hogy l1-en kiviil véges sok elem
esik. Hasonl6an meghatarozzuk mj-et és abbdl /r-t, és igy tovabb

Minden lépésben felez6dik az intervallum hossza. Egy pontra
.szorul ra" ami a hatarérték. [ |
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Miuiveletek sorozatokkal
°

Miiveletek sorozatokkal

Sorozatoknak értelmezhetjiik linedrkombinaciéjat: ha van a, és
b, sorozatom akkor értelmezhetjiik a ¢; - a, + ¢ - b, sorozatot.



Miuiveletek sorozatokkal
°

Miiveletek sorozatokkal

Sorozatoknak értelmezhetjiik linedrkombinaciéjat: ha van a, és
b, sorozatom akkor értelmezhetjiik a ¢; - a, + ¢ - b, sorozatot.

o A sorozat konstansszorosat ugy értelmezziik, hogy a ¢ - a,
sorozat minden eleme az eredeti sorozat elemeinek c-szerese.

Példa: Az n®, azaz a a 1,4,9,... kezdeti(i sorozat kétszerese a
2n? sorozat, azaz a 2,8,18, ... kezdetii sorozat.

o Két sorozat Gsszegét ugy kapjuk, hogy vessziik az elemek
Osszegét.

Példa: Az n? és az n sorozat &sszege az n® + n sorozat, azaz a
2,6,12, ... kezdetii sorozat.



Miuiveletek sorozatokkal
°

Miiveletek sorozatokkal

Sorozatoknak értelmezhetjiik linedrkombinaciéjat: ha van a, és
b, sorozatom akkor értelmezhetjiik a ¢; - a, + ¢ - b, sorozatot.

o A sorozat konstansszorosat ugy értelmezziik, hogy a ¢ - a,
sorozat minden eleme az eredeti sorozat elemeinek c-szerese.

Példa: Az n®, azaz a a 1,4,9,... kezdeti(i sorozat kétszerese a
2n? sorozat, azaz a 2,8,18, ... kezdetii sorozat.

o Két sorozat Gsszegét ugy kapjuk, hogy vessziik az elemek
Osszegét.

Példa: Az n? és az n sorozat &sszege az n® + n sorozat, azaz a
2,6,12,... kezdetii sorozat.
Ehhez hasonléan értelmezhetjiik a sorozatok szorzatat és
hanyadosat. Hanyadost csak akkor tudunk definialni, ha azon
sorozat, amellyel osztani szeretnék, egyik eleme sem 0.



Miuiveletek sorozatokkal
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Miiveletek és korlatossag

Vizsgaljuk meg, hogy az elébb definialt miveletek megérzik-e
a korlatossagot!



Miuiveletek sorozatokkal
©0000000000

Miiveletek és korlatossag

Vizsgaljuk meg, hogy az elébb definialt miveletek megérzik-e
a korlatossagot!

Két korlatos sorozat Gsszege is korlatos.




Miuiveletek sorozatokkal
©0000000000

Miiveletek és korlatossag

Vizsgaljuk meg, hogy az elébb definialt miveletek megérzik-e
a korlatossagot!

Két korlatos sorozat Gsszege is korlatos.

Bizonyitas.

Nevezziik az els6 sorozatot a,-nek, a korlatjat K;-nak, a masodik
sorozatot b,-nek, az 6 korlatjat Kp-nek. Az allitas igazolasahoz
tekintsiik egy tetszéleges elemet az &sszegsorozatbéll A

|an = bn| < |3n| = ‘bn| < Ka I Kb

egyenlStlenség mutatja, hogy az dsszeg is korlatos, mert a K, + K},
jo korlat lesz (a, + bp)-re. |

<




Miuiveletek sorozatokkal
0®000000000

Miiveletek és korlatossag Il

Az elébbi bizonyitashoz felhaszaltuk az agynevezett hdromszog
egyenlétlenséget:
|a+ b| < a| + [b]
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Miiveletek és korlatossag Il

Az elébbi bizonyitashoz felhaszaltuk az agynevezett hdromszog
egyenlétlenséget:
|a+ b| < a| + [b]

Nyilvan, ha a, korlatja K akkor c - a, korlatja |c|K.
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Miiveletek és korlatossag Il

Az elébbi bizonyitashoz felhaszaltuk az agynevezett hdromszog
egyenlétlenséget:

|a+ b| < a| + [b]
Nyilvan, ha a, korlatja K akkor c - a, korlatja |c|K.

Igy bizonyitottuk, hogy korlatos sorozatok linearkombinaciéja
is korlatos.
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Miiveletek és korlatossag Il

Az elébbi bizonyitashoz felhaszaltuk az agynevezett hdromszog
egyenlétlenséget:

|a+ b| < a| + [b]
Nyilvan, ha a, korlatja K akkor c - a, korlatja |c|K.

Igy bizonyitottuk, hogy korlatos sorozatok linearkombinaciéja
is korlatos.

Hasonloképpen igazolhatd, hogy az a, - b, sorozat is korlatos
marad.
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Miiveletek és korlatossag IlI

Sajnos a hanyadosra viszont nem feltétlen teljesiil a
korlatossag.



Miuiveletek sorozatokkal
00800000000

Miiveletek és korlatossag IlI

Sajnos a hanyadosra viszont nem feltétlen teljesiil a
korlatossag.

Példa: a, =1 és b, = 1. Mindkét sorozat korlatos, méghozza

n
az 1 mindkettének korlatja. Viszont a hanyadosra nem teljesiil

a korlatossag, hiszen:

amely mutatja, hogy a hanyadossorozatnak nincsen felsg
korlatja.



Miuiveletek sorozatokkal
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Miveletek és monotonitas

Vizsgaljuk meg, hogy az el6bb a sorozatokra definialt
miveletek megérzik-e a monotonitast!



Miuiveletek sorozatokkal
000@0000000

Miveletek és monotonitas

Vizsgaljuk meg, hogy az el6bb a sorozatokra definialt
miveletek megérzik-e a monotonitast!

Két monoton n6vé sorozat 6sszege is monoton névé.




Miuiveletek sorozatokkal

000@0000000

Miveletek és monotonitas

Vizsgaljuk meg, hogy az el6bb a sorozatokra definialt
miveletek megérzik-e a monotonitast!

Két monoton n6vé sorozat 6sszege is monoton névé.

Bizonyitas.

Nevezziik az elsé sorozatot a,-nek, a masodik sorozatot b,-nek. Az
allitas igazolasadhoz adjuk Gssze az a, < ap41 és a b, < bpy1
egyenl6tlenségeket! A

an + bn < dn+1 + bn+1

egyenl6tlenség mutatja, hogy az Gsszeg is monoton né. |




Miuiveletek sorozatokkal
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Miveletek és monotonitas ||

Ha egy monoton sorozatot konstanssal szorzunk, monoton
marad, de ha negativ szammal szorozzuk, akkor névekvsbdl
csokkend, csokkenébdl novekvs lesz.



Miuiveletek sorozatokkal
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Miveletek és monotonitas ||

Ha egy monoton sorozatot konstanssal szorzunk, monoton
marad, de ha negativ szammal szorozzuk, akkor névekvsbdl
csokkend, csokkenébdl novekvs lesz.

Igy monoton ndvekvd/csokkens sorozatok kiildnbsége nem
biztos hogy monoton lesz. Példa: n! — n?> nem monoton.



Miuiveletek sorozatokkal
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Miveletek és monotonitas ||

Ha egy monoton sorozatot konstanssal szorzunk, monoton
marad, de ha negativ szammal szorozzuk, akkor névekvsbdl
csokkend, csokkenébdl novekvs lesz.

Igy monoton ndvekvd/csokkens sorozatok kiildnbsége nem
biztos hogy monoton lesz. Példa: n! — n?> nem monoton.

Meglepé moédon a szorzas sem 6rzi meg a monotinitast



Miuiveletek sorozatokkal
00008000000

Miveletek és monotonitas ||

Ha egy monoton sorozatot konstanssal szorzunk, monoton
marad, de ha negativ szammal szorozzuk, akkor névekvsbdl
csokkend, csokkensbsl novekvs lesz.

Igy monoton ndvekvd/csokkens sorozatok kiildnbsége nem
biztos hogy monoton lesz. Példa: n! — n?> nem monoton.

Meglepé moédon a szorzas sem 6rzi meg a monotinitast

-1 . .
Példa 2: Legyen a, = n?, b, = —-. Mindkét sorozat szigord
. n 2
monoton né, a szorzatuk, a, - by, = — 77 = =)l 1), aminek

els6 par eleme —1, -4, —4,5,—2.6,... viszont nem monoton.



Miuiveletek sorozatokkal
00000@00000

Miiveletek és konvergencia

Tth a, és b, konvergens sorozatok és lim a, = A, lim b, = B!
n—oo n—o0
Ekkor:

@ C-apis konvergens és lim c-a, =c- A
n—o0
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00000@00000

Miiveletek és konvergencia

Tth a, és b, konvergens sorozatok és lim a, = A, lim b, = B!
n—oo n—o0
Ekkor:

@ C-apis konvergens és lim c-a, =c- A
n—o0

@ a, + by is konvergens és lim a, + b, = A+ B.
n—o0
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00000@00000

Miiveletek és konvergencia

Tth a, és b, konvergens sorozatok és lim a, = A, lim b, = B!
n—oo n—o0
Ekkor:
@ C-apis konvergens és lim c-a, =c- A
n—o0

@ a, + by is konvergens és lim a, + b, = A+ B.
n—o0

@ a, — b, is konvergens és nI|_>nC1>O an,— b, =A-B.
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00000@00000

Miiveletek és konvergencia

Tth a, és b, konvergens sorozatok és lim a, = A, lim b, = B!
n—oo n—o0

Ekkor:

@ C-apis konvergens és lim c-a, =c- A
n—o0

@ a, + by is konvergens és lim a, + b, = A+ B.
n—o0

@ a, — b, is konvergens és nI|_>nC1>O an,— b, =A-B.

@ a,b, is konvergens és lim a,b, = AB.
n—o0



Miuiveletek sorozatokkal
00000@00000

Miiveletek és konvergencia

Tth a, és b, konvergens sorozatok és lim a, = A, lim b, = B!
n—oo n—o0
Ekkor:

@ C-apis konvergens és lim c-a, =c- A
n—o0

@ a, + by is konvergens és lim a, + b, = A+ B.
n—o0

@ a, — b, is konvergens és nll_>nc1>o an,— b, =A-B.

anby, is konvergens és lim a,b, = AB.
n—o0

@ Ha b, # 0 semmilyen n-re és B # 0 akkkor (a,/bp) is
konvergens és Ii_)m an/b, = A/B.



Miuiveletek sorozatokkal
00000080000

Miiveletek és konvergencia Il

Tfh a, konvergens sorozat és lim a, = A, ekkor:
n—oo



Miuiveletek sorozatokkal
00000080000

Miiveletek és konvergencia Il

Tfh a, konvergens sorozat és lim a, = A, ekkor:
n—oo

o Ha p > 0 tetsz6leges pozitiv egész konstans akkor a? is
konvergens és lim aP = AP.
n—oo

e Ha a, > 0 minden n-re akkor és q tetszéleges val6s konstans
és A # 0, akkor a9 is konvergens és lim ad = A9.
n—o0o



Miuiveletek sorozatokkal
00000080000

Miiveletek és konvergencia Il

Tfh a, konvergens sorozat és lim a, = A, ekkor:
n—oo

o Ha p > 0 tetsz6leges pozitiv egész konstans akkor a? is
konvergens és lim aP = AP.
n—oo

e Ha a, > 0 minden n-re akkor és q tetszéleges val6s konstans
és A # 0, akkor a9 is konvergens és lim ad = A9.
n—o0o

Az viszont, hogy ha a,, és b, is konvergensek, akkor a,?
hatarértéke AP csak akkor igaz, ha A > 0 és B véges.



Miuiveletek sorozatokkal
00000000000

Miveletek és hatarérték

Tth a, konvergens Ii_}m ap=A>0és b,-re Ii_}m b, = ool Ekkor:

@ a, + b, létezik hatarértéke lim a, + b, = .
n—00



Miuiveletek sorozatokkal
00000000000

Miveletek és hatarérték

Tth a, konvergens lim a, = A> 0 és b,-re lim b, = co! Ekkor:
n—oo n—o00
@ a, + b, létezik hatarértéke lim a, + b, = .
n—00

@ a, - b, létezik hatarértéke lim a, - b, = cc.
n—o0



Miuiveletek sorozatokkal
00000000000

Miveletek és hatarérték

Tth a, konvergens lim a, = A> 0 és b,-re lim b, = co! Ekkor:
n—oo n—o00
@ a, + b, létezik hatarértéke lim a, + b, = .
n—00

@ a, - b, létezik hatarértéke lim a, - b, = cc.
n—o0



Miuiveletek sorozatokkal
00000000000

Miveletek és hatarérték

Tth a, konvergens Ii_}m ap=A>0és b,-re Ii_}m b, = ool Ekkor:

@ a, + b, létezik hatarértéke lim a, + b, = .
n—00
@ a, - b, létezik hatarértéke lim a, - b, = oco.
n—oo

@ Ha b, # 0 semmilyen n-re és A # 0 akkor ILm an/bp, = 0.



Miuiveletek sorozatokkal
00000000000

Miveletek és hatarérték

Tth a, konvergens lim a, = A> 0 és b,-re lim b, = co! Ekkor:
n—oo n—o00
@ a, + b, létezik hatarértéke lim a, + b, = .
n—00

@ a, - b, létezik hatarértéke lim a, - b, = cc.
n—o0

@ Ha b, # 0 semmilyen n-re és A # 0 akkor ILm an/bp, = 0.
Ha lim ¢, = C < 0 akkor

n—o00

@ b,c,-nek létezik hatarértéke és lim b,c, = —o0
n—oo
(akkor mondjuk, hogy b, hatarértéke minusz végtelen, ha —b,
hatarértéke végtelen)



Miuiveletek sorozatokkal
00000000800

Miiveletek végtelenhez tarté sorozatokkal

Tth a, és b, olyan sorozatok, hogy lim a, = co, lim b, = oo,
n—oo n—o0

lim ¢, = —oo. Ekkor:
n—oo

@ lim a,+ b, = lim a, — ¢, = .
n—o0 n—oo
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00000000800

Miiveletek végtelenhez tarté sorozatokkal

Tth a, és b, olyan sorozatok, hogy lim a, = co, lim b, = oo,
n—oo n—o0

lim ¢, = —oo. Ekkor:
n—oo

@ lim a,+ b, = lim a, — ¢, = .
n—o0 n—oo

o lim a,b, = .
n—o0
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Miiveletek végtelenhez tarté sorozatokkal

Tth a, és b, olyan sorozatok, hogy lim a, = co, lim b, = oo,
n—oo n—o0

lim ¢, = —oo. Ekkor:
n—oo

@ lim a,+ b, = lim a, — ¢, = .
n—o0 n—oo

o lim a,b, = .
n—o0

@ lim ayc,= lim ¢, —a, = —
n—o0 n—oo
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Miiveletek végtelenhez tarté sorozatokkal

Tth a, és b, olyan sorozatok, hogy lim a, = co, lim b, = oo,
n—oo n—o0

lim ¢, = —oo. Ekkor:
n—oo

@ lim a,+ b, = lim a, — ¢, = .
n—o0 n—oo

o lim a,b, = .
n—o0

@ lim ayc,= lim ¢, —a, = —
n—o0 n—oo



Miuiveletek sorozatokkal
00000000800

Miiveletek végtelenhez tarté sorozatokkal

Tth a, és b, olyan sorozatok, hogy lim a, = co, lim b, = oo,
n—oo n—o0

lim ¢, = —oo. Ekkor:
n—oo

@ lim a,+ b, = lim a, — ¢, = .
n—o0 n—oo

o lim a,b, = .
n—o0

@ lim ayc,= lim ¢, —a, = —
n—o0 n—oo

@ Ha a, > 0 minden n-re akkor és g tetsz6leges pozitiv valés

konstans, akkor lim a% = co.
n—oo
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Hatarozatlan hatarértékek: oo/

Tth (an) és (bp) olyan sorozatok, hogy Ii_)m a, = o0, lim b, = ool
n—oo
Ekkor (a,/b,) hatarértéke barmi lehet, példaul:

n?

lim = 00,
n—oon—+1



Miuiveletek sorozatokkal
00000000000

Hatarozatlan hatarértékek: oo/

Tth (an) és (bp) olyan sorozatok, hogy Ii_)m a, = o0, lim b, = ool
n—oo
Ekkor (a,/b,) hatarértéke barmi lehet, példaul:

. n?
lim = o0,
n—oon—+1
1
im 21 o,

n—oo N2
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Hatarozatlan hatarértékek: oo/

Tth (an) és (bp) olyan sorozatok, hogy Ii_)m a, = o0, lim b, = ool
n—oo
Ekkor (a,/b,) hatarértéke barmi lehet, példaul:

. n?
lim = o0,
n—oon—+1

1
im 22—,
n—0o0 n

1
im 2H g

M
n—oco N



Miuiveletek sorozatokkal
00000000000

Hatarozatlan hatarértékek: oo/

Tth (an) és (bp) olyan sorozatok, hogy lim a, = oo, i
n—oo n—oo
Ekkor (a,/b,) hatarértéke barmi lehet, példaul:

. n?

lim = o0,
n—oon—+1

. n+1

lim >— =0,
n—-o00 n

. h+1

lim =1,
n—oco N

Ezen hatarértékek igazolasa ugy torténik, hogy a nevezében
lévé legyorsabban névé taggal leosztunk és alkalmazzuk az
eddig tanultakat,



Miuiveletek sorozatokkal
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Hatarozatlan hatarértékek: oo - 0

Tth (an) és (bn) olyan sorozatok, hogy Ii_)m ap = 00, Ii_}m b, = 0!

Ekkor (a,b,) hatarértéke barmi lehet, példaul:

lim n?
n—oo n-4+1

= 00,



Miuiveletek sorozatokkal
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Hatarozatlan hatarértékek: oo - 0

Tth (an) és (bn) olyan sorozatok, hogy Ii_)m ap = 00, Ii_}m b, = 0!

Ekkor (a,b,) hatarértéke barmi lehet, példaul:

lim n?
n—oo n-4+1

= 00,

1
lim (n+ 1)? =0,

n—oo
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0000000000@

Hatarozatlan hatarértékek: oo - 0

Tth (an) és (bn) olyan sorozatok, hogy Ii_)m ap = 00, Ii_}m b, = 0!

Ekkor (a,b,) hatarértéke barmi lehet, példaul:

lim n?
n—oo n-4+1

= 00,

1
lim (n+ 1)? =0,

n—oo

1
lim (n+1)— =1.
n

n—oo
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