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Mi a fuggvény?

A fliggvény egy hozzarendelési szabaly. Egy valés fiiggvény a valds
szamokhoz, esetleg egy résziikhdz rendel hozza pontosan egy valds
szamot valamilyen szabaly (nem feltétlen képlet) szerint.
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szamot valamilyen szabaly (nem feltétlen képlet) szerint.

Egy f fliggvény értelmezési tartomanya azon valés szamok
halmaza, amelyre a szabalyt megadtuk, jele: ET vagy Dom(f)/Ds.
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Mi a fuggvény?

A fliggvény egy hozzarendelési szabaly. Egy valés fiiggvény a valds
szamokhoz, esetleg egy résziikhdz rendel hozza pontosan egy valds
szamot valamilyen szabaly (nem feltétlen képlet) szerint.

Egy f fliggvény értelmezési tartomanya azon valés szamok
halmaza, amelyre a szabalyt megadtuk, jele: ET vagy Dom(f)/Ds.
Az értékkészlet azon valés szamok halmaza, amelyek elallnak
képként, jele: EK vagy Ran(f)/R¢ vagy Im(f)
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Példak

x hax>0
x x<0
Ezen fiiggvény értelmezési tartomanya R, értékkészlete R

Abszolut érték: f(x) = {

-0.2 +
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Monotonitas

Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény monoton né, H halmazon ha
barmely x; < xo € H-ra f(x1) < f(x2). Szigordan monoton né, ha
f(x1) < f(x) is igaz.

-1 0.5 0 0.5 1

Az abszolat érték fiiggvény példaul szigordan monoton csdkkené a
negativ szamok halmazan R -on és szigorian monoton névé
R(‘J"—on.
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Paritas

Azt mondjuk, hogy az f fliggvény paros, ha

f(—x) = f(x)(tengelyesen szimmetrikus). Azt mondjuk, hogy az f
fliggvény paratlan, ha f(—x) = —f(x)(kozéppontosan
szimmetrikus). Ezek csak akkor vizsgalhatéak, ha a Dy
szimmetrikus az origéra.
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Periodicitas

Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény periodikus T periédussal ha
f(x+ T) = f(x). Ez is csak akkor értelemes ha az értelzési
tartomany is periodikus, vagyis x € Df = x + P € Dr igaz.

2
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Inverz

Ha y = f(x) akkor a fiiggvény inverze az a fiiggvény amely y-hoz
x-et rendeli. Jele f~1.
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Inverz

Ha y = f(x) akkor a fiiggvény inverze az a fiiggvény amely y-hoz
x-et rendeli. Jele f~1.

Az f fliggvény pontosan akkor invertalhatd, ha R¢-ben minden
szam csak egyszer all el6 x f szerinti képeként. Ehhez elégséges
hogy f szigord monoton legyen (de ez nem sziikséges).
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Inverz

Ha y = f(x) akkor a fiiggvény inverze az a fiiggvény amely y-hoz
x-et rendeli. Jele f71.

Az f fliggvény pontosan akkor invertalhatd, ha R¢-ben minden
szam csak egyszer all el6 x f szerinti képeként. Ehhez elégséges
hogy f szigord monoton legyen (de ez nem sziikséges).

Az inverz értelmezési tartomanya megegyezik az eredeti fliggvény
értékkészletével Dy—1 = Ry, és az inverz értékkészlete megegyezik
az eredeti fliggvény értelmezési tartomanyaval Rr-1 = Ds.
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Inverz Il

Az inverz grafikonja az eredeti fliggvény grafikonjanak az y = x
egyenesre vett tiikorképe.
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Inverz Il

Az inverz grafikonja az eredeti fliggvény grafikonjanak az y = x
egyenesre vett tiikorképe.

2L

Emiatt az abszolatérték fiiggvény nem invertalhatd, hiszen a pozitiv
értékeket kétszer veszi fel.
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Inverz Il

Az inverz grafikonja az eredeti fliggvény grafikonjanak az y = x
egyenesre vett tiikorképe.

2L

Emiatt az abszolatérték fiiggvény nem invertalhatd, hiszen a pozitiv
értékeket kétszer veszi fel.

Ugyanez a helyzet az x?-el. Utébbi esetben mégis értelmeztiink
inverzet Ggy, hogy lesziikitettiik azt a halmazt, ahol invertaltuk a
nemnegativ szamokra.
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Inverz Il

Az inverz grafikonja az eredeti fliggvény grafikonjanak az y = x
egyenesre vett tiikorképe.

2L

Emiatt az abszolatérték fiiggvény nem invertalhatd, hiszen a pozitiv
értékeket kétszer veszi fel.

Ugyanez a helyzet az x?-el. Utébbi esetben mégis értelmeztiink
inverzet Ggy, hogy lesziikitettiik azt a halmazt, ahol invertaltuk a
nemnegativ szamokra.
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Példa az inverzre

Tegyiik fel, hogy az y = 3x + 1 fliggvényt szeretnénk invertalni.
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Példa az inverzre

Tegyiik fel, hogy az y = 3x + 1 fliggvényt szeretnénk invertalni.

y=3x+1
y—1=3x
y—1
A

3
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Példa az inverzre

Tegyiik fel, hogy az y = 3x + 1 fliggvényt szeretnénk invertalni.

y=3x+1
y—1=3x
y—1
A
3

x—1

Tehat, ha az f(x) = 3x + 1 akkor f1(x) = 5
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Példa az inverzre

Tegyiik fel, hogy az y = 3x + 1 fliggvényt szeretnénk invertalni.

y=3x+1
y—1=3x
y—1
A
3

x—1

Tehat, ha az f(x) = 3x + 1 akkor f1(x) = 5

E] -1
/
-2
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Példa az inverzre |l

Tegyiik fel, hogy az y = v/x + 3 fiiggvényt szeretnénk invertalni.
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Példa az inverzre |l

Tegyiik fel, hogy az y = v/x + 3 fiiggvényt szeretnénk invertalni.

y=vVx+3
y2=x+3
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Példa az inverzre |l

Tegyiik fel, hogy az y = v/x + 3 fiiggvényt szeretnénk invertalni.

y =vx+3
y? =x+3
y? —3=x

Tehat, ha az f(x) = v/x + 3 akkor f~1(x) = x? — 3.

| —
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Példa az inverzre |l

Tegyiik fel, hogy az y = v/x + 3 fiiggvényt szeretnénk invertalni.

y =vx+3
y? =x+3
y? —3=x

Tehat, ha az f(x) = v/x + 3 akkor f~1(x) = x? — 3.
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Nevezetes fiiggvények-Exponencialis fiiggvény:a

Szamolasi szabalyok exponencialis kifejezésekre,
@ ha a, b tetszbleges valés szamok és a, 3 tetszleges természetes
szamok: a% . b* = (a-b)* a¥-af =atF (3%)F = a»F
o illetve ha a #£ 0:
1 a®

aio‘ aiﬁzaaiﬁ 30:1

a“=

Vigyazat!
(a%)" #a”" = &),

igy példaul 1010* =£ 1020 hanem 10(10*) = 101001

X
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Nevezetes fiiggvények-Exponencialis figgvény:a*

Szamolasi szabalyok exponencialis kifejezésekre (gyokokre) ha

a>0:
%:aé Vb = at = ({*/5)6 Va-b= {/a- Vb
Vigyazat!

Y3 £/ V3,

hanem "\2@ =/ V2 mig V2= /2!
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Exponencialis fiiggvények

Az a* fuggvény képe, ha a > 1:

2 3

A teljes R-en értelmezett, értékkészlete R, szigorii monoton né.
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Exponencialis fiiggvények 0 < b < 1

. 1\”™
Mivel b* = <> = a~ %, ezért pont az a* y tengelyre vett
a

tiikorképe.

A teljes R-en értelmezett, értékkészlete R, szigort mon. csokken.
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Nevezetes fiiggvények - log

A logaritmus fliggvény az exponencialis fiiggvény inverze. Definicié
szerint log, b az a szam, amelyre a-t emelve b-t kapjuk, azaz

alogab —b
Ez a definicié koti dssze az exponencialis kifejezések szamolasi
szabalyait a logaritmusos kifejezésekével. Tegyiik fel, hogy
aeRT\ {1}, bc,d e RT, o € R ekkor
log,(c-d) =log,c+log,d | log,(b*) = alog,b

log,(2) = log, b —log,c | log,1 =0, log,a=1
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Nevezetes fiiggvények - log,x, a > 1

Mivel 2* a teljes R-en értelmezett, értékkészlete R™, szigor

monoton né, igy az inverze RT-n értelmezett, értékkészlete R és
szigori monoton né.

1t5 2f0 2t5




Elemi Fiiggvények
000000e

Nevezetes fiiggvények - log, x, 0 < b < 1

Mivel b* a teljes R-en értelmezett, értékkészlete R™, szigori
monoton csdkken, igy az inverze R*-n értelmezett, értékkészlete R
és szigoril monoton csokken.

0.5
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Trigonometrikus fliggvények - sin, cos, tan

Definicié hegyesszogekre: legyenek egy derékszogii haromszog
befogdinak hossza a és b, atfogéjanak hossza c. Az a oldallal
szembeni szége a. Ekkor:

Definicié szerint:

. a
sinae=— cosa=— tana =
Cc Cc

oo
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Trigonometrikus fliggvények - sin, cos

Ebbédl kovetkez6en néhany nevezetes érték:

'ﬂ—l 1_\/§
Slng—z COS6—72
'E_\/i_l E_\@_l
Sng =% =5 sy =% =15
s /3 T _ 1
Sln3—2 COS3—2
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Trigonometrikus fliggvények - sin, cos

Kiterjesztés az Gsszes szogre (az abraért koszonet Nagy llonanak)

sin
90°|(2)
120° (3 ! 60° ()
o (3w V3 o in
135 (ECN 4 ’**‘45 ()
150° (22) 4. ; -230° (5)
1 ‘ 1
o I |
et —ee40 cos
e e
| i
210° (K & 330" ()
25 (D /L ()
240° (4—;") ) 300° (g)
270°|(%1)
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Trigonometrikus fliggvények - sin, cos

Kiterjesztés alapjan az tobbi nevezetes érték:
sin (g + k7r> = (—1)*
cos <g + kw) =0
sin(kr) =0

cos(km) = (—1)*
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Trigonometrikus fliggvények - sin

Ertelmezési tartomanya a teljes R, értékkészlete a [—1,1].
Nem monoton, 27 periodikus, paratlan (sin(—a) = —sin ).
Egyéb szimmetriaizsin(a + 7) = —sin(a), sin (o + ) = cosa.
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Trigonometrikus fliggvények - sin

Ertelmezési tartomanya a teljes R, értékkészlete a [—1,1].
Nem monoton, 27 periodikus, paratlan (sin(—a) = —sin ).
Egyéb szimmetriaizsin(a + 7) = —sin(a), sin (o + ) = cosa.

Szertnénk invertalni, de nem monoton. Mit csinaljunk?
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Trigonometrikus fliggvények - sin

e
\/

Ertelmezési tartomanya a teljes R, értékkészlete a [—1,1].

Nem monoton, 27 periodikus, paratlan (sin(—a) = —sin ).
Egyéb szimmetriaizsin(a + 7) = —sin(a), sin (o + ) = cosa.
Szertnénk invertalni, de nem monoton. Mit csinaljunk?

Csonkolunk!
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Nevezetes fiiggvények: arcsin

Az arcsin fiiggvény a csonkolt sin fliggvény inverze.

Ertelmezési tartomanya a [—1,1], értékkészlete a [_7“,%] szigora
monoton né, paratlan.
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Trigonometrikus fliggvények - cos

Ertelmezési tartomanya a teljes R, értékkészlete a [—1,1].
Nem monoton, 27 periodikus, paros, azaz cos(—a) = cos a.
Egyéb szimmetriai:cos(a + m) = — cos «,cos (a + %) = —sinw
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Trigonometrikus fliggvények - cos

Ertelmezési tartomanya a teljes R, értékkészlete a [—1,1].
Nem monoton, 27 periodikus, paros, azaz cos(—a) = cos a.
Egyéb szimmetriai:cos(a + m) = — cos «,cos (a + %) = —sinw

Szertnénk invertalni, de nem monoton. Mit csinaljunk?
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Trigonometrikus fliggvények - cos

U
no
5
1
ey
1
5
1
v Iy
|
o
ot
2]
>y
ey b
.|
5

Ertelmezési tartomanya a teljes R, értékkészlete a [—1,1].

Nem monoton, 27 periodikus, paros, azaz cos(—a) = cos a.
Egyéb szimmetriai:cos(a + m) = — cos «,cos (a + %) = —sinw
Szertnénk invertalni, de nem monoton. Mit csinaljunk?

Csonkolunk!
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Nevezetes fiiggvények: arccos

Az arcsin fiiggvény a csonkolt cos fliggvény inverze.

e T

Ertelmezési tartomanya a [—1,1], értékkészlete a [0,7], szigor
monoton csokken.
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Trigonometrikus fliggvények - tan

A tan alternativ definiciéja: tana = %
(0%

Ebbél kovetkez8en a nevezetes értékek:

¢ T 1
an— = —
6 3
tanE:\/g
3
tanzzl
4
tan(km) =0

T
tan (E + k7r) nem értelmezett
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Trigonometrikus fliggvények - tan

-10

Ertelmezési tartomanya: R\ {5 + kr}, értékkészlete a R.
Nem monoton, 7 periodikus, paratlan, azaz tan(—a) = —tana .



Elemi Fiiggvények
000000000e000000

Trigonometrikus fliggvények - tan

-10

Ertelmezési tartomanya: R\ {5 + kr}, értékkészlete a R.
Nem monoton, 7 periodikus, paratlan, azaz tan(—a) = —tana .
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Nevezetes fiiggvények: arctan

A tan esetében a (55,%)-n.

Ertelmezési tartomanya a R, értékkészlete (5F,%) , szigord
monoton né, paratlan.
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Trigonometrikus fliggvények - ctg

Ertelmezési tartomanya: R\ {0 + k7}, értékkészlete a R.
Nem monoton, 7 periodikus, paratlan, azaz tan(—a) = —tana.
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Trigonometrikus fliggvények - ctg

Ertelmezési tartomanya: R\ {0 + k7}, értékkészlete a R.
Nem monoton, 7 periodikus, paratlan, azaz tan(—a) = —tana.
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Nevezetes fiiggvények: arcctg

A ctg esetében a (0,7)-n.

-1 -t ‘ﬁl g

Ertelmezési tartomanya a R, értékkészlete (0,7) , szigord monoton
né, paratlan.
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Osszefiiggések a szogfiiggvények kozott

Tegyiik fel, hogy o5 € R, ekkor

2

sina + cos® o = 1
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Osszefiiggések a szogfiiggvények kozott

Tegyiik fel, hogy o5 € R, ekkor

2

sina + cos® o = 1

A kétszeres szogekre:
sin(2a)) = 2sin acos

és
2 2

cos(2a) = cos” a — sin“ av.
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Osszefiiggések a szogfiiggvények kozott

Tegyiik fel, hogy o5 € R, ekkor

2

sina + cos® o = 1

A kétszeres szogekre:
sin(2a)) = 2sin acos

és

2 2

cos(2a) = cos” a — sin“ av.

Felhasznalva a koszinusz kétszeres szdgekre vonatkozé Gsszefiiggést
kapjuk a linearizalé azonossagokat:

) 1 — cos(2« 1+ cos(2«

sin o = # és  cos? o = #

2 2
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Osszefiiggések a szogfiiggvények kozott I

Végiil két sz0g Osszegére az addiciés tételek:

sin(a + ) =sinacos 3 + sin B cos «
sin(a — ) =sinacos B —sinfcosa  és
cos(a+ 3
(

cos(aw — 8

=cosacos 3 —sinasin

~— — N

=cos a cos 3 + sinasin 3
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Osszefiiggések a szogfiiggvények kozott I

Végiil két sz0g Osszegére az addiciés tételek:

Ezekbél:
sin(a) cos(f3) :% [sin(ce + ) — sin(a — B)]
sin(a) sin(3) :% [cos(ar — B) — cos(a + f3)]

cos(a) cos(p3) :% [cos(a + ) + cos(a — B)]
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Osszefiiggések a szogfiiggvények kozott 111

A sin?() + cos?(a) = 1 és a tan(a) = Z":s((z)) osszefiiggésbél az is

kovetkezik, hogy

——— =1+ tan?
cos?(a) +tan(a)

Minden o # Z-re.
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Osszefiiggések a szogfiiggvények kozott 111

A sin?() + cos?(a) = 1 és a tan(a) = Z":s((z)) osszefiiggésbél az is

kovetkezik, hogy

_ 2
cos2(a) 1+ tan“(a)
Minden o # Z-re.
Amibél:
) _ 2tan (%)
) = e (5)
_ 2 (a
1+ tan? (%)
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Hiperbolikus fiiggvények - sinh, cosh

Kiterjeszrhetjiik a sin-t, cos-t a hiperbolara.

y A /
/
/
cosha
/
x? / .
/ sinh a
/7 |\
v \ X
AN
AN
AN
AN
AN
AN
AN
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Hiperbolikus fiiggvények - sinh

y
4,
2,
X
—6 —4 -2 2 4 6
2,
_4 ]
—6
Képelete:
eX—e™*
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Hiperbolikus fiiggvények - sinh

y
4 4
2 4
X
—6 —4 -2 2 4 6
2 1
—4 |
—6
Képelete:
) eX—e™*
sinh(x) = —

Ertelmezési tartomanya a teljes R, értékkészlete is R. Szigoriian
monoton név8, nem periodikus, paratlan (sinh(—x) = —sinh(x)).



Elemi Fiiggvények
00®00000

Nevezetes fiiggvények: arsinh

Az arsinh fliggvény a sinh fliggvény inverze.

arsinh(x) = In(x + V/x? + 1)
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Nevezetes fiiggvények: arsinh

Az arsinh fliggvény a sinh fliggvény inverze.

arsinh(x) = In(x + V/x? + 1)

Ertelmezési tartomanya a R, értékkészlete szintén R, szigort
monoton né, paratlan.
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Hiperbolikus fiiggvények - cosh

Képelete:
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Hiperbolikus fiiggvények - cosh

-3 -2 -1 1 2 3

Képelete:
e+ e~
2
Ertelmezési tartomanya a teljes R, értékkészlete [1,00). Nem
monoton, nem periodikus, paros (cosh(—x) = cosh(x)).

cosh(x) =
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Hiperbolikus fiiggvények - cosh

-3 -2 -1 1 2 3

Képelete:
e+ e~

2
Ertelmezési tartomanya a teljes R, értékkészlete [1,00). Nem
monoton, nem periodikus, paros (cosh(—x) = cosh(x)).
Szertnénk invertalni, de nem monoton. Mit csinaljunk?

cosh(x) =
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Hiperbolikus fiiggvények - cosh

-3 -2 -1 1 2 3

Képelete:
eX + e X

2
Ertelmezési tartomanya a teljes R, értékkészlete [1,00). Nem
monoton, nem periodikus, paros (cosh(—x) = cosh(x)).
Szertnénk invertalni, de nem monoton. Mit csinaljunk?

cosh(x) =



Elemi Fiiggvények

[e]e]e]e] lelele)

Nevezetes fiiggvények: arcosh

Az arcosh fiiggvény a cosh fiiggvény inverze.

arcosh(x) = In(x + v/ x? — 1)



Elemi Fiiggvények

[e]e]e]e] lelele)

Nevezetes fiiggvények: arcosh

Az arcosh fiiggvény a cosh fiiggvény inverze.

arcosh(x) = In(x + v/ x? — 1)

Ertelmezési tartomanya az [1,00), értékkészlete R™, szigor(
monoton n&.



Elemi Fiiggvények
00000800

Osszefiiggések a hiperbolikus fiiggvények kozott

Tegyiik fel, hogy x,y € R, ekkor

cosh?x —sinh®x =1



Elemi Fiiggvények
00000800

Osszefiiggések a hiperbolikus fiiggvények kozott

Tegyiik fel, hogy x,y € R, ekkor
cosh? x —sinh?x =1
A kétszeres szogekre:
sinh(2x) = 2sinh x cosh x

és
cosh(2x) = cosh? x + sinh? x.



Elemi Fiiggvények
00000800

Osszefiiggések a hiperbolikus fiiggvények kozott

Tegyiik fel, hogy x,y € R, ekkor
cosh? x —sinh?x =1
A kétszeres szogekre:
sinh(2x) = 2sinh x cosh x
és
cosh(2x) = cosh? x + sinh? x.

Felhasznalva a koszinusz hiperbolikusz kétszeres szogekre vonatkozé
osszefiiggését kapjuk a linearizalé azonossagokat:
h(2x) —1 1 h(2
sinh?x = cos(2x) és  cosh? x = +c025(x)



Elemi Fiiggvények
00000080

Hiperbolikus fiiggvények - tanh

2,,
y
1,,
+ + + X\
5 4 3 -2 17 1 2 3 4 5
-2 1
sinh(x)




Elemi Fiiggvények
00000080

Hiperbolikus fiiggvények - tanh

2,,
y
1,,
+ + + X\
-5 -4 -3 -2 - ] 1 2 3 4 5
-2 1
sinh(x)
tanh(x) =
anh(x) cosh(x)

Ertelmezési tartomanya: R, értékkészlete a [—1,1]. Szigortan
monoton nové, paratlan, azaz tanh(—x) = — tanh(x) .



Elemi Fiiggvények
0000000e

Nevezetes fiiggvények: artanh

Az artanh filiggvény a tanh fiiggvény inverze.

-1.0 =05 0.5

1 1
artanh(x) = 3 In < +X>

1—x



Elemi Fiiggvények
0000000e

Nevezetes fiiggvények: artanh

Az artanh filiggvény a tanh fiiggvény inverze.

-1.0 =05 0.5

-3

1 1
artanh(x) = 3 In < +X>

1—x

Ertelmezési tartomanya az [—1,1], értékkészlete R, szigori
monoton né, paratlan.



Kmplx def.
©000

Felfedezésiik

Az elsé kapcsol6dé emlités Alekszandriai Héron munkaiban tiinik fel
—hibas képletek részeként.



Kmplx def.
©000

Felfedezésiik

Az elsé kapcsol6dé emlités Alekszandriai Héron munkaiban tiinik fel
—hibas képletek részeként.

Az els6 polihisztor aki tudatosan kezdte hasznalni Gerolamo
Cardano volt. Masodfoki egyenletek vizsgalata kdzben kezdte a
komplex szamokat hasznalni 1545 -koriil, de még & is csak
vazlatosan fogta fel mibe is botlott. A koncepcié viszont hamar
elterjedt, Rafael Bombelli volt az elsé aki a komplex szamok
aritmetikajaval kezdett foglalkozni. Kézben felfedezték az algebra
alaptételét, igy jelentdségiik megnétt.



Kmplx def.
©000

Felfedezésiik

Az elsé kapcsol6dé emlités Alekszandriai Héron munkaiban tiinik fel
—hibas képletek részeként.

Az els6 polihisztor aki tudatosan kezdte hasznalni Gerolamo
Cardano volt. Masodfoki egyenletek vizsgalata kdzben kezdte a
komplex szamokat hasznalni 1545 -koriil, de még & is csak
vazlatosan fogta fel mibe is botlott. A koncepcié viszont hamar
elterjedt, Rafael Bombelli volt az elsé aki a komplex szamok
aritmetikajaval kezdett foglalkozni. Kézben felfedezték az algebra
alaptételét, igy jelentdségiik megnétt.

A XIX szazad lején talaltak, ki, hogy nagyon jol lehet veliik
hullamokat leirni. El8szor a hirkdzlésben is alkalmazni kezdték,
majd a kvantumoknal is el6jottek. Manapsag a komplex szamok
elengedhetetlen részei a modern matematikanak.



Kmplx def.
000

Definicidé

Vegyiik a legegyszeriibb masodfoki egyenletet aminek nincs valés
megoldasa

2Z2+1=0 (1)

Ennek megoldasai legyenek i az imaginarius (képzeletbeli szam) és
—i. Ebbsl kévetkezik, hogy i = (—i)? = —1.



Kmplx def.
000

Definicidé

Vegyiik a legegyszeriibb masodfoki egyenletet aminek nincs valés
megoldasa

Z2+1=0 (1)

Ennek megoldasai legyenek i az imaginarius (képzeletbeli szam) és
—i. Ebbsl kévetkezik, hogy i = (—i)? = —1.

Igy az dsszes
(z—a)*>’4+5=0, >0 (2)
Egyenletnek is van megoldasa a

an=a+iV/B ésa m=a—i/B



Kmplx def.
[eYe] Yo}

Definicid Il

Sét, a teljesen altalanos
a-z22+b-z+c=0 (3)

egyenlet is a (2) alakba irhaté.



Kmplx def.
[eYe] Yo}

Definicid Il

Sét, a teljesen altalanos
a-z22+b-z+c=0 (3)

egyenlet is a (2) alakba irhaté.
Igy kapjuk a (3) egyenletre a

—b+ /b% — dac

2a

710 =

megoldé képletet, arra az esetre is, ha diszkriminans negativ.



Kmplx def.
oooe

Definicio Il

A masodfoki egyenleteknek a megoldasa mindig

z=_a + _bi

valés  képzetes

alakba irhat6. A képzetes és valds rész alkotjak a komplex szamot.
Ezt hivjuk a komplex szam algebrai alakjanak.

A komplex szamok C testet alkotnak ami azt jelenti, hogy
a-z+b=c

egyenlet minden a € C, b € C, ¢ € C szamra megoldhaté.



Komplex szamok aritmetikaja
©000000000000000000

Alapmiiveletek komplex szamokkal

A komplex szamok korében értelmezett a négy alapmiivelet.
Legyenek z; = ay + iby illetve zo = ap + iby két tetsz8leges komplex
szam. Ekkor definicié szerint:

zi+z=a1+ibi +a+ ib = (a1 + a2) + i(b1 + b2)
Z1—Zp=ay+iby —ax — iby :(31—32)+i(b1—b2)



Komplex szamok aritmetikaja
©000000000000000000

Alapmiiveletek komplex szamokkal

A komplex szamok korében értelmezett a négy alapmiivelet.
Legyenek z; = ay + iby illetve zo = ap + iby két tetsz8leges komplex
szam. Ekkor definicié szerint:

zZ1+2z0=a1+iby +ax+ ib :(31+32)+i(b1+b2)
21—22:al+ib1—32—ib2 :(31—32)+i(b1—b2)
A szorzas elvégzéséhez kell az i = —1 Ssszefiiggés:

z1 2o :(a1 + ibl) . (32 + ibz) = ajar + i2b1b2 + ia1by + iax by
=(a1a2 — bib2) + i(a1b2 + axb1)



Komplex szamok aritmetikaja
0®00000000000000000

Konjugalas

A komplex szamokon van egy olyan egyvaltozés miivelet aminek
nincs valés parja: a konjugalas.



Komplex szamok aritmetikaja
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Konjugalas

A komplex szamokon van egy olyan egyvaltozés miivelet aminek
nincs valés parja: a konjugalas.

A z = a+ bi szam konjugaltjan a Z = a — bi komplex szamot
értjiik.
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Konjugalas

A komplex szamokon van egy olyan egyvaltozés miivelet aminek
nincs valés parja: a konjugalas.

A z = a+ bi szam konjugaltjan a Z = a — bi komplex szamot
értjiik.

A konjugalas onnan jon, hogy a megoldé képlet

SN

2a

710 =

miatt ha egy komplex szam gydke egy masodfokl egyenletnek akkor
a komplex konjugaltja is az.



Komplex szamok aritmetikaja
0®00000000000000000

Konjugalas

A komplex szamokon van egy olyan egyvaltozés miivelet aminek
nincs valés parja: a konjugalas.

A z = a+ bi szam konjugaltjan a Z = a — bi komplex szamot
értjiik.

A konjugalas onnan jon, hogy a megoldé képlet

SN

2a

710 =

miatt ha egy komplex szam gydke egy masodfokl egyenletnek akkor
a komplex konjugaltja is az.
A komplex szambdl és konjugaltjabsl kifejezhets a komplex szam

valés és képzetes része, hiszen Z52 = aés 22 = b




Komplex szamok aritmetikaja
00®0000000000000000

Alapmiiveletek komplex szamokkal - Osztas

Az osztas elvégzése algebrai alakban kicsit nehézkes, de ha a nevezé
komplex konjugaltjaval bévitek akkor algebrai alakot kapok.

a; + iby ay+iby ay—iby ajax — i2b1b2 —ia1by + ibja>
ap + iby - a0+ iby ay — iby - a2 — (ibp)? -
aiax + biby + i(brax —a1by) ajax + biby  .biap —arbp

a2 + by? @2+ b2 : a2 + by?




Komplex szamok aritmetikaja
000@000000000000000

Példak

Példa: Szamitsuk ki a 3 + 6/ és a 4 + 7/ szamok szorzatat!

(3+6i)(4+7i) = 12 + 42/ 4+ 24i + 21i = —30 + 45i



Komplex szamok aritmetikaja
000@000000000000000

Példak

Példa: Szamitsuk ki a 3 + 6/ és a 4 + 7/ szamok szorzatat!

(3+6i)(4+7i) = 12 + 42/ 4+ 24i + 21i = —30 + 45i

Példa 2: Szamitsuk ki a 2 4+ 3/ és a 4 — 2/ szamok hanyadosat!

2+3i 243 4+2i 8-6+i(4+12) 2+16i 1 4

4_02i 4_2i 412 4242 20 10’5



Komplex szamok aritmetikaja
0000®00000000000000

A komplex sik

b,,I,r? ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ?z:a—kbi

a Re

A komplex szamok abrazolhaték a komplex sikon. Ahol az egyik
tengely a valés (Re), a masik tengely a képzetes (Im) szamokat
abrazolja.



Komplex szamok aritmetikaja
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A komplex sik |l

OZ:a_b,l:

A konjugalt a komplex szam tiikdrképe a valds tengelyre. A

(a+ bi)(a— bi) = a® — (bi)? = a° + b

z-Z

a Pitagorasz tétel miatt a z tavolsagnégyzete az origétdl.



Komplex szamok aritmetikaja
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A komplex sik |l

OZ:a_b,l:

A konjugalt a komplex szam tiikdrképe a valds tengelyre. A

z-7=(a+ bi)(a— bi) = a* — (bi)> = a® + b = |z]?

a Pitagorasz tétel miatt a z tavolsagnégyzete az origétdl.



Komplex szamok aritmetikaja
000000@000000000000

Komplex szam trigonometrikus alakja

Im
<

Re

Egy komplex szamot nemcsak a valds és képzetes részével adhatunk
meg hanem megadhatjuk ehelyett az orig6tdl vett tavolsagat |z|-t
amit a polar koordinata rendszer jeldlései miatt szoktuk r-nek is
jeldlni, és a valds tengely pozitiv felével bezart szogével, aminek

jele: o, 0 < < 2m.



Komplex szamok aritmetikaja
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Komplex szam trigonometrikus alakja Il

Im

Re

Ezek segitségével hasznalhatjuk az an. trigonometrikus alakot is
z = r[cos(y) + isin(p)]

mivel cosp = 2 illetve sinp = % definicié szerint.



Komplex szamok aritmetikaja
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Alapmiiveletek trigonometrikus alakban - Szorzas

A szorzas és osztas miivelete sokkal egyszeriibben elvégezhets a
trigonometrikus alakban. Legyenek z; = ri(cos 1 + isin¢y) illetve
2o = r(cos pp + isin o) két tetszéleges komplex szam. Ekkor



Komplex szamok aritmetikaja
0000000080000000000

Alapmiiveletek trigonometrikus alakban - Szorzas

A szorzas és osztas miivelete sokkal egyszeriibben elvégezhets a
trigonometrikus alakban. Legyenek z; = ri(cos 1 + isin¢y) illetve
2o = r(cos pp + isin o) két tetszéleges komplex szam. Ekkor

7120 = r1(cos w1 + isin@1)ra(cos pa + isin o) =
= rim[cos p1 cos o — sin @1 sin o + i(sin 1 cos Y2 + cos 1 sin p2)] =
= nra(cos(p1 + ¢2) + isin(p1 + ¢2))



Komplex szamok aritmetikaja
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Alapmiiveletek trigonometrikus alakban - Szorzas

A szorzas és osztas miivelete sokkal egyszeriibben elvégezhets a
trigonometrikus alakban. Legyenek z; = ri(cos 1 + isin¢y) illetve
2o = r(cos pp + isin o) két tetszéleges komplex szam. Ekkor

7120 = r1(cos w1 + isin@1)ra(cos pa + isin o) =
= rim[cos p1 cos o — sin @1 sin o + i(sin 1 cos Y2 + cos 1 sin p2)] =
= nr2(cos(p1 + ¢2) + isin(p1 + ¢2))

Tehat egy komplex szammal val6 szorzas az abszolult értékkel valé
JNyljtast” és a szoggel vald forgatast jelent.



Komplex szamok aritmetikaja
000000000@000000000

Alapmiiveletek trigonometrikus alakban - Osztas

71 r(cospr +isinp1) i cosei + isinpi cos@y — isinp;

zp r(cospa+isinga)  racos@a + isinpa cos@y — isinp;




Komplex szamok aritmetikaja
000000000@000000000

Alapmiiveletek trigonometrikus alakban - Osztas

71 r(cospr +isinp1) i cosei + isinpi cos@y — isinp;

zp r(cospa+isinga)  racos@a + isinpa cos@y — isinp;

ry COS (1 COS 2 + Sin 1 sin w2 + i(Sin 1 COS Y2 — COS Y1 SiN Y2)
r cos? py + sin? o




Komplex szamok aritmetikaja
000000000@000000000

Alapmiiveletek trigonometrikus alakban - Osztas

71 r(cospr +isinp1) i cosei + isinpi cos@y — isinp;

zp r(cospa+isinga)  racos@a + isinpa cos@y — isinp;

ry COS (1 COS 2 + Sin 1 sin w2 + i(Sin 1 COS Y2 — COS Y1 SiN Y2)
r cos? py + sin? o

r .
r—;[cos(gol — 2) + isin(p1 — ¢2)]



Komplex szamok aritmetikaja

0000000000000 00000

Szamitsuk ki a 2 (cos (3) +isin(3)) és a4 (cos (%) +isin (%))
szamok szorzatat!



Komplex szamok aritmetikaja

0000000000000 00000

Szamitsuk ki a 2 (cos (3) +isin(3)) és a4 (cos (%) +isin (%))
szamok szorzatat!

2 (o (5) 90 (5) o () + 50 5)) -
(om(5) i90() -



Komplex szamok aritmetikaja
0000000000080000000

Alapmiiveletek komplex szamokkal - Hatvanyozas

A magas kitevgjii hatvanyozast nem érdemes a + /b alakban
végezni, ugyanis mig a

z"=(a+ib)"

kifejezést magas hatvanyra csak a binomialis tétellel bonthaté ki,
addig
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Alapmiiveletek komplex szamokkal - Hatvanyozas

A magas kitevgjii hatvanyozast nem érdemes a + /b alakban
végezni, ugyanis mig a

z"=(a+ib)"

kifejezést magas hatvanyra csak a binomialis tétellel bonthaté ki,

addig

n

z" = r"(cos(ny) + isin(ny))

igen kdnnyen szamolhato.



Komplex szamok aritmetikaja
0000000000008000000

Szamitsuk ki az 1 — i szdm 2019-ik hatvanyat, a végeredményt
algebrai alakban adjuk meg!
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Szamitsuk ki az 1 — i szdm 2019-ik hatvanyat, a végeredményt
algebrai alakban adjuk meg!

Irjuk at trigonometrikus alakra a szamot.

7
= r =V 12=V2 & @= "

4



Komplex szamok aritmetikaja
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Szamitsuk ki az 1 — i szdm 2019-ik hatvanyat, a végeredményt
algebrai alakban adjuk meg!

Irjuk at trigonometrikus alakra a szamot.
7
Izl =r=V124+12=V2 &s @z%

Ezutan

2010 _ \@2019 (cos (14143371') +isin <l4lj3w>> B

14128 5 14128 5
21009\/§(cos(T27r + %) + i sin( 5 27 + Tﬂ)

5 5
_ 21009\@(&5(%) + isin(%)) — _ 91009 _ 51009;




Komplex szamok aritmetikaja
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Alapmiiveletek komplex szamokkal - Gyokvonas

A gyokvonas pedig nem is végezhets el a trigonometrikus alak
nélkiil. Legyen z = r(cos(¢) + isin(¢)). Ekkor a szam (komplex
értelemben vett) n-edik gydkei:
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Alapmiiveletek komplex szamokkal - Gyokvonas

A gyokvonas pedig nem is végezhets el a trigonometrikus alak
nélkiil. Legyen z = r(cos(¢) + isin(¢)). Ekkor a szam (komplex
értelemben vett) n-edik gydkei:

{7 (cos (2) +isin (2)
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Alapmiiveletek komplex szamokkal - Gyokvonas

A gyokvonas pedig nem is végezhets el a trigonometrikus alak
nélkiil. Legyen z = r(cos(¢) + isin(¢)). Ekkor a szam (komplex
értelemben vett) n-edik gydkei:

{7 (cos (2) +isin (2)

J/r (cos (£ + %) +isin (£ + 27))

n n n




Komplex szamok aritmetikaja
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Alapmiiveletek komplex szamokkal - Gyokvonas

A gyokvonas pedig nem is végezhets el a trigonometrikus alak
nélkiil. Legyen z = r(cos(¢) + isin(¢)). Ekkor a szam (komplex
értelemben vett) n-edik gydkei:

{7 (cos (2) +isin (2)

J/r (cos (£ + %) +isin (£ + 27))

n n n
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Alapmiiveletek komplex szamokkal - Gyokvonas

A gyokvonas pedig nem is végezhets el a trigonometrikus alak
nélkiil. Legyen z = r(cos(¢) + isin(¢)). Ekkor a szam (komplex
értelemben vett) n-edik gydkei:

{/r (cos (£) + isin (£))
/r (cos (£ + 27”)—1— isin (£ +27))

/r (cos (£ + 2”) + isin (£ + 21))
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Alapmiiveletek komplex szamokkal - Gyokvonas

A gyokvonas pedig nem is végezhets el a trigonometrikus alak
nélkiil. Legyen z = r(cos(¢) + isin(¢)). Ekkor a szam (komplex
értelemben vett) n-edik gydkei:

{/r (cos (£) + isin (£))
/r (cos (£ + 27”)—1— isin (£ +27))

/r (cos (£ + 2”) + isin (£ + 21))




Komplex szamok aritmetikaja
0000000000000e00000

Alapmiiveletek komplex szamokkal - Gyokvonas

A gyokvonas pedig nem is végezhets el a trigonometrikus alak
nélkiil. Legyen z = r(cos(¢) + isin(¢)). Ekkor a szam (komplex
értelemben vett) n-edik gydkei:

7 (cos (2) +isin (2))
F (cos (5 + ) s (5 + )

n

{/r (cos (%—i—%) + isin (%—FMJ))

0 s (52052 s 3 + )

\
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0000000000000e00000

Alapmiiveletek komplex szamokkal - Gyokvonas

A gyokvonas pedig nem is végezhets el a trigonometrikus alak
nélkiil. Legyen z = r(cos(¢) + isin(¢)). Ekkor a szam (komplex
értelemben vett) n-edik gydkei:

/r (cos (£) +isin (%))
\"ﬁ(cos(%—i-%”).—i—isin (£+2))
f(cos(¢+2k”)+lsm( +MJ))

| 7 cos (5 + 2oz );,sm (5 + 20=0:))

Tehat minden komplex szamnak n darab n-edik gydke van, melyek
egy orgié kdzépponti szabalyos n szdget alkotnak.




Komplex szamok aritmetikaja
0000000000000080000

Szamitsuk ki az 1 — i szam harmadik gyokeit!
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Szamitsuk ki az 1 — i szam harmadik gyokeit!

Mar tudjuk, hogy a trigonometrikus alak

V2 (cos (77”) + isin (7{))



Komplex szamok aritmetikaja
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Szamitsuk ki az 1 — i szam harmadik gyokeit!

Mar tudjuk, hogy a trigonometrikus alak
ﬁ(cos( ) + isin (T))

Innen:

T 2kmw m  2kmw
3 o 6 . .
ﬁ_\fz<cos<12+3 >+15|n<12—|—3 >),

ahol k = 0,1,2, azaz a harom gyok:
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Szamitsuk ki az 1 — i szam harmadik gyokeit!

Mar tudjuk, hogy a trigonometrikus alak
ﬁ(cos( ) + isin (T))

Innen:

T 2kmw m  2kmw
3 o 6 -
ﬁ_\fz<cos<12+3 >+15|n<12—|—3 >>,

ahol kK = 0,1,2, azaz a harom gyok:
o k=0-re: /2 (cos (£5) +isin ({5))
o k=1-re: V/2(cos (1%) + isin (115727T
o k=2-re: V/2 (cos (35°) +isin (3F))



Komplex szamok aritmetikaja
000000000000000e000

Példa a masodfokii egyenlet megoldasara

Oldjuk meg az x? + 2x + 2 = 0 egyenletet a komplex szamok
korében!
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Példa a masodfokii egyenlet megoldasara

Oldjuk meg az x? + 2x + 2 = 0 egyenletet a komplex szamok
korében!
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Példa a masodfokii egyenlet megoldasara

Oldjuk meg az x? + 2x + 2 = 0 egyenletet a komplex szamok

korében!
24+, /4-8 24,/ -4
= = 144/-1
2 2

Azaz a gyokok x3 = —1+iésxp=—1—1.

z1p =
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000000000000000e000

Példa a masodfokii egyenlet megoldasara

Oldjuk meg az x? + 2x + 2 = 0 egyenletet a komplex szamok

korében!
24+, /4-8 24,/ -4
= = 144/-1
2 2

Azaz a gyokok x3 = —1+iésxp=—1—1.

z1p =

A gydkdk ismeretében a gyoktényezd alak:
az? + bz+c=a(z— z1)(z — z).
Igy most a gydktényezés alak: (x + 1 —i)(x + 1 +1i).
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Példa a masodfokii egyenlet megoldasara

Oldjuk meg az x? + 2x + 2 = 0 egyenletet a komplex szamok

korében!
24+, /4-8 24,/ -4
= = 144/-1
2 2

Azaz a gyokok x3 = —1+iésxp=—1—1.

z1p =

A gydkdk ismeretében a gyoktényezd alak:

az? + bz+c=a(z— z1)(z — z).

Igy most a gydktényezés alak: (x + 1 —i)(x + 1 +1i).

Es valéban a masodfoka kifejezés egy felbontasat kapjuk, hiszen
(x+1=0)(x+1+i) = x2+x(1+i+1—i)+(1—i)(1+i) = x>+2x+2.
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Komplex szamokra vonatkozé egyenletek

Példa: Oldjuk meg a z3 = 8 egyenletet!
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Komplex szamokra vonatkozé egyenletek

Példa: Oldjuk meg a z3 = 8 egyenletet!

A valés szamok kdrében ennek az egyenletnek csak egy megoldasa
volt. Komplex szamok kdrében viszont harom, ugyanis +v/8-nak 3

gyoke van.
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Komplex szamokra vonatkozé egyenletek

Példa: Oldjuk meg a z3 = 8 egyenletet!

A valés szamok kdrében ennek az egyenletnek csak egy megoldasa
volt. Komplex szamok kdrében viszont harom, ugyanis +v/8-nak 3
gyoke van.

Ezek meghatarozasahoz irjuk at 8-at trigonometrikus alakba:
8 = 8(cos(0) + isin(0)).
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0000000000000000800

Komplex szamokra vonatkozé egyenletek

Példa: Oldjuk meg a z3 = 8 egyenletet!

A valés szamok kdrében ennek az egyenletnek csak egy megoldasa
volt. Komplex szamok kdrében viszont harom, ugyanis +v/8-nak 3
gyoke van.

Ezek meghatarozasahoz irjuk at 8-at trigonometrikus alakba:
8 = 8(cos(0) + isin(0)).
Innen a kdbgydkok:

2k 2k
%:2<cos <0+37T> + isin <0+37T>>,

ahol kK =10,1,2.



Komplex szamok aritmetikaja
0000000000000000800

Komplex szamokra vonatkozé egyenletek

Példa: Oldjuk meg a z3 = 8 egyenletet!

A valés szamok kdrében ennek az egyenletnek csak egy megoldasa
volt. Komplex szamok kdrében viszont harom, ugyanis +v/8-nak 3
gyoke van.

Ezek meghatarozasahoz irjuk at 8-at trigonometrikus alakba:

8 = 8(cos(0) + isin(0)).

Innen a kdbgydkok:

2k 2k
%:2<cos <0+37T> + isin <0+37T>>,

ahol k =0,1,2.

Innen a megoldasok: z; =2
22—2(cos( )+/sm (7)) =—1+iV3
z3=2 (cos( ) + isin (%’r)) —1—iV/3.
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Komplex szamokra vonatkozé egyenletek

Példa 2: Oldjuk meg a z + |z| = 3 + i egyenletet!
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Komplex szamokra vonatkozé egyenletek

Példa 2: Oldjuk meg a z + |z| = 3 + i egyenletet!

Két komplex szam pontosan akkor egyenlé ha kiilon-kiilon a valds
és a képzetesrésziik egyenl. Az egyenlet megoldasahoz tehat irjuk
ki a z szam algebrai alakjat.
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Komplex szamokra vonatkozé egyenletek

Példa 2: Oldjuk meg a z + |z| = 3 + i egyenletet!

Két komplex szam pontosan akkor egyenlé ha kiilon-kiilon a valds
és a képzetesrésziik egyenl. Az egyenlet megoldasahoz tehat irjuk
ki a z szam algebrai alakjat.

at+ib+y/a®?+b>=3+i
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Komplex szamokra vonatkozé egyenletek

Példa 2: Oldjuk meg a z + |z| = 3 + i egyenletet!

Két komplex szam pontosan akkor egyenlé ha kiilon-kiilon a valds
és a képzetesrésziik egyenl. Az egyenlet megoldasahoz tehat irjuk
ki a z szam algebrai alakjat.

at+ib+y/a®?+b>=3+i

Innen a valés részekre vonatkozé egyenlet: a+ (/a2 + b2 = 3,
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Komplex szamokra vonatkozé egyenletek

Példa 2: Oldjuk meg a z + |z| = 3 + i egyenletet!

Két komplex szam pontosan akkor egyenlé ha kiilon-kiilon a valds
és a képzetesrésziik egyenl. Az egyenlet megoldasahoz tehat irjuk
ki a z szam algebrai alakjat.

at+ib+y/a®?+b>=3+i

Innen a valés részekre vonatkozé egyenlet: a+ (/a2 + b2 = 3,

a képzetes részre vonatkoz6 egyenlet b = 1. Ezt visszairva a valds

részre vonatkoz6 egyenletbe: a + /1 + a2 = 3.
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Komplex szamokra vonatkozé egyenletek

Példa 2: Oldjuk meg a z + |z| = 3 + i egyenletet!

Két komplex szam pontosan akkor egyenlé ha kiilon-kiilon a valds
és a képzetesrésziik egyenl. Az egyenlet megoldasahoz tehat irjuk
ki a z szam algebrai alakjat.

at+ib+y/a®?+b>=3+i

Innen a valés részekre vonatkozé egyenlet: a+ (/a2 + b2 = 3,

a képzetes részre vonatkoz6 egyenlet b = 1. Ezt visszairva a valds

részre vonatkoz6 egyenletbe: a + /1 + a2 = 3.

\/1+a2=3-a

A megoldashoz nincs mas valasztasunk, mint mindkét oldalt
négyzetre emelni.

Innen:
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Példa - folyt.

Vigyazunk, ekkor keletkezhet hamis gyok, ezért a kapott gyokoket

ellen8rizniunk kelll
\J1+a*>=3-a

1+a°=9—6a+a°
6a=28
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Példa - folyt.

Vigyazunk, ekkor keletkezhet hamis gyok, ezért a kapott gyokoket

ellen8rizniunk kelll
\J1+a*>=3-a

1+a°=9—6a+a°
6a=28

Ellendrizziik a a = = gyokat!

wis wWie

1+ —
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Példa - folyt.

Vigyazunk, ekkor keletkezhet hamis gyok, ezért a kapott gyokoket

ellen8rizniunk kelll
\J1+a*>=3-a

1+a°=9—6a+a°
6a=28

Ellendrizziik a a = = gyokat!

w|

~

Jiv =242
3 9 3 3

azaz nem hamis gydk a 3 Innen az eredeti egyenlet megoldasa:

Rl
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