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Hattér

Mint ahogy a fliggvény érint8je, ugyanigy a fliggvény alatti teriilet
is fontos fizikai jelent&séggel bir:

Példaul: Ha a er6t abrazolom a grafikonnal, akkor a grafikon alatt
lévé teriilet az munka.
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Egy kis csavar: Ha a fliggvényem negativ (példaul a sebességem
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Reészletek

Az 6rdog a részletekben van:

Példaul: Van-e, és mi az integralja az alabbi fliggvényeknek?
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Reészletek

Az 6rddg a részletekben van:

Példaul: Van-e, és mi az integralja az alabbi fliggvényeknek?

F(x) = l,haxe@Q
0,ha x € Qx
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Riemann Integral, definiciok

Definicié

Az [a,b] intervallum egy felosztasa egy
a=xg<x3<--<Xp_1<Xx,=b pontsorozat. Ebbél a k-adik
részintervallum ly= [xx—1,xx]. Ennek hossza Axy = xx — Xk_1.
Ezen felosztas finomsaga: AF = maxy Axy. Egy felosztassorozat
F,, minden hatéron til finomodé ha lim,_, AF, =0
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Riemann Integral, definiciok

Definicié

Az [a,b] intervallum egy felosztasa egy
a=xg<x3<--<Xp_1<Xx,=b pontsorozat. Ebbél a k-adik
részintervallum ly= [xx—1,xx]. Ennek hossza Axy = xx — Xk_1.
Ezen felosztas finomsaga: AF = maxy Axy. Egy felosztassorozat
F,, minden hatéron til finomodé ha lim,_, AF, =0

Definicid

Egy [a,b] intervallum egy F felosztashoz és egy f(x) folytonos
fiiggvényhez tartozé alsé kozelité osszeg sg:

SF = g mAxg, mx = minf(x)
P xEly
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Riemann Integral, definiciok

Definicié

Az [a,b] intervallum egy felosztasa egy
a=xg<x3<--<Xp_1<Xx,=b pontsorozat. Ebbél a k-adik
részintervallum ly= [xx—1,xx]. Ennek hossza Axy = xx — Xk_1.
Ezen felosztas finomsaga: AF = maxy Axy. Egy felosztassorozat
F,, minden hatéron til finomodé ha lim,_, AF, =0

Definicid

Egy [a,b] intervallum egy F felosztashoz és egy f(x) folytonos
fiiggvényhez tartozé felsé kozelité bsszeg Sk :

SF = Z MkAXk, Mk = r)?ealx f(X)
k k
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Az trivialis, hogy
sF <S¢ (1)

Ugyanakkor, ha F* olyan felosztas amit F-bdl kapok agy, hogy
plusz pontokat veszek hozza akkor

SF < SF+, S = Sf+ (2)
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A felosztassorozat tulajdonsagai Il

Ha F; és F> két felosztas akkor
S, < S, (3)
MiVeI 5F1 S(Z) SF1UF2 S(l) SFlUFz S(2) 5F2'
Legyen h =sup{se}, H = ir;f{SF}.
F

Mivel sg < Sg minden F-re ezért h < H

Bizonyithaté: Ha F, egy minden hataron tal finomodé
felosztassorozat akkor

lim sp, =h, lim Sg, =H
n—oo n—oo
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Integralhatésag

Definicié

Azt mondjuk, hogy f Riemann integralhaté [a,b]-n ha h = H,
vagyis az alsé kézelité 6sszegek szuprenuma és a felsé kézelité
osszegek infinuma megegyezik.
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Integralhatésag

Definicié

Azt mondjuk, hogy f Riemann integralhaté [a,b]-n ha h = H,
vagyis az alsé kézelité 6sszegek szuprenuma és a felsé kézelité
osszegek infinuma megegyezik.

Masképp megfogalmazva: f integralhaté, ha egy minden hataron
tal finomodé felosztassorozatra Fp-re:

b
lim sg, = lim Sfg, :/f(x)dx
n—oo n—oo
a
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Integralhatésag

Definicié

Azt mondjuk, hogy f Riemann integralhaté [a,b]-n ha h = H,
vagyis az alsé kézelité 6sszegek szuprenuma és a felsé kézelité
osszegek infinuma megegyezik.

Masképp megfogalmazva: f integralhaté, ha egy minden hataron
tal finomodé felosztassorozatra Fp-re:

b
n:nl'_[‘goan :/f(x)dx

lim sg
n—oo

a

Jelolés: Ha f integralhat6 [a,b]-n akkor f € R,y
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Példak

Példaul: Ha f(x) = c [a,b]-n akkor
sr =SF=c(b—a)

minden F felosztasra.
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Példak

Példaul: Ha f(x) = c [a,b]-n akkor

minden F felosztasra.
Példaul: Ha
1 .h
Flx) = ,hax €@
0 ,haxe@Q*

Akkor barhogy veszek egy F felosztast, az intervallumokban lesz
racionlalis és irracionalis szam is, ezért

SFZO, SFZI.

Igy ez a fiiggvény nem Riemann integralhaté.
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Integralhatésag matematikai feltétele

Definicié

Az F felosztashoz tartozé oszcillaciés 6sszeg:

n
OSOFZSF—SF:ZMk—mkAXk
k=1
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Integralhatésag matematikai feltétele

Definicié

Az F felosztashoz tartozé oszcillaciés 6sszeg:

n
OSOFZSF—SF:ZMk—mkAXk
k=1

Tehat

/f(x) dx3 & Ve > 0-hoz 3F melyre O < ¢

a
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Milyen fiiggvények integralhaték?

Ha f monoton és korlatos akkor Integralhaté \
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Milyen fiiggvények integralhaték?

Ha f monoton és korlatos akkor Integralhaté \

Bizonyitas: Legyen f monoton ndvekvé ekkor

b—a
Axy = 5 (Egyenletesen osszuk fel az intervallumot)

OF :Z(Mk — My AXk =
k=1

:b;a(f(X1) — f(xo0) + f(x2) — F(x1) + F(x3) — F(x2) 4+ -+ +

D=2 ¢(b) - (a))

+ f(xn) — f(xn-1)) =

Ez viszont kisebb mint £ ha n > Ww
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Integralhaté fiiggvények, integral kozelité Osszeg

Megmutathaté:
© Ha f folytonos akkor integralhato.
@ Az integral értéke nem valtozik, ha a fliggvényt véges sok pontban
megvaltoztatom.
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© Ha f folytonos akkor integralhato.
© Az integral értéke nem valtozik, ha a fiiggvényt véges sok pontban
megvaltoztatom.
Sét, f integralhatd, ha véges sok monoton vagy folytonos
figgvénybdl képzett parcialis fliggvény.
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Integralhaté fiiggvények, integral kozelité Osszeg

Megmutathaté:

© Ha f folytonos akkor integralhato.
@ Az integral értéke nem valtozik, ha a fliggvényt véges sok pontban
megvaltoztatom.

Sét, f integralhatd, ha véges sok monoton vagy folytonos
figgvénybdl képzett parcialis fliggvény.
Peéldaul: ha

fi(x), haxe€[ax)
f2(X), ha x € [X1,X2]
f(x) = ¢ (x), haxe(x,x3)

\f/(x), ha x € (x;_1,x) = b]

és fi-k monotonok, vagy folytonosak, akkor f(x) is integralhaté.
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Integral kozelité Osszeg

Definicié

Az f fiiggvény F felosztashoz tartozé integralkézelité 6sszege:

OF — i f(Ck)(Xk — kal)

k=1

ahol cx € Iy = [xk—_1,xk| reprezentans pont, f(cx) a reprezentans
fliggvényérték.
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Integral kozelité Osszeg

Definicié

Az f fiiggvény F felosztashoz tartozé integralkézelité 6sszege:

OF — i f(Ck)(Xk — kal)

k=1

ahol cx € Iy = [xk—_1,xk| reprezentans pont, f(cx) a reprezentans
fliggvényérték.

Nyilvanvalé: sp < o < S, ezért:
Ha f € R[, ) = Rendér elv. = az &sszes F, minden hataron tdl
finomodé felosztassorozatra:

b

lim o, — [ f(x)dx
n—oo



Newton-Leibniz formula
0@0000

Newton-Leibniz formula

Az integral gyakorlati kiszamitasahoz ad segitséget az alabbi
formula. Ehhez, kell elészor egy definicio:
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Newton-Leibniz formula

Az integral gyakorlati kiszamitasahoz ad segitséget az alabbi
formula. Ehhez, kell elészor egy definicio:

Definicid

Az f(x) fiiggvény primitiv fiiggvénye F(x), ha F'(x) = f(x).
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Newton-Leibniz formula

Az integral gyakorlati kiszamitasahoz ad segitséget az alabbi
formula. Ehhez, kell elészor egy definicio:

Definicid

Az f(x) fiiggvény primitiv fiiggvénye F(x), ha F'(x) = f(x).

Példa: x? 4 1 primitiv fiiggvénye a X3—3 + x és % + x + 100 is.

Tétel (Newton-Leibniz formula)

Legyen g(x) € Ry, p) és legyen G(x) az g(x) primitiv fiiggvénye,
ekkor:

b
G(b) - G(a) = / g(x) dx
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Newton-Leibniz formula bizonyitasa

Legyen F, egy minden hataron tal finomodé felosztas sorozat. ekkor

G(b) — G(a) = G(xn) — G(x0) = G(xn) — G(xp—1)+
G(anl) — G(anz) —+ o+ G(Xg) — G(Xl) + G(Xl) — G(Xo) =

=3 6(xa) ~ Glx-1) = (%)
k=1
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Newton-Leibniz formula bizonyitasa

Legyen F, egy minden hataron tal finomodé felosztas sorozat. ekkor

G(b) — G(a) = G(xn) — G(x0) = G(xn) — G(xp—1)+
G(anl) — G(anz) —+ o+ G(Xg) — G(Xl) + G(Xl) — G(Xo) =

=3 6(a) ~ Glx-1) = (¥
k=1

Erre alkalmazzuk a Lagrange-féle kozépértéktételt:

G(Xk) — G(Xk_l)

=G’ Ck) = 8\Ck), C € [Xk—1,Xk
W= ) () = gler). € bl

)
G(xk) — G(xk—1) =g(c) (xk — xk—1)
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Newton-Leibniz formula bizonyitasa Il

Ez utébbit visszairva (*)-ba:

=
3>
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Newton-Leibniz formula bizonyitasa Il

Ez utébbit visszairva (*)-ba:

n n

G(b) = G(a) = > Glxk) — Glxw-1) = > glex)Axk = oF,
k=1 k—1

Mindkét oldal limeszét véve

lim (G(b) — G(a)) = lim oF,

n—o0 n—o0
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Newton-Leibniz formula bizonyitasa Il

Ez utébbit visszairva (*)-ba:

n n

G(b) = G(a) = > Glxk) — Glxw-1) = > glex)Axk = oF,
k=1 k—1

Mindkét oldal limeszét véve

n—o0 n—o00

b
G(b) — G(a) = lim (G(b) — G(a)) = lim of, = /g(x) dx
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3
fxz—l—ldx:?
1
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Példa

3

[x?+1dx =?

1

Tehét itt f(x) = x2+ 1. A Newton-Leibniz formula szerint:
f f(x)dx = F(b) — F(a) ahol F(x) az f(x) figgvény primitiv
fuggvenye
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Példa

3

[x?+1dx =?

1

Tehét itt f(x) = x2+ 1. A Newton-Leibniz formula szerint:
f f(x)dx = F(b) — F(a) ahol F(x) az f(x) figgvény primitiv
fuggvenye

x3

3 + X Igy:

jx2udxH@Fu)<§+x>x3<i+x>

27 1 1
== —(z+1)=11-2
(5+3) - (1) =3

Az x? + 1 primitiv fiiggvénye példaul a

x=1
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A hatarozott integral tulajdonsagai

a b
Q Ha f € Ry, p) akkor [ f(x)dx = — [ f(x)dx
b

a
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A hatarozott integral tulajdonsagai

a b
Q Ha f € Ry, p) akkor [ f(x)dx = — [ f(x)dx
b

a
Q [f(x)dx=0
© Hafe R[a,c] és f e R[c,b] (a <c< b) =fe R[a,b] és

C

/b F(x) dx = / F(x) dx+ /b F(x) dx

a
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A hatarozott integral tulajdonsagai

a b
Q Ha f € Ry, p) akkor [ f(x)dx = — [ f(x)dx
b

a
Q [f(x)dx=0
© Hafe R[a,c] és f e R[c,b] (a <c< b) =fe R[a,b] és

b c b

/ F(x) dx = / F(x) dx+ / F(x) dx

a a (o

b
Q@ HafeRp,yésf(x)>0haxe[abl= [f(x)dx>0
a
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A hatarozott integral tulajdonsagai

a b
Q Ha f € Ry, p) akkor [ f(x)dx = — [ f(x)dx
b

a
Q [f(x)dx=0
© Hafe R[a,c] és f e R[c,b] (a <c< b) =fe R[a,b] és

b c b

/ F(x) dx = / F(x) dx+ / F(x) dx

a a (o

b
Q@ HafeRp,yésf(x)>0haxe[abl= [f(x)dx>0
a

b

[ f(x)dx

a

b
© Ha f € Ry, p akkor < [|f(x)|dx
a
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Hatarozatlan integral definicigja

Lattuk, hogy a primitiv fliggvény(ek) fontosak abban, hogy ki
tudjuk szamitani a fiiggvények alatti teriiletet.
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tudjuk szamitani a fiiggvények alatti teriiletet.

Ha F(x) primitiv fiiggvény akkor F(x) 4 C is az (ahol C egy
tetsz6leges konstanst jeldl). Az Integralszamitas elsé fétételébd!
tudjuk, hogy mas primitiv fiiggvény nincsen.
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Hatarozatlan integral definicigja

Lattuk, hogy a primitiv fliggvény(ek) fontosak abban, hogy ki
tudjuk szamitani a fiiggvények alatti teriiletet.

Ha F(x) primitiv fiiggvény akkor F(x) 4 C is az (ahol C egy
tetsz6leges konstanst jeldl). Az Integralszamitas elsé fétételébd!
tudjuk, hogy mas primitiv fiiggvény nincsen.

Definicid

Az f(x) hatéarozatlan integraljan az f(x) Gsszes primitiv
fliggvényének a halmazat értjiik. Jele: [ f(x)dx.
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Hatarozatlan integral definicigja

Lattuk, hogy a primitiv fliggvény(ek) fontosak abban, hogy ki
tudjuk szamitani a fiiggvények alatti teriiletet.

Ha F(x) primitiv fiiggvény akkor F(x) 4 C is az (ahol C egy
tetsz6leges konstanst jeldl). Az Integralszamitas elsé fétételébd!
tudjuk, hogy mas primitiv fiiggvény nincsen.

Definicid

Az f(x) hatéarozatlan integraljan az f(x) Gsszes primitiv
fliggvényének a halmazat értjiik. Jele: [ f(x)dx.

I éldéul
X2
/X dX - — + C
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Hatarozatlan integral definicigja

Lattuk, hogy a primitiv fliggvény(ek) fontosak abban, hogy ki
tudjuk szamitani a fiiggvények alatti teriiletet.

Ha F(x) primitiv fiiggvény akkor F(x) 4 C is az (ahol C egy
tetsz6leges konstanst jeldl). Az Integralszamitas elsé fétételébd!
tudjuk, hogy mas primitiv fiiggvény nincsen.

Definicid

Az f(x) hatéarozatlan integraljan az f(x) Gsszes primitiv
fliggvényének a halmazat értjiik. Jele: [ f(x)dx.

2
X
/xdx-2+C

Ezt ellendrizni gy lehet, hogy visszaderivaljuk tehat (X; + ()

Példaul:

2
2
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Hatarozatlan integral néhany tulajdonsaga

A dervivalasi szabalyok és a definicié miatt:
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VX A+ =+ x" xS dx = [ x2 +x73 + X"+ x*Tldx =
3/X4

X7r+1 Xe+2

W+1+e+2

+C

'\""‘" >n\<:\w \



Hatarozatlan integral
00@000000000

Xa+1

a+1 + C

Példak: [ x*dx =

2 3 4
/1+2x+5x2+7x3dx:x+2X2+5);+7);+C
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VX
3yl get2
+—+ + +C
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3
2 1 X7T+1

1
/\/)?—F34+x”+xe+1dx:/xé+X_g+X7F+Xe+1dX=
3
X2
3
2
2x

e+2

+ X _+cC
3 T+1 e+2
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értelmezett. Kérdés, tudunk-e mondani valamit a negativ szamok

esetén.
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értelmezett. Kérdés, tudunk-e mondani valamit a negativ szamok
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—X —X

Ennek is % a derivaltja!
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Tehat L primitiv fiiggvénye In(x) ha x pozitiv, és In(—x) ha x
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/ = In|x|
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