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Helyettesitéses integral folytatas
®00

Helyettesitéses integral (ismétlés)

Tétel

Legyen f € COa,b], ¢ € Cl[a,3], ¢ monoton és p[a,[] = [a,b].
Ekkor

— [ flewe (o

t=p~1(x)
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Példa:

Szamitsuk ki: .

/\/1—x2dx:?
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Példa:

Szamitsuk ki:

1
/ V1—x2dx =7
0
x =sin(t), dx = dt

/ 1 — sin?(t) cos t)dt—/]cos cos( :/
0

0
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Példa:

Szamitsuk ki: X
[ViRa=
0

x =sin(t), dx = dt

/ 1 — sin? t)cos(t)dt =

0

| cos(t)] cos(t) dt = / _
0

:/cos(Zt)—i—ldt_ [sin(2t) t]’é

NE O\N\:

0
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Példa:

Szamitsuk ki:

1
/ VI—xdx =7
0

x =sin(t), dx = dt

/ 1 — sin? t)cos(t)dt =
0

| cos(t)] cos(t) dt = / _
0

:/ cos(22t) 1o [sin(2t) N t] 2

NE O\N\:

0
_sin(m) —sin(0)
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Példa:

Szamitsuk ki:

/\/l—xzdx:?
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Példa:

Szamitsuk ki:

/\/l—xzdx =7
Legyen x = sin(t), dx = cos(t) dt
/\/1—x2dx:/\/1—sin2(t)cos(t)dx:/|cos(t)]cos(t)dx:

2t)+1 t in(2t
:/cos2(1.“)d><:/cos(2)+dt:2—i-smfl )—i—C




Helyettesitéses integral folytatas

[e]e] J

Példa:

Szamitsuk ki:

/\/l—xzdx =7
Legyen x = sin(t), dx = cos(t) dt
/\/1—x2dx:/\/1—sin2(t)cos(t)dx:/|cos(t)]cos(t)dx:

2t)+1 t in(2t
:/cos2(1.“)d><:/cos(2)+dt:2—i-smfl )—i—C

Tudjuk, hogy t = arcsin(x)

/ﬂdx :arcsi2n(x) N sin(arcsin(x))2cos(arcsin(x)) L
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[e]e] J

Példa:

Szamitsuk ki:

/\/l—xzdx =7
Legyen x = sin(t), dx = cos(t) dt
/\/1—x2dx:/\/1—sin2(t)cos(t)dx:/|cos(t)]cos(t)dx:

2t 1 t in(2t
~ [eostgan= [CIT g L 0O

Tudjuk, hogy t = arcsin(x)

/ﬂdx :arcsi2n(x) N sin(arcsin(x))2cos(arcsin(x)) L

:arcsin(x) N X\/l — sin(arcsin(x))

C
2 2 +
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Példa:

Szamitsuk ki:

/\/l—xzdx =7
Legyen x = sin(t), dx = cos(t) dt
/\/1—x2dx:/\/1—sin2(t)cos(t)dx:/|cos(t)]cos(t)dx:

2t)+1 t in(2t
:/cos2(1.“)d><:/cos(2)+dt:2—i-smfl )—i—C

Tudjuk, hogy t = arcsin(x)

/ﬂdx :arcsi2n(x) N sin(arcsin(x)) cos(arcsin(x)) Lc

2
_arcsin(x) . xy/1— X2

2 2

+C
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Racionalis t6rtfijggvényre visszavezethetd

integralok, [ R(e*) dx =

Szamitsuk ki:
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Racionalis t6rtﬁiggvényre visszavezethetd

integralok, [ R(e*) dx =

Szamitsuk ki:

1
dx =7
/1+eX X

Legyen & = t, x = In(t), dx = 1 dt Pl:

1 1 1
dx= [ ——=dt
/1+eX X 1+tt
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Racionalis t6rtﬁiggvényre visszavezethetd

integralok, [ R(e*) dx =

Szamitsuk ki:

1
dx =7
/1+eX X

Legyen & = t, x = In(t), dx = %dt PI:
———dt
/1+eX /1+tt

Itt,

11 A B
1+tt 1 t t
1=At+B(1+t)—=t=0:B=1t=—-1:A=-1
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Racionalis t6rtﬁiggvényre visszavezethetd

integralok, [ R(e*) dx =

Szamitsuk ki:

1
dx =7
/1+eX X

Legyen e = t, x = In(t), dx:%dt PI:
/ L d / + - dt
« = -
1+ eX 1+tt 14t t

Itt,

11 A B
1+tt 1 t t
1=At+B(1+t)—=t=0:B=1t=—-1:A=-1
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Racionalis t6rtﬁiggvényre visszavezethetd

integralok, [ R(e*) dx =

Szamitsuk ki:

1
dx =7
/1+eX X

Legyen & = t, x = In(t), dx = 1 dt Pl:

1
d L dt
/1+eX *= 1+tt /1+t+t

—In(1+t)+In(t)+ C=—In(1+&)+x+C

Itt,
11 A B
1+tt 1 t t
1=At+B(1+t)—=t=0:B=1t=-1:A=-1
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[ R(x,vax + b)dx =, vax+ b=t

Szamitsuk ki:

/X_3dx -2
(x+1)Vx—-2
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[ R(x,vax + b)dx =, vax+ b=t

Szamitsuk ki:

x—3
/dx:?
(x+1)vx—2
Legyen vx —2 =t, t2=x—2 t242=x, 2tdt = dx
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0®00

[ R(x,vax + b)dx =, vax+ b=t

Szamitsuk ki:

x—3
/dx:?
(x+1)vx—2
Legyen vx —2 =t, t2=x—2 t242=x, 2tdt = dx

/de—/tz_J'Qtdt
(x+1)Wx—2 ) (t2+3)t
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[ R(x,vax + b)dx =, vax+ b=t

Szamitsuk ki:

x—3
/dx:?
(x+1)vx—2
Legyen vx —2 =t, t2=x—2 t242=x, 2tdt = dx
x—3 2 -1
———dx = [ ————2tdt
/(X+1)\/X—2 * /(t2+3)t

2 _
:2/t+34dt:2/1—41dt
2+ 3 31+<4>2
V3
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[ R(x,vax + b)dx =, vax+ b=t

Szamitsuk ki:

x—3
/dx:?
(x+1)vx—2
Legyen vx —2 =t, t2=x—2 t242=x, 2tdt = dx

/de—/tg_]'Qtdt
(x+1)Wx—2 ) (t2+3)t
t>+3—4 4 1
:2/+dt:2/1—2dt
t2+3 31+<4>
V3

e §arctan <%>

C
3 +

S
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[ R(x,vax + b)dx =, vax+ b=t

Szamitsuk ki:

x—3
/dx:?
(x+1)vx—2
Legyen vx —2 =t, t2=x—2 t242=x, 2tdt = dx

/de—/tg_]'Qtdt
(x+1)Wx—2 ) (t2+3)t
t>+3—4 4 1
:2/+dt:2/1—2dt
t2+3 31+<4>
V3

e iarctan <%>

Ix —2
—2\/x—2—7arctan T+C

+C

o G-
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Szamitsuk ki:

NI=

/ X2 dx =7
xs +1

Legyen x% = t, t* = x, 43 dt = dx
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fole] To)

[R (xq;'i =(1,2,... ,n)) dx, xe =t, g = [q1,92, - - - ,qu]

Szamitsuk ki:

NI=

/ X2 dx =7
xs +1

Legyen x% = t, t* = x, 43 dt = dx

23 t° t°+ 2 — 2
/t3+14t dX_4/t3+1dt_4/t3+1 dt
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fole] To)

[R (xq;'i =(1,2,... ,n)) dx, xe =t, g = [q1,92, - - - ,qu]

Szamitsuk ki:

NI=

/ X2 dx =7
xs +1

Legyen x% = t, t* = x, 43 dt = dx

23 t° t°+ 2 — 2
/t3+14t dX_4/t3+1dt_4/t3+1 dt

t2 1 3t2
=4 [ ? - dt=4 [ t?—= dt =
/ t3+3 / 31+ 13




Helyettesitéses integral folytatas
fole] To)

SR(xi= (12 ..m) dx x5 = ¢, g = [q1,02, .

Szamitsuk ki:

NI=

/f dx =7
x4 +1
Legyen x%:t, t* = x, 4t3dt = dx
23 t° t°+ 2 — 2
4t°dx =4 | ——dt=4 | ————dt
/t3+1 X /t3+1 / B8+ 1

t2 1 3t2
=4 [ ? - dt=4 [ t?—= dt =
/ t3+3 / 31+ 13

43 4 3
=—t°— =In]|t 1 C
3 3n\ + 1|+
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fole] To)

[R (xq:'i =(1,2,... ,n)) dx, xe =t, g = [q1,92, - - - ,qu]

Szamitsuk ki:

NI=

/ X2 dx =7
xs +1

Legyen x% = t, t* = x, 43 dt = dx

23 t° t°+ 2 — 2
/t3+14t dX_4/t3+1dt_4/t3+1 dt

t2 1 3t2
=4 [ ? - dt=4 [ t?—= dt =
/ t3+3 / 31+ 13

43 4 3
=—t°— =In]|t 1 C
3 3n\ + 1|+

4 4
:§%§f§myﬁ+u+c
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[ R (sin(x), cos(x)) dx

t =tan (%) —, x = 2arctan(x) —, dx = H%
. _ 32
sin(x) = 1J2rttz, cos(x) = ng
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oooe

[ R (sin(x), cos(x)) dx

t =tan (%) —, x = 2arctan(x) —, dx =

2
sin(x) = 1J2rt2, cos(x) = 175
Példa:

dx 1 2 1+ t?
/sin(x)(l—cos(x)) :/ a1+ 2 dt_/ T
1+t2 (1 + )

1+¢2

2
1+x2
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[ R (sin(x), cos(x)) dx

t =tan (%) —, x = 2arctan(x) —, dx = 1+2X2
2

sin(x) = 142rt2’ cos(x) = ng

Példa:

/Sin(x)(ldi(cos(x)) :/ 1 =y 1ft2 dt—/lzt2 dt

lth2 (1 + 1+t2

1
=] =+ dt—
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[ R (sin(x), cos(x)) dx

t=tan () =, x = 2arctan(x) =, dx = 157
2

sin(x) = 1J2rt2, cos(x) = ng

Peélda:

d 1 2 1+t?

/sin(x)(l i(cos(x)) :/ 2 112 _/ ; dt

1+7t2 (1 Tire )
1

= + = dt—fln\t]—l— +C
2t
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[ R (sin(x), cos(x)) dx

t=tan () =, x = 2arctan(x) =, dx = 157
2

sin(x) = 1J2rt2, cos(x) = ng

Példa:

/ dx _/ 1 2 dt_/1+t2dt
sin(x)(1 — cos(x)) ] _2t_ (1 + %) 1+¢2 2t
+

1+t2
1

= + = dt—fln\t]—l— —I—C—fln

= tanf‘ m%—C
2t

4




Integralfiiggvény
®0

Az integralfiiggvény definicidja

Az integralt egy véges szakaszon a fliggvény alatti teriiletnek
definialtuk. Erdemes definialni a

/ F(£) dt = F(x)

mennyiséget.



Integralfiiggvény
®0

Az integralfiiggvény definicidja

Az integralt egy véges szakaszon a fliggvény alatti teriiletnek
definialtuk. Erdemes definialni a

/ F(£) dt = F(x)

mennyiséget.

Ha f € R, akkor F folytonos, és ha raadasképp f folytonos is
akkor F'(x) = f(x)




Integralfiiggvény
oce

Példa az integralfiiggvényre

Példaul az
X

/et2 dt = F(x)
0
fliggvényt zart alakban nem tudjuk felirni, de tudjuk, hogy:



Integralfiiggvény
oce

Példa az integralfiiggvényre

Példaul az
X

O/et dt = F(x)

fliggvényt zart alakban nem tudjuk felirni, de tudjuk, hogy:
Q F0)=0
Q F'(x)= e~ > 0 tehat monoton né
Q F'(x)=—-2x e tehat konvex, ha x < 0 konkav, ha x > 0
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Hattér

Eddig az integralt csak véges intervallumon, korlatos fliggvényre
definidltuk. De ugyanigy kérdés lehet, akar egy fizikai rendszernél
is, hogy mi az integralja egy esetleg nem korlatos fiiggvénynek egy
esetleg nem korlatos tartomanyon.
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Els6 tipus: a tartomany végtelen

Tanultunk hatarértéket, igy definialhatjuk a

integralt, mint egy hatarérték:




Improprius integral
0®000000000

Els6 tipus: a tartomany végtelen

Tanultunk hatarértéket, igy definialhatjuk a

integralt, mint egy hatarérték:

00 A

/ f(x)dx= lim / f(x) dx

a a




Improprius integral
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Els6 tipus: a tartomany végtelen

Tanultunk hatarértéket, igy definialhatjuk a

integralt, mint egy hatarérték:

7f(x)dx = lim_ /A f(x) dx

mivel a jobboldal minden egyes véges A-ra j6l definialt,
kiszamithatjuk a hatarértékét. Ha a hatarérték létezik és véges
akkor azt mondjuk, hogy az impréprius integral konvergens.
Kiildnben divergensnek mondjuk.
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Els6 tipus: a tartomany végtelen

Tanultunk hatarértéket, igy definialhatjuk a

integralt, mint egy hatarérték:

7f(x)dx = lim_ /A f(x) dx

mivel a jobboldal minden egyes véges A-ra j6l definialt,
kiszamithatjuk a hatarértékét. Ha a hatarérték létezik és véges
akkor azt mondjuk, hogy az impréprius integral konvergens.
Kiildnben divergensnek mondjuk.
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Els6 tipus: a tartomany végtelen

Tanultunk hatarértéket, igy definialhatjuk a

integralt, mint egy hatarérték:

7f(x)dx = lim_ /A f(x) dx

mivel a jobboldal minden egyes véges A-ra j6l definialt,
kiszamithatjuk a hatarértékét. Ha a hatarérték létezik és véges
akkor azt mondjuk, hogy az impréprius integral konvergens.
Kiildnben divergensnek mondjuk.
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Els6 tipus: a tartomany végtelen

Tanultunk hatarértéket, igy definialhatjuk a

integralt, mint egy hatarérték:

7f(x)dx = lim_ /A f(x) dx

mivel a jobboldal minden egyes véges A-ra j6l definialt,
kiszamithatjuk a hatarértékét. Ha a hatarérték létezik és véges
akkor azt mondjuk, hogy az impréprius integral konvergens.
Kiildnben divergensnek mondjuk.
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Példak az elsé tipusra

Példa:

o0

/ldx: lim [x]¢ = lim A= o0
A—o00 A—00

0

Az impréprius integral divergens.
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Példak az elsé tipusra

Példa:

o0

/ldx: lim [x]¢ = lim A= o0
A—o00 A—00

0

Az impréprius integral divergens.

Példa: -
/sin(x) dx =7
0
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Példak az elsé tipusra

Példa:

o0

/ldx: lim [x]¢ = lim A= o0
A—o00 A—00

0

Az impréprius integral divergens.

Peélda: -
/sm )dx =7
0

00 A

/sm )dx = lim /sm(x) dx = lim 1 — cos(A)

A—o00 A—o0
0 0
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Példak az elsé tipusra

Példa:

o0

/ldx: lim [x]¢ = lim A= o0
A—o00 A—00

0

Az impréprius integral divergens.

Példa: -
/sin(x) dx =7
0

00 A

/sin(x) dx = lim /sin(x) dx = lim 1 — cos(A)
A—o00 A—o0

0 0

Ennek sem létezik hatarértéke.
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Példak az elsé tipusra

Példa:
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Példak az elsé tipusra

Példa:
6
——dx =7
/ x2 4+ x—=2 X
2
Bontsuk parcialis tortekre:

6 _ A B
xXX4+x—2 x—1 x+2

—6=A(x+2)+ B(x—1)
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Példak az elsé tipusra

Példa:
6
——dx =7
/ x2 4+ x—=2 X
2
Bontsuk parcialis tortekre:

6 A B
= =A 2 B(x—1
x24x—2 x—l—i_x—&—2—>6 (x+2) + B(x )

xX=-2—->B=-2 x=1— A=2, innen
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Példak az elsé tipusra

Példa:
T 6
———dx =7
/x2+x—2 X
2
Bontsuk parcialis tortekre:
6 A B
= 6=A 2 B(x—-1
x24x—2 x—l—i_x—&—2—> (x+2) + B(x )
xX=-2—->B=-2 x=1— A=2, innen

A

7 2 1
/ dx = lim / — dx =
24 x-2 Ao ) x—1 x+2

2

2

= lim [Injx =1 —In|x+2[]3 = lim In|JA—1| —In|A+2|+In(4) =
A—o00 A—00

= |lim In
A—o0

-1
AT 2‘ +1In(4) = In(4). Ez konvergens.
~——

—1
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Példak az elsé tipusra

Természetesen —oo-re analég médon megy, példa:
-1

/ 1 dx =7
(x —2)4/In3(2 — x)

—0o0
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Példak az elsé tipusra

Természetesen —oo-re analég médon megy, példa:

] - dx =7
J(x—2)y/In3(2 = x)
1 . ) | 3
dx = lim =202 — x) dx —
—4 (x—2) |n3(2 x) A%ooA/ — x ( )
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Példak az elsé tipusra

Természetesen —oo-re analég médon megy, példa:

-1
/ - dx =7
J(x—2)y/In3(2 = x)

1 1 B 1

dx = lim T 32— x)dx =
—4 (x—2) |n3(2 — x) A%ooA/ “x ( )
. [In_ﬁ(zx)]—l , ,
= phm 1 = lim +
A—s—00 -3 A A7 /In(B)  /In(2 - A)
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Példak az elsé tipusra

Természetesen —oo-re analég médon megy, példa:
-1

-1 —1
/ 1 dx = lim / 1o x)dx=
o= /Ind2—x) ATy 27X
— im |n—§(2x)]_1: fim —— 22
A——o00 -3 A A7 /In(B)  /In(2 - A)
2
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Példak az elsé tipusra

Természetesen —oo-re analég médon megy, példa:
-1

/ 1 dx =7
/| (x—2)4/In3(2 - x)
1 1 —1 1
dx = lim . 22— x)dx =
_4 (x —2)y/In}(2 — %) A%‘”A/%X
22 x)]_l _ 2 2
= Ilim — = lim - +
A—o0 —1 L Ao (/InB) /(2 - A)
2
T /In3)

Tehat konvergens
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Fontos megjegyzés

b
Megjegyzés: Az [ f(x)dx impréprius integralt (ahol a és b lehet
a
+oo is) csak akkor mondjuk konvergensnek, ha minden ¢ € (a,b)-re

/C f(x)dx, /b f(x) dx

integralok konvegensek.
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Fontos megjegyzés (Példa)

Példa:
o] B
xdx= lim lim x dx
A—00 B—oo
—00 —A

Ha A = B-t valasztanank, akkor ez minden A-ra egyenlé lenne
A

x2 A
/de: [im [} =0
A=0 [ 2 | _4

—A
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Fontos megjegyzés (Példa)

Példa:
o] B
xdx = lim |im x dx
A—00 B—oo
—00 —A

Ha A = B-t valasztanank, akkor ez minden A-ra egyenlé lenne

A s A
. X
xdx = Iim |— =0
A=0 [ 2 | _4

De a fenti megjegyzésben ¢ = 0-t valasztva

A T
lim /xdx: lim [],
A—00 A—0 | 2

0
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Fontos megjegyzés (Példa)

Példa:
o] B
xdx = lim |im x dx
A—00 B—oo
—00 —A

Ha A = B-t valasztanank, akkor ez minden A-ra egyenlé lenne

A s A
. X
xdx = Iim |— =0
A=0 [ 2 | _4

De a fenti megjegyzésben ¢ = 0-t valasztva

i A2 7 A2
lim /xdx: lim |—], lim /xdx: lim |——],
A—00 A—=0 | 2 A—00 A—0 2

0 A
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Fontos megjegyzés (Példa)

Példa:
o] B
xdx = lim |im x dx
A—00 B—oo
—00 —A

Ha A = B-t valasztanank, akkor ez minden A-ra egyenlé lenne

A s A
. X
xdx = Iim |— =0
A=0 [ 2 | _4

De a fenti megjegyzésben ¢ = 0-t valasztva

i A2 7 A2
lim /xdx: lim |—], lim /xdx: lim |——],
A—00 A—=0 | 2 A—00 A—0 2

0 A

Tehat ez az impréprius integral divergens. (Viszont szoktak azt
mondani, hogy Cauchy féle f6értéke véges.)
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Masodik tipus: a fiiggvény végtelen

Tegyiik fel, hogy f(x) nem korlatos, a-ban ekkor az:
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Masodik tipus: a fiiggvény végtelen

Tegyiik fel, hogy f(x) nem korlatos, a-ban ekkor az:
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Masodik tipus: a fiiggvény végtelen

Tegyiik fel, hogy f(x) nem korlatos, b-ban ekkor az:

integralt, megint hatarértékkeént definialjuk:
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Masodik tipus: a fiiggvény végtelen

Tegyiik fel, hogy f(x) nem korlatos, b-ban ekkor az:

integralt, megint hatarértékkeént definialjuk:

w

/b F(x)dx = lim / F(x) dx

a
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Masodik tipus: a fiiggvény végtelen

Tegyiik fel, hogy f(x) nem korlatos, ¢ € (a,b)-ben ekkor az:

integralt, megint hatarértékkeént definialjuk:
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Masodik tipus: a fiiggvény végtelen

Tegyiik fel, hogy f(x) nem korlatos, ¢ € (a,b)-ben ekkor az:

integralt, megint hatarértékkeént definialjuk:

/f x)dx = I|m /f(x dx—I—!lna/f(x)dx

Itt is igaz a Fontos megjegyzés!
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Példa a masodik tipusra

Peélda:
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Példa a masodik tipusra

Példa: .
/ \/arcsin(x) dx =7
1—x?2
0
Megoldas:
1 l1—w

/ arcsin(x) d i / 1
X = l1m —
V31— x2 w—>00 V1 —x?

arcsin%(x) dx =

0
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Példa a masodik tipusra

Példa: .
/ arcsin(x) dx =7
) V1—x2
Megoldas:

1—w

arcsin%(x) dx =

1 T
0/@ _w.—>00/\/11—7x2

1-w
— lim [arcsing(x)] — lim 2arcsing(1 —w) 0— 3 (7T>§
0 2

w—0 % w—0 3
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