Kalkulus feladatgytijtemény

Safar Orsolya

Budapesti Mitiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem
Matematika Intézet

1. Linearis algebra

1.1. Kidolgozott mintapéldak
1. Legyen A az aldbbi matrix:

6 3 1
A=| -12 -7 1
24 15 =3
x 4
Oldja meg az A | y | = | —4 | egyenletet és szamitsa ki A determinansat és
z 6
sorrangjat!
Megoldas
Gauss-eliminacioval:
6 3 1| 4 6 3 1 4 6 3 1|4
-12 -7 1 |-4|~]0 -1 3| 4 (~]0 -1 3|4
24 15 —-3] 6 0o 3 -7/-10 0 0 2|2

Innen az egyenlet megoldéasa visszahelyettesitéssel: 2z = 2-b6l z = 1, aztan —y+3z =
4, azaz —y =4—3-1 = 1-b6ly = —1 végiil 6x+3y+z = 4-b6l 62 = 4—3(—1)—1 = 6,
azaz v = 1. A matrix determinansa a Gauss-eliminacié lépései alatt nem véaltozott
és haromszog-matrix determinansa a féatloban 16v6 elemek szorzata, igy det(A) =
6-(—1)-2=-12.

Végiil a sorrang 3, mert a Gauss-eliminacioé végén kapott 3 x 3-as matrixnak nincs 0
a f6atlojaban, igy 3 érdemi egyenlet van.



2. Hatarozza meg az aldbbi matrix determinansat!

o O = O
S O N
o'oow
—

N R W

Megoldas: Els6 oszlop szerint kifejtve ki a determinanst:

01 2 3 1 2 3
12 3 4

=—110 -1 2
00 -1 2 00 1
00 0 1

A 3 x 3-as determinéns egy fels6haromszog, igy értéke a fGatloban 1évé elemek szor-
zata, azaz det(A) = (—1)1(—=1)(1) = 1.

3. Oldja meg az alabbi egyenletrendszert!

Tr+2z2= 9
—dr+4y—3z= —13
2lx +8y — 10z = 39

Megoldas

Felirva a kibgvitett egyiitthatomatrixot majd Gauss-eliminaciéval:

7T 0 2 9 70 2 |9 70 219
-14 4 -3 |-13|~|104 1 |5 |~]04 1 |5
21 8 —10| 39 0 8 —16]12 0 0 —18/|2
. L ) 1 : 46 .
Innen z = —9 aztan a masodik sorbol: 4y — 9= 5, innen y = 35 végiil az els6
sorbol 7z — 2 =9, innen x = %
9 63
4. Legyen A az alabbi matrix:
6 —2 1
A=10 3 =2
0 0 2

Szamitsa ki az AAT szorzatot, majd szamitsa ki det(AAT)-t!
Megoldas:



Azon 6sszeadandokat, melyeknek legalabb egyik tényezdGje 0 elhagyva:

6-6+(—2)(—=2)+1-1 (=2)3+1(-2) 1-2 41 -8 2
AAT = 3(—2) + (—2)1 3:3+(-2)(-2) —2-2|=|-8 13 —4
2.1 2(—2) 2.2 2 —4 4

A determinansok szorzastétele miatt det(AAT) = det(A)det(AT). Masrészt a
transzponalds a determinéns értékét nem véltoztatja, igy det(A) = det(AT). Az-
az elegendd A determinansat kiszamitani.

A egy fels§ haromszog matrix, igy a determinansa a fGatloban 1év6 elemek szorzata,
azaz 6 -3 -2 = 36. Innen det(AAT) = 362 = 1296.

. Oldja meg az alabbi egyenletrendszert!

Tvr+2z2= 9
—dr+4y—3z= —-13
21z + 8y + 8z = 37

Megoldas

Felirva a kibgvitett egyiitthatomatrixot majd Gauss-eliminacioval:

7 0 2 9 70 2|9 70 2|9
-14 4 3|/ -13 | ~]|104 1|5 | ~|041]5
21 8 8 | 37 0 8 2|10 00 0]0

A harmadik sorbol z = t tetszGleges t € R paraméter, aztan a masodik sorbol:
oS-t . . . . 9-—2t
, végiil az els6 sorbdl 7x + 2t = 9, innen x = T

. Dontse el, hogy van-e az alabbi matrixnak inverze! (Ha van, akkor sem kell kiszé-
molnia, hogy melyik matrix az).

4y 4+t =5, innen y =

7 0 2 3
-14 4 -3 0

21 8 10 20
-7 -4 -5 —13

Megoldas:

Egy matrix pontosan akkor invertalhato, ha a determinansa nem nulla, igy ennek
kiszamitasahoz a fenti matrixot Gauss-eliminaljuk (mivel nincs benne sok 0 a kifejtési



1.2.

. Legyen A az alabbi méatrix:

tétel itt nem célszert).

70 2 3 70 2 3 70 2 3
~14 4 -3 0 | |0 4 1 6 | |04 1 6|
21 8 10 20 | |0 8 4 11 00 2 —1]|"
—7 —4 -5 —13 0 —4 -3 —10 00 —2 —4

702 3

041 6

00 2 —1

000 =5

Fels6 haromszogmaétrix determinansa a fatloban 1évé elemek szorzata, azaz
7-4-2-(=5)#0,

tehat invertalhaté a matrix.

Tovabbi gyakorléfeladatok

7 0 2 3
-14 4 -3 0

A=191 8 10 2
-7 -4 -5 —-13
3
Oldja meg az Ax = :1; egyenletet, majd szamitsa ki A determinansat és
18

sorrangjat! Azt is dontse el, hogy van-e A-nak inverze (ha van, akkor sem kell
kiszamolnia, hogy melyik matrix az)!

Legyen A az alabbi méatrix:

6 —2 1
A=|12 -7 =2
6 1 5
9
Oldja meg az Ax = | 28 | egyenletet, majd szdmitsa ki A determinansat és sor-
—1

rangjat! Azt is dontse el, hogy van-e A-nak inverze (ha van, akkor sem kell kisza-
molnia, hogy melyik méatrix az)!



3. Legyen A az alabbi méatrix:

2 3 1
A = 4 4 3
—6 -7 1
1
Oldja meg az Ax = | 6 | egyenletet, majd szamitsa ki A determinénsat és sorrang-

3
jat! Azt is dontse el, hogy van-e A-nak inverze (ha van, akkor sem kell kiszdmolnia,
hogy melyik méatrix az)!

4. Tekintse az

r—2y= 1
2v+y= 0
—r+3y= -1

egyenletrendszert! Hany ismeretlen van? Héany egyenlet? Hény érdemi egyenlet?
Megoldhato-e ez az egyenletrendszer?

Az Ax = b linearis egyenletrendszerhez tartozo ATAx = ATb egyenletet a rendszer
normal egyenletének nevezziik (mindkét oldalt beszoroztuk AT-al). Irja fel a normél
egyenletet és dontse el, hogy van-e megoldésal

5. Tekintse az

—r+2y= 1
e +2y = —1
Sr+3y= 1

egyenletrendszert! Hany ismeretlen van? Héany egyenlet? Hény érdemi egyenlet?
Megoldhato-e ez az egyenletrendszer?

Az Ax = b linearis egyenletrendszerhez tartozo6 ATAx = ATb egyenletet a rendszer
normalegyenletének nevezziik (mindkét oldalt beszoroztuk AT-al). Irja fel a normal-
egyenletet és dontse el, hogy van-e megoldésa!

6. Legyen A az aldbbi matrix!

6 -2 1
A=|1 -3 -2
0 1 3

Szamitsa ki det(A)-t, det(AT)-t, det(A~1)-t, det(2A)-t!



7. Legyenck A ¢és B olyan R™"*"-es matrixok, hogy det(A) = 2 és det(B) = —1. Szamit-
sa ki az alabbi mennyiségek koziil azokat, ahol a matrixszorzas illetve inverz szamitéas
elvégezhetd!

a, det(

b, det(ATB)
, det(BA)
(

(

@)

d, det(A~'B)
e, det(A"'BA)

2. Sorozatok

2.1. Kidolgozott mintapéldak

1. Szamitsa ki az alabbi hatarértéket!
) 7Z4 + 22n+1 + 10(_3)71
lim
n—00 ™+ 6n3 +1

Megoldas

. ont 422 4 10(=3)” ont 24"+ 10(=-3)"
lim = lim ,
n—00 ™+ 6n3 + 1 n—00 4+ 6n3 + 1

innen a szamlalé nagységrendje 4", a nevezGé 7", ezeket kiemelve:

4t (D" +2+10(-3)" 0+2+0
lim — =0 _
n—oo T 14603 ()" + (1) 1+0+0

ahol kihasznéaltunk, hogy lim a"n” =0 ha |a| < 1.
n—o0
2. Szamitsa ki az alabbi sorozat hatéarértékét!

hm —_—
n—0o00 n2 —+ 7

Megoldas:
Rendérelvvel kell dolgoznunk, igy:

n>4
A~ . [3n% —4n . [3n®* —4n+3 _ ,/3n%+ 3n?
fh e Ao i i fant e - 6
n—l—?n n*+7n ne+7 n?

Mivel lim /p — 1 minden p > 0 konstansra, ezért az alsé és fels6 becslés is 1-hez
n—oo

tart, igy a keresett hatarérték is 1.




3. Szamitsa ki az alabbi sorozat hatarértékét!

lim ¢ 3n? —1
11m —_—
n—o00 n3 =+ 4

Megoldas:

Csak renddér-elvvel lehet kiszamitani ezt a hatarértéket. Ehhez also és felsé becslésre

van sziikség:
L3n2—n% . 3n%— 1 n2 \/_
\/_ \/_ n3 + 4n? 4n3 =\ nd+4 nd

Mivel minden p € R* konstansra /p — 1, tovabba {/n — 1, igy az also és felsé
becslés is 1-hez tart, azaz a renddér-elv miatt az eredeti hatarérték is 1.

4. Szamitsa ki az alabbi sorozat hatarértékét!
Megoldas:

lim e
n—00 2n? —n
Rendérelvvel kell dolgoznunk.
15 zil/g o /BN% o BNt 4+n L. ni+n® N
Jils=%2< =< F)——< F——=¥6=1/V6
\/; 2~ n? — nZ—n — 2n2 —n? V6 V6

Mivel minden p € R* konstansra {/p — 1, tovibba nemnegativ tagt sorozatokra
lim a, = A esetén lim \/a, = VA, igy az also és fels6 becslés is 1-hez tart, azaz a

n—oo n—oo X
rendér-elv miatt az eredeti hatarérték is 1.

5. Szamitsa ki az alabbi sorozat hatarértékét!

lim {/3n3 —n2+1

n—oo
Megoldas:
lim {/3n% —n? + 1 kiszamitasahoz renddrelvet alkalmazunk:
n—oo

%(%)3 = {/3n? —n3 < v3n3 —n24+1< Q/3n3 +nd = C/Z(C/ﬁf
Mind az als6, mind a fels6 becslés 1-hez tart, hiszen {/n és /p is 1-hez tart, igy a
renddrelv miatt az eredeti hatarérték is 1-hez tart.




6. Szamitsa ki az alabbi sorozat hatarértékét!

9 3In+4
lim (1 + )
n—o00 n -+ 1

Megoldas

3n+4 3n+3+1 3n+3
. 2 2 2 2
lim (14 = lim = lim 1+ 1+ =

I 1 —23-1:6
n:f&o<(+n+1 ) fo) =)=

2.2. Tovabbi gyakorlofeladatok

1. Bizonyitsa be a definici6 szerint, hogy

n—mm+1 1
c, 1 = —
nooo  2n2 4+ 2 2
n*—n+2
d, L =
7nl—>o<> 3n2+1 o0

2. Szamitsa ki az alabbi hatarértékeket!

a, lim 4/9n% —n2 +7— 3n?
n—o0

b, lim {/4n? — 3n

n—oo

¢, lim \/4n2 —3n — \/4n2 +2n

n—oo

d, lim 4/4n%* —n2+7—2n?

n—oo

:

3. Szamitsa ki az alabbi hatarértékeket!

42n—1

a, nh_>nolo (_3)n—1 + 4n+2 1001

. n’+n+3"+n!
b, lim
n—oo N3 + 52n+3 + 7n—1




I In(n) +n"
¢ nl_)IIolo 5—n+3—_|_4n—5
, 2In(n) +n"
d’ nh_{lolo 7-n+1 + an—>5 +n!
32n+1

e, nh_>nolo (_2)n—1 + 9n+2 + n3

. Szamitsa ki az alabbi hatarértékeket!

a, lim {/n?+3n+1

n—oo

. o n?P+3n+1
b, lim {/ —————
n—o00 n3—|—1

¢, lim {/2n? —n+1
n—oo
2n? —1
d, lim { v t+n—1
n—o00 7’L4 -+ 1
o] 3N 47

li —_—
“nte Vo g1

. Szamitsa ki az alabbi hatarértékeket!

n (355)
a, lim
n—oo \ N — 3




3. Komplex szamok

3.1. Kidolgozott mintapéldak

z
1. Hatarozza meg a -1 komplex szam algebrai alakjat, ha z; =3 — 27 és 29 = 2 + 4!

zZ2
Megoldas
Ha z; =3 — 21 és 29 = 2 41, akkor
é_3+2z’_(3+2z‘)(2+z‘)_6+3z‘+4z‘—2_§+zi
Zy 2—i (2—9)(241) 5 5 5

2. Hozza algebrai alakra az alabbi kifejezéseket!

a, 3 (cos + 2sin %’r)

2+1
b, —
R
. or . 2m 1 V3 3 3V3.
Megoldas CL) 3 (COS ? —+ 7281n ?> = 3 —5 + 7) = —5 + T'L,
) 2+ 2+i  (2+9)(4—i) 8+4i—2i+1 9+2.
i(1—4i) 4+i (A+id—1i) 17 17 17

3. Irjuk fel a kovetkezs szamok trigonometrikus alakjat!

a, V6 — 22

b, -4i

c, 8

Megoldas a) V6 —v2i =6 +2 (% — %Z> V8 <? — %Z) =8 (cos 1177? + 7 sin HTW)

b) —4i =4 (cos%r—l—zsmgg), c) 8 =8(cos0 +isin0).

4. Végezzik el a kovetkezs gyokvonésokat!

a,\S/I

10



b, {/ —16
¢, J/1+iV3

Megoldas
a) 1 =cos0+isin0, tehat a 3 harmadik gyok

o 1 V3 Adr . 4w 1 V3

2
cos0+isin(0 =1, COS %4—2’ sin? = —§—|—z7, coS ?—i—z sm? = —5—27

b) —16 = 16(cosm +isinm) és v/16 = 2, tehat a 4 negyedik gyok:

3 3
2<cosz+zsm > \/_—{—\/_Z 2(cosf+isinf):—\/§+\/§i,

2(cos%+zsmz> \/_ \/_@ (cos%—l—zsm—) \/_—\/_z

3
c) 1+ iV3=v1+3 ( + Z%) =2 (cosg + 7 sin 3) tehat a harmadik gyokok:

\S/§<cosg+z'sing>, \3/§<cos%r+z'sin%r>, 3/5((:08%—1—2’8111%).

. Végezziik el a kovetkez6 hatvanyozasokat!
a, (1+iv3)*
b, (1+414)®
Cy (1 o Z)4
Megoldas
/53 T . T\\° .
a) (1+iV3)* = (2 (cosg + isin g)) =8 (cosm +isinm) = —8.

8 8
b) 1+i:\/§<cosg+isin£>, igy (1+14)% = (v2)8 (cosf—l—z’sinzﬂ) = 16.

7 7
c)l—i= \/§(COSZ7r +isinz7r), igy (1 —14)* = (v/2)* (cos Tm + isin Trr) = —4.

. Oldjuk meg a komplex szamok halmazan a z? + 6z + 10 = 0 masodfoki egyenletet!
Megoldas

—6 + /36 — 40
A megoldéashoz helyettesitsiink be a mésodfoki egyenlet megoldoképletébe: 5 =
—6++v—4
6T =-3xv-1=-3=%2.

11



7. Oldjuk meg a komplex szamok halmazén az alabbi egyenleteket!

a, 25 =1+1

b, |[z| —2=1+2
c, 2=z

d, 2023 = (1+1)8

Tit3,
, 8(,/3+19)
e 7_32 + +1)

Megoldas a) z* = 1+ egyenlet megoldasai 1 + i = V2 <cos 1 + 78in ) harmadik
gyokei, vagyis

3 3 17 17
f/ﬁ(cos%—i—zsm%) %(cosf—l—isinf), \6/5(0081—;4—281111—;)

b) z = a + bi algebrai alakbodl az (/a? +b?> —a — bi = 1 + 2i egyenletet kapjuk.

A két oldal képzetes része megegyezik, vagyis b = —2. Emiatt a valos részekre
/a2 +4 —a =1 adodik, vagyis a® +4 = a® + 2a + 1, igy a = 2, vagyis a megoldés
z=3-2i

¢) z = a+bi algebrai alakbol a® —b*+2abi = a—bi, vagyis 2ab = —b, tehat b = 0 vagy
a = —%. Ha b = 0, akkor a® = a, tehat a = 0 vagy a = 1. Ha a = —%, akkor a valos
részekre az 411 — b = —% adodik, igy b = j:\/Tg. Az egyenlet megoldéasai: 0,1, —1 +

3 3

My 1B ) (144)% =16, tehat i2® =8, igy 2> = —8i = 8 (cos 7” + isin 7”)

vagyis a megoldasok a harmadik gyokok:
2( T s 7r> _ o
cos 5 +ising | =2,
7
2(cos§+zsm—> \/_—I—z
11 11
2 <3os—7r+isin—7T =3 —i.
6 6
7i+3 (7T 3i)
7T—3  7T—3i

1 3 2 2
:8(\/§i—1):8.2<—§+\/7_) =21 (cos?ﬂ—l—ising),

= i, vagyis iz! = —8(v/3 + 1), tehat

e)

igy a megoldasok:

2 27
Q(COSE—i-zsm ) \/_—H 2<COS§+ZSIH?>:—1+\/_Z

7 7 5 o
Q(COS%—FiSiH%) :—\/g—i, 2<cos?ﬂ+zsm?> =1—+3i

12



8.

10.

Oldja meg az alabbi egyenletet a komplex szamok halmazan!

22— (34+2)2+1+3i=0

Megoldas:
Ez egy mésodfoki egyenlet, igy alkalmazhatjuk a megoldoképletet:

34204 /(34 20)2 —4(1 + 30)

2172 = —_=

2

342i+£4/(9+12i—4)—4—12i) 3+2i+t1
2 B 2 ’
azaz a két gyok a 2y =241 ésa 29 =141.

Oldja meg az aldbbi egyenletet a komplex szamok halmazan!
—(1—i)*%%+42+2=0

Megoldas: (1 —i)*-t kell kiszamitanunk elészor. Ezt lehet példaul trigonometrikus
alakkal, ekkor

4
(1—1d)* = (\/5 (COS (%T) + ¢sin <%))) = 4(cos(7m) + isin(77)) = —4 + 0i
Innen a megoldando egyenlet:
42 +4242=0

Ennek a gyokeit megkaphatjuk a masodfoki megoldoképlet segitségével:

44 ,/16-32 —14,/—1
- 9

8

212 =
Mivel az —1-nek két négyzetgyoke van a komplex szamok halmazéan, a =+i, igy két
megoldas van a 5 + %Z és a —% — %z
Oldja meg az alabbi egyenletet a komplex szamok halmazan!
(1+i)*22+i=0
Megoldas Mivel

(144)" = <\/§ <cos (%) + isin (%)))4 = 4(cos(m) + isin(m)) = —4,

13



igy a megoldando egyenlet:
—42* +i=0,

o die s 5) i ()
2= =—-1=- — 1s8in | —
—4 4 4 2 2

Innen négyzetgyokot vonva kapjuk a két megoldast:

azaz

1
212 = = (COS (Z —i—k:7r> + ¢ sin (E+k7r>) k=0,1

2 4 4
Azaz:
(e (§) i (3)) = ¢ +
21—2 Ccos 1 7 S1n 1 = 4@
1 T LT \/§ \/§
2= (cos (F4m) +isin (G +)) =77 7

. Oldja meg az alabbi egyenletet a komplex szamok halmazén!

—2i2% =16

Megoldas: Atosztva —2i-vel:

1 16 ¢
23 = —6 = —GE = &.
—21 —211

Azaz az egyenlet megoldésai a 8i szam kobgyokei. Ezek kiszamitasdhoz irjuk at
trigonometrikus alakba 8i-t:

8 =8 (cos (g) + ¢ sin (g)) )
Innen a kébgyokoket a

2k 2k
{L/_:{L/F(Cos(gp—i_ 7T)—i—z’sin(u)>, k=01,...n—1

n n

képletbdl nyerhetjiik n helyébe harmat helyettesitve, igy

2123 = V8 <COS (—W/Q Jg 21”) + 4 sin <—7T/2 ; 21”)) , k=0,1,2

21:2<COS<%>+iSin<%>>:\/§+i

29 = 2| cos E+? + 2 sin E—'—? = 2| cos 3 +sin [ — =—V3+1
(o (545 +m(G5)) =2 (o () vomn (5)) -2

2’3:2(COS(%—|—§>+ZSID<%—I—4§>)ZQ(COS(%)—FiSiH(—)):—QZ



12.

13.

3.2.

. Hatarozza meg az alabbi kifejezések pontos értékét!

Oldja meg az alabbi egyenleteket a komplex szdmok halmazan!
24322 +2i=5

Megoldas: At kell irnunk az egyenletet algebrai alakba, igy ha z = a + ib, akkor

2
a—ib+3(Va+0) 42 = 5
a—ib+3(a>+0b*)+2i = 5
a+3(a®+b*) +i(=b) = 5—2i
Innen a valos részre vonatkozo egyenlet: a+3(a?+b?) = 5, a képzetes részre vonatkozo
. —b= —2. Azaz b = 2, ezt visszairva a valos részre vonatkozo egyenletbe: a + 3a* +
12 = 5, azaz 3a® + a + 7 = 0. Ez utébbi méasodfoki egyenlet diszkriminansa —83,
azaz nincs megoldas a valds szamok korében. Mivel a egy komplex szam valos része,

igy mindenképpen valosnak kell lennie, igy azt kaptunk, hogy az eredeti egyenletnek
nincsen megoldasa a komplex szamok korében.

Oldja meg az alabbi egyenletet a komplex szamok halmazan!
2422+ =0

Megoldas:
Irjuk fel z-t z = a + ib algebrai alakban, ekkor:

2
(a+ib)* + 2 (\/@2 + b2) + (a—ib)* =0
a® + 2aib — b* + 2(a® + b*) + a* — 2aib — b* = 0

Ekkor a képzetes rész a baloldalon kiesik, igy minden a, b péarra igaz lesz a képzetes
részekre vonatkozo 0 = 0 egyenlet. A valds részre vonatkozo egyenlet:

AA1+2+1)+0*(-1+2-1)=4a>=0

Ennek egyetlen valos megoldésa az a = 0. Igy azt kapjuk, hogy az egyenletet kielégiti
minden olyan komplex szam, amelynek valos része 0, képzetes része pedig tetszole-
ges, azaz ha t € R tetsz6leges valés paraméter, akkor z = it megoldasa az eredeti
egyenletnek.

Tovabbi gyakorléfeladatok

a, CoS (%’r)

b, sin (%’r)

15



¢, Cos (%’r)

d, sin (5—”)

2

2. Milyen szoget zar be a (—1,1) pontba mutatd vektor az x tengely pozitiv felével?
Milyen tavolsagra van a pont az origotol?

5— 2

3. Hatarozza meg a szam algebrai alakjat!

4. Hozza algebrai alakba a 4 (cos (%’r) + 7sin (%”)) trigonometrikus alakban adott komp-

lex szamot! Mi lesz a szam valos része? Mi lesz a képzetes része? Mi lesz az abszolit
értéke? Mi lesz a szam szoge? Mi lesz a konjugaltjanak algebrai alakja?

5. Szamitsa ki az (1 — v/3i)?"'® szam algebrai alakjat!
6. Oldja meg az alabbi egyenleteket a komplex szdmok halmazén!
a, (1+1)*°4+24+i=0
b, 422 4+42+2=0
¢, (14+4)%2°+24+16=0
d, (1+d)*22+2+i=0
e, 9224+62+2=0
7. Oldja meg az alabbi egyenleteket a komplex szamok halmazan!
a, 24 41— V3 =0
b, =223 =1
c, 823 =—1
8. Oldja meg az alabbi egyenleteket a komplex szamok halmazan!
a, |z|+z+z2=3i
b, |22P+2z2=1-2i

4. Fluggvények hatarértéke

4.1. Kidolgozott mintapéldak
1. Szamitsa ki az alabbi hatarértéket!

R e e R
lim ——M—
=2 72 —3x+2

Megoldas:
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Mivel behelyettesités utan a tért a 2-ben % alaku, igy szorzatra bontunk:

o —da?+4x . x(P—4dx+4) z(x —2)* . 2z —2)
lim ———— = lim = lim = lim ———=,
e—>2 12 — 3+ 2 a2 12 —3x 42 a2 (x —2)(x—1) =252 -1

Ez utobbi alak mar folytonos a 2-ben, mert folytonos fiiggvények hanyadosa, igy
behelyettesitéssel azt kapjuk, hogy a hatarérték 0.

. Szamitsa ki az alabbi fliggvény hatéarértékét!

lim cos(z) — 1

z—=0 1z sin(z)

Megoldas:
-1 -1 1 2(z) -1
lim cos(‘:v) — lim cos(‘x) cos(x) + i 998 (x) _
z—0 xsin(x) =0 wxsin(zr) cos(z)+1  2—0xsin(z)(1 + cos(x))
lim — —sinz(x) — lim — sin(x) 1 IR L _ _1
z=0 rsin(z)(1 + cos(x))  «=>0 x 14 cos(z) 1+1 2

. Hatarozza meg az alabbi fiiggvény folytonosséigi pontjait, szakadasi pontjait és azok

tipuséat!
T+ 2

42 +4x + 1

\Jx2+br+4 haz>0
Megoldas

Meg kell vizsgalnunk az illesztési pont, a negativ x-ekre a nevezé gyokeit és x > 0-re,
hogy a négyzetgyok alatt szerepel-e negativ szam.

hax <0

fx) =

2?+5r+4=(z+1)(x+4) >0

A gyoktényezd alakbol latszik, hogy a két gyok a —1 és a —4, és mivel 22 egyiitthatoja
pozitiv, igy ez egy felfelé nyilo parabola. Tehat x? + 5x + 4 negativ ha z € (—4, —1),
egyébként nemnegativ értékeket vesz fel. Tehat minden pozitiv z-re pozitiv, igy a
négyzetgyok az dsszes x > O-re értelmezett és folytonos. (Egyszertibben: z2 + 5x + 4
tagonként pozitiv, ha x pozitiv.)

4 +4r+1= 02z +1)*=0

17



1
Ezen egyenlet egyetlen megoldésa az © = ——, itt

2
3
P
lim f(z) = I x+2 . x4+ 2 N
1m r)= l1m — = [1lm —— = o0
ac—)—% z—>—% 422 + 4o + 1 .Z’—>—% (237 + 1)2
——
—0+

Ezért ebben a pontban a fliggvénynek lényeges szakadésa van.

Végiil az illesztési pontban:

lim f(z) x4+ 2 042
im f(x) = lim = =
z—0+ a—0+ 42 +4x+1 0+0+1
és
lim f(x) = li%l 224+5r4+4=v0+0+4=2
z—0—

r—0—

Mivel f(0) = v/0+0+4 = 2 ami egyben a jobb és bal limesz is, ezért ebben a
pontban a fiiggvény folytonos.

Azaz f(x) folytonos R\ {—5}—en.

. Hatéarozza meg az alabbi fliggvény folytonossagi pontjait, szakadasi pontjait és azok
tipusat!

r—1
——— +2 h
x2+m—2+ azxz <0
() = 2
T
_ h >0
24+ 22 +2 av=

Megoldas:

Folytonos fliggvények kompozicidja is folytonos, igy a fiiggvénynek csak az illesztési
pontban és a nevezdk gyokeiben lehet szakadasa, a tobbi pontban folytonos. x4z —
2 = (x—1)(x+2), innen csak z = —2 negativ szam, az x = 1 nem jelent problémat,
mert abban a pontban maés a fiiggvény definicidja. Méasrészt 22 + 22 + 2-nek nincsen
gyoke, mert a diszkriminans negativ. Azaz a vizsgaland6 pontok: x =0 és x = —2.

Ha x = —2, akkor

1
~ =
r—1 z—1 1
li = li —+2= 1 2= 1 2=
I_}r_nﬂf(:v) x—gg+x2+x—2+ r_}r_n2+($_1>(x+2>+ x—gg—l—flf—‘rQ—i_ o0
0+
H

(Az utolso elstti egyenlSség csak x # 1 esetén igaz, de a hatéarérték szamitésakor
csak a —2 kornyezeteit vizsgaljuk, igy feltehetd, hogy = # 1.) Mivel ezen hatarérték
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jobbroél oo, igy fiiggetleniil a bal hatarértéktsl a fiiggvénynek lényeges szakadasa van
az r = —2 pontban.

Ha z = 0, akkor
x? 0
xg&f(m) zg& 224+2x+2 04+0+2 0
& 1 0—1 5
. . €r — -
Jm flo) =i e S 2= s T2y

igy a fliggvénynek véges ugrdsa van az x = 0 pontban.

. Hatéarozza meg az alabbi fliggvény folytonossagi pontjait, szakadasi pontjait és azok
tipuséat!

4
( vl ha z <0
2xr — 3
_ -1
flay=1q cosVm) =1 oo
sin(z)
L 0 haz >1

Megoldas: Folytonos fliggvények kompozicidja is folytonos, igy a fiiggvénynek csak
az illesztési pontban és a nevezSk gyokeiben lehet szakadasa, a tobbi pontban foly-
tonos. 2z — 3-bol x = %, de ezt a pontot nem kell vizsgalni, mert csak negativ x-re
¢l ez a definici6. sin(z) = 0-nak egyetlen megoldasa van, az [0, 1] intervallumon, az
z = 0. Igy a vizsgalandé pontok az x = 0 és az z = 1.

Ha z = 0:
o) = lim cos(v/r) — 1 _ lim cos(v/x) — 1cos(y/z) + 1
ml—>0+ 1) x1—>0+ sin(x) acl—>0+ sin(z)  cos(yv/x)+1
- cos?(y/r) — 1 — lim —sin?(y/7)
20+ sin(z)(cos(v/z) + 1) z—0+ sin(z)(cos(v/z) + 1)
—sin?(y/7) ,1 1 1 1

o0 (V)2 (Ve zsin(x) (cos(v/z) + 1) 1+1 2
masrészt:
4o+ 1 1
I — i ==
Jm flo) = lim o5 =3

mert a tort folytonos 0-ban. Mivel 1étezik a baloldali és jobboldali hatarérték is, és
mindketts véges de nem egyenlek, igy = 0-ben véges ugrasa van a fiiggvénynek.

Ha z = 1:
lim f(x)=0

r—1+
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() = lim cos(y/z) — 1 _ cos(1) — 1
m1—>1—f( ) :vl—>1— sin(z) sin(1)

Itt és létezik mindenkét oldali hatarérték és végesek. De nem egyenls a ketts, mert
cos(x)-nek nem gyoke az 1, igy = 1-ben is véges ugras van.

. Hatarozza meg az alabbi hatarértéket amennyiben létezik!

. |2? =1
lim
r—1 1 — 1
Megoldas
21 —1 1 -1 1
i 721 @ = D] o=l
z—=1 1 —1 rz—1 x—1 r—1 x—1
Egyrészt lim |z + 1] = 2.
z—1
Masrészt viszont mivel |x| = —z, ha x < 0 és |z| = x, ha © > 0 igy
—1 —1
tim 2y 22
=+ x—1  a=l+z—1
és . .
o P gy @D
r—1— 1 — r—1— xr — 1
gy s
T
=1+ r —1
és 2 4
o T

r—1— 1 — ]_

tehat a keresett limesz nem létezik.

. Tovabbi gyakorléfeladatok

. Szamitsa ki az alabbi hatarértékeket!

Y x?—3x—4
a, Am (22 — 1)

2
—3z—14
b, lim r"—3x—4
w1 (22— 1)2
. 2%+ 3z — 10
¢ :vl>H—12 (;UQ — 4)2
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h, lim -2 —2* 72
z—=—oco T + 423 + 5

K Lim (22 — 4)?

. Szamitsa ki az alabbi hatarértékeket!

a, lim x (\/xQ—I—l — \/x2 —3)
r—r—00
z—1
b, lim
=1 /322 +1 - 22
. Szamitsa ki az alabbi hatarértékeket!
cos(v/r) — 1
m _—
=0 sin(3x)
sin(5x?)
im ——~
20 tan(3z?)
1-— 92
¢, lim —Coz( z)
x—0 X

5/7) —
4. lim cos(‘2\/5) 1
M sin(va)
cos(2z) — 1
" 20 tan(3x)

a,

. Szamitsa ki az alabbi hatarértékeket!
a, lirgl [2z + 3] (|x]: egész rész fliggvény)
T—2—

b, lim [2x + 3]

r—2+4
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© acllgl-l— 2+ 5{:(;}

d, lim 2+ 5{z}
T—3—

.|z + 1
im ———

[§
a1 41

P42 —5x 43

& fla) = 22(z + 3)
4 3 3
b o) = 2
¢, h(z) = sin(x — 2)

Hol és milyen tipusi szakadasai vannak az aldbbi fliggvényeknek?

(x2 +4)Va? — 4o +4

6. Hatarozza meg az aldbbi fliggvény szakadasi pontjait és azok tipusat!

( 3 haz < —1
—1
—+2 ha —-1<x<0
x
3
° ha z =0
- azx
sin(3z) ha 2 > 0
\ Tx

7. Hatarozza meg az alabbi fiiggvény szakadasi pontjait és azok tipusat!

g()

(x — 1) sin(z)

haz <0
x
222 — 6x — 8
—  h
P p—- ax >0

8. Hatarozza meg az alabbi fliggvény szakadasi pontjait és azok tipusat!

h(z) =

1 1

h > 2
|4—x|+4—x’ =
x2 — 10z
_ h <2
2 _1lzt+100 7
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5. Egyvaltozés fliggvények derivalasa
5.1. Kidolgozott mintapéldak
1. Szamitsa ki az alabbi fiiggvény derivaltjat!
f(z) = (e™ +22% + 1)3
Megoldas

f(@) = (™ +22 + 1)3)/ = 3 (™ 4222 +1)° (7™ +4z + 0)

2. Szamitsa ki az alabbi fliggvény derivaltjat!
f(x) = (x + cosh(7z?) + 4)°

Megoldas

f'(z) = 5(x + cosh(72*) + 4)*(1 + sinh(72%) - 7- 3 - 2* + 0)
3. Széamitsa ki az alabbi fiiggvény derivaltjat!
\Jrd+1
f@) =5~
Megoldas

Mivel vz? + 1 = (22 + 1), gy

ro
a1 §(x3+1)—%(3x2+0)(:c+2)—\/a: T1-1

ey =\~ (z +2)?

4. Szamitsa ki az alabbi fliggvények derivaltjat!

x? =2

1) = Gy + 3

Megoldas:

2z (sinh(z) 4+ 3) — (2? — 2) cosh(x)

flw) = (sinh(z) + 3)2
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5. Hatarozza meg az aldbbi fliggvény érintGegyenesének egyenletét az xo = 1 pontban!

f(z) = 3arcsin(l — z) + 8

Megoldas: Az érintGegyenes egyenlete xg-ban:

Ye = ['(xo)(x — w0) + f(x0)
Ehhez f(zo) = f(1) = 3arcsin(l — 1) + 8 = 3arcsin(0) + 8 = 8, illetve

—1

f'(x) =3 L

Innen f’(1) = —3, azaz a keresett egyenes egyenlete: y. = —3(x —1) +8 = =3z + 11.

6. Hatarozza meg az aldbbi hatarértéket!

2
e 1

) sin(3x)

Megoldas:

Mivel sin(0) = 0 és e = 1 ezért ez a 0-ban egy g alakn hatarérték, igy alkalmazhato
a L’Hospital-szabdly, innen:

i e -1 _L'H iy Ax e
z—0 sin(3x) 2—0 3 cos(3x)
4-0-1

mivel ¢? = 1 és cos(0) = 1, {gy a keresett hatarérték: = 0.

3-1
7. Hatarozza meg az alabbi hatarértéket!

. arsinh(2x)
lim ———=
z—0 arctan(3z)

Megoldas:

Mivel arsinh(0) = 0 és arctan(0) = 0 ezért ez a O-ban egy 3 alaki hatarérték, igy
alkalmazhato a L’Hospital-szabéaly, innen:

2
lim arsinh(2z) 1 lim 1+ (22)* 2
2—0 arctan(3x) 20 3 3
1+ (3z)2
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8.

10.

Hatérozza meg az alabbi hatarértéket!
cosh(2x) — 1
z=0  tan(x)
Megoldas:
0
Mivel cosh(0) = 1 és tan(0) = 0 ez egy o alaka hatarérték, igy alkalmazhato a
L’Hospital-szabdaly, igy:

lim cosh(2z) — 1 _UH 2sinh(2x) _ 20
x—0  tan(x) #>0 1 4+ tan®(x) 140

)

hiszen sinh(0) = 0.

Szémitsa ki az alabbi hatarértéket, amennyiben létezik!

lim sin(z)@n@)

z—0+
Megoldas:
lim Sin(x)tan(z) — lim eln<5in(m)ta“(1)) — lim etan(x) In(sin(z))
r—0+ z—0+ z—0+

Az e fiiggvény folytonossaga miatt elegendd a kitevs hatarértékét kiszamitani, majd
a kapott hatarértéket visszahelyettesiteni a kitevébe. A kitevs egy 0- oo alaku szorzat
a 0-ban, igy atalakitva:

cos(x)
In(si / i
lim tan(z)In(sin(z)) = lim In(sin(z)) =L lim sin(z) _ lim — cos(x)sin(z) = 0,
z—0+ z—0-+ cotan(x) e—0+ —1 z—0+
sin? ()
innen az eredeti hatarérték: e® = 1.
Szamitsa ki az f(z) = (z + 2)e* ! fiiggvény minimumat és maximumat a [0, 1]

intervallumon, amennyiben létezik!

Megoldas: Biztosan létezik maximuma és minimuma, mert f(z) folytonos fiiggvé-
nyek szorzata, tehat folytonos, és Weierstrass-tétele szerint folytonos fiiggvény kor-
latos és zart intervallumon felveszi a maximumat és minimumaét.

A vizsgalandd pontok az intervallum két széle és a lokalis szélsGértékhelyek, ez utob-
bihoz a derivalt gyokeit kell kiszamolnunk.

Flla)=e" T H(z+2)20e” = (2% + 4z + 1) e” !
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11.

12.

Mivel ¢ > 0 minden y € R-re, igy a derivalt elGjele csak a 222 + 4x + 1 kifeje-
zés elGjelén milik. Ez egy felfelé nyilé parabola, a gyodkeit a masodfoku egyenlet
megoldoképletébdl kaphatjuk:

—44+/16 -8 V2
e )

2
Mivel — < 1, igy mindkét gyok negativ, tehéat nincsen lokalis szélséérték [0, 1]-en,

tovabba f’(x) > 0 ezen intervallumon a fiiggvény tehat szigortt monoton né. Innen a
vizsgaland6 pontok: 0, és 1, itt a fiiggvényértékek:

2 2
f(0) = 2et = =, f(1) = 3¢° = 3. Innen a minimum O-ban van, értéke —, a
e
maximum pedig 1-ben, értéke 3. Onnan tudjuk, hogy 0-ban felvett érték kisebb mint
az 1-ben felvett érték, hogy a fiiggvény szigorit monoton né ezen az intervallumon

(vagy onnan, hogy e > 2, igy — < 1 < 3)
¢

Hol van inflexiés pontja az f(z) = e 2*(2? — 3z + 4) fiiggvénynek?
Megoldas:
A konvexitas vizsgalatdhoz a masodik derivaltat kell kiszamitanunk, igy
fl(x) = —2e (2> =30 +4) +e 2z —3) =e (22> + 60 — 8+ 22 — 3) =
e (—2x% + 8z — 11),
innen inflexiés pont ott lehet, ahol
f(x) = —2e 2 (—22% + 8z — 11) + e *(—4x +8) = e (40 — 162+ 22 —4r +8) =

e ¥ (4z® — 202 +30) =0

Mivel e® pozitiv minden valos z-re, az 422 —202+30 = 0 egyenletet kell megoldanunk,
azaz 222 — 10z + 15 = 0-t. Innen

104+ V102 -120  10++v/=20
4 N 4 a

T12 =

mivel ennek az egyenletnek nincsen valés gyoke, igy a fiiggvénynek nincs inflexios
pontja.

16

Adja meg azon legbdvebb nyilt intervallumokat, amelyeken az f(x) = v+ — fliggvény
x

szigort monoton! Van-e a fliggvénynek inflexios pontja?

Megoldas:
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13.

Ehhez elgszor is a fiiggvény értelmezési tartomanyét kell meghatéaroznunk. f(z) a
nevez$ gyokeinek kivételével értelmezett, azaz R\ {0}-n. A monotonitast az elss
derivalt segitségével vizsgalhatjuk, ehhez:

1
fa)=1-—F="—F—=—5@"=16) 240
1

Mivel — > 0 minden z € Dj-re, igy csak 22 — 16 elGjelén mulik a derivalt elGjele.
Ez egy felfele nyilé parabola, amely a két gyoke kozott negativ, igy

2?2 —16 = (x — 4)(x + 4)-b6l, f'(x) > 0 ha z € (—oo, —4) illetve = € (4,00), ezen két
intervallumon a fiiggvény szigori monoton ng. Mésrészt a két gyok kozott negativ a
derivalt, igy a fiiggvény szigortt monoton csokken (—4,0)-n és (0,4)-en

Inflexios pontja csak ott lehet a fiiggvénynek ahol konvexitast valt, ehhez f”(z) =0
sziikséges feltétel (ha kétszer derivalthato a fiiggvény). Igy

Pa=" 40

Mivel egy tort csak akkor lehet 0, ha a szamlaloja 0, igy a méasodik derivalt sehol
sem 0, tehat a fiiggvénynek nincsen inflexiés pontja.

Hatérozza meg a g(x) = m — arccos(3 — 2x) fliggvény értelmezési tartomanyat és
értekkeészletét!
Megoldas: Tudjuk, hogy arccos értelmezési tartomanya a [—1, 1] zart intervallum,

innen
-1<3-2xr<1

adodik g(z)-re. Megoldva:
—4 < 2 <=2
2>x>1,
azaz g(x) értelmezési tartomanya [1, 2].

Ertékkészletének meghatarozasahoz g(z) monotonitasat kell megvizsgalnunk:
-1 —2

g@)=0- 1—(3—21;)2(_2) /13- 22p

Mivel a teljes értelmezési tartomanyon |3 — 2z| < 1, igy a derivalt az értelmezési
tartoméany két végpontja kivételével értelmezett (ott |3 — 2z| = 1) és mindeniitt
negativ, ugyanis ,/y mindenhol nemnegativ. Innen azt kapjuk, hogy a fiiggvény a
teljes értelmezési tartoméanyén szigori monoton csokken, azaz az értékkészlet:

[9(2),9(1)] = [r — arccos(3 — 4), ™ — arccos(3 — 2)] = [r — m,m — 0] = [0, 7]
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14. Legyen f(z) = 3arcsin(3 — 2z) + n. Dy =? Ry =7 Indokolja meg, hogy miért

15.

invertalhat6 f(z)! Dp-1 =7, Rp—1 =7
Megoldas:

arcsin(z) értelmezési tartoméanya a [—1, 1] intervallum, innen
—-1<3-22<1

—4 < 2x < -2
2>2x>1,

- T v ey .
5 5] kozotti szamot amint
r végigfut a teljes értelmezési tartomanyon. Igy arcsin(3 — 2z) is, innen f(z) érték-
s s T o7
készlete [—35 + T, 35 + W} = [—— } :

azaz Dy = [1,2]. Masrészt arcsin(x) felvesz minden [

22
Egy folytonos fliggvény pontosan akkor invertalhatd, ha szigortian monoton. Mivel

fl(z)=3 —2 <0 2€(1,2

1 —(3—2z)?

igy f(z) szigort monoton csokken, a teljes értelmezési tartoméanyan, tehat invertal-
5
hato. Tovabba D1 = Ry = {—g 7”} és Ryr =Dy =[1,2].

Hatérozza meg az h(z) = sinh(z) fiiggvény 0 koriili negyedrendii Taylor-polinomjéat!

Megoldas: Definici6 szerint a 0 koriili 4-edrendt Taylor polinom:

" " (iv)
Ty(z) = £(0) +f/(0)x+ f2(!0)$2 + / 3(!O)$3 i / 4!(0) 4

Azaz h(z) derivaltjait kell kiszamitani 0-ban negyedrendig.
h(z) = sinh(z), innen h(0) = sinh(0) = 0.

h'(x) = cosh(x), innen A'(0) = cosh(0) = 1.

h"(x) = sinh(z), innen A”(0) = sinh(0) = 0.

R (x) = cosh(x), innen h"(0) = cosh(0) =

h(™)(z) = sinh(z), innen A (0) = sinh(0 )

Azaz a keresett Taylor-polinom:
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5.2.
1.

Tovabbi gyakorléfeladatok

Hatarozza meg az alabbi fliggvények derivaltjat definicié szerint az xy = 1 pontban,
majd irja fel itt az érintGegyenes egyenletét!

f@) =5 - a2

1
27

g(x)

Hol derivalhato az alabbi fiiggvény? Széamitsa ki a derivaltat minden olyan pontban

ahol létezik!
(x — 1) sin(z)

ha z <0
T
g(z) = PRI
xr° — 0ox +
— —  h
Z_drrs 2770

Szamitsa ki az alabbi fliggvények derivaltjat!

a, (z+2)% /323 + 22

b, (z*+ cos?(2z))8

esinh(a:)

d, cosh(z)smh(@)
arsinh(z?)

" arccos?(2x)

. Végezzen teljes fiiggvényvizsgalatot az aldbbi fliggvényeken! Van-e ezen fiiggvények-

nek abszolut szélsGértéke a [0, 1] intervallumon? Ha igen szamitsa is kil

a, In(y/2? — bz +6)

b, (z? —2x +2)e®
48
C, e p—
x
Mekkora hibat vétiink, ha a sinh(0.2) értékét a fiiggvény 0 koriili harmadrendd
Taylor-polinom helyettesitési értékével kozelitjik?

Szamitsa ki az alabbi hatarértékeket!

. arcsin(z?)
a, lim ————~
@—0 arctan(2z2)

. _ 2
b, lim ze 2*
T—r00
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¢, lim {/zln(2x)
z—0+

1 1
d, lim ( — —)
z=»1\e®—-1 x

1
sinh(2x)

e, mll)r(r)lJr cosh(x)

) egx -9 eZ:p
f, lim ———
z——0co 9% + e~

sinh(4x — 1)
im ————=
z—o0 cosh(2z — 5)

g

7. Legyen f(x) = arsinh(3xz —2). Dy =7, Ry =".
z 2
Irja fel az x = 3 pontbeli érintGegyenes egyenletét!

Indokolja meg, hogy létezik f~*(x)! f~!(x) =7, Dy-1 =7, Rp-1 =7

6. Egyvaltozoés fuggvények integralasa

6.1. Kidolgozott mintapéldak

1. Szamitsa ki az alabbi integralt!

e.Z’
d
/ex +1 o

Megoldas:
/
Az integral — alaku igy kozvetlentil

f

/ ¢ =In|e"+1| + C,
e +1

ahol C' € R tetsz6leges valos konstans.

2. Szamitsa ki az aldbbi hatérozatlan integralt!

3x +3
/ de
\/ 2?2+ 22+ 2
Megoldas:

/ 3r+3 dx—§/ 21 + 2 de
\Jr2 4+ 2x + 2 2 \Jr2 4+ 2x + 2
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3 1
B /(Qx +2) (2 + 20 +2) 2dz = 3Va2 + 20 + 2+ C,

ahol C' € R egy tetszbleges valos konstans.

1
/ e|59U71| dx
0

Megoldas: Az integral kiszamitasahoz fel kell bontanunk az abszolit értéket. Ehhez:
5x—1>0hax>é,innen

3. Szémitsa ki az alabbi integralt!

1

/e&”_l' dx =
0

1

o—butl 3 edr—171
e—533+1 dx+/e5:c—1 dZL‘ — [ :| + |: :| —
=5, 5 .

1
5

=)
Ut =

1 e~ !

+ e
-5 =5 5

1
3
4. Szamitsa ki az alabbi integralt!

1

/(3&7 —2)e tdr

0

Megoldas:
1

[(3z — 2)e”* 1 dx kiszamitasahoz parcidlis integralast kell alkalmaznunk. Legyen
0

f=3r—-2¢g =e*Lekkor ff=36és¢g=

5x—1

. Innen:

/-/\ 2 521 L9
/(31:—2)e5“dx— (32 —2) 2 —/ 378 dr =
‘ ‘ _ | = B de =
0

e
27 _
* d )

e S S P B R el 3et 3e7!
5 5

5. Szémitsa ki az alabbi integralt!

/ 2 In(4z)dz
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Megoldas: [ 2°In(4z)dz kiszamitasahoz parcidlisan kell integralunk, ehhez legyen
4

1
f' = a® innen f = % illetve g = In(4x) innen ¢’ = —. Azaz:
x
23
T
4 1 4 4
5 x x x
In(4z)dr = — In(4x) — [ ——dx = —In(4x) — =+ C
/xn(x)x 4n(x) /4wx 4n(:L‘) TR
ahol C' egy tetsz6leges valos konstans.
6. Szamitsa ki az alabbi integralokat!
1
/2x arctan(x)dx / 2z arctan(x)dx
0
Megoldas Parcialis integralassal dolgozunk. Legyen f’ = 2z, innen f = a2 és
g = arctan(z), innen ¢’ = 1+le. Azaz:
f g f g f ,_/ga
A~ N ~~ 1 9 2 +1-1
2z arctan(x)dx = 2 arctan(z) — [ =« e dz = 2 arctan(x)— ﬁdx
x x

x* arctan(r) — / 1+ 7 1 sdz = 2% arctan(z) — & + arctan(z) + C,
x
ahol C' € R tetsz6leges konstans.

A Newton-Leibniz formula szerint

1
/ 2z arctan(z)dz = [2” arctan(z) — © + arctan(z)] '
0

arctan(1l) — 1 + arctan(1) — 0 = T o4

;1T
7. Szamitsa ki az alabbi integralt a t = e* helyettesités segitségével!

2
/ © dx
et +1

Legyen t = e helyettesitést! Ekkor e**
de 1

— — —., aZaZ
dt t’

e t+1-1 ~1
der = —dt = —dt 14+ ——dt =
/ew+1 o 1+tt /t+1 / tr1 / T
t—Int+1|+C=¢e"—Inle”" + 1|+ C,
ahol C' € R tetsz6leges valos konstans.

Megoldas

2 illetve ¥ = t-b6l x = In(t), innen
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8. Szémitsa ki az aldbbi integralt a t = e” helyettesités segitségével!

0 3x
/ 26 dox =
et 41

1
Legyen t = e*! Ekkor x = In(t) = g¢(t), innen ;= g'(t). Masrészt a hatarok is

Megoldas:
megvaltoznak. z : —1 ~» 0, akkor ¢ : e~ ~» €°. Azaz az integral:

0 3x 1 3 1 2 1,2
$1 t 2411
/ € dx:/ —dt:/ dt:/+—dt:
e+ 1 24+ 1t 1 2+ 1 1 241

€

1 1
= 1 — arctan(1) — — + arctan <—> =
e e

=

1
—1
Kl—l—ﬂ_i_ldt:[t—arctan(t)]
| (1)
l1—— ——+4arctan | —
4 e e

9. Hatérozza meg az f(r) = 22 — 5z +5 és a g(z) = z fiiggvények gorbéje altal hatéarolt
korlatos sikidom teriiletét!

Megoldas

A felsé hatarolo fiiggvény az g(x) = x, az als6 az f(r) = 2 —5x+5. A metszéspontok
az f(z) = g(x) megoldasabol x?—5x+5 = z, azaz x*—6x+5 = 0, igy (z—5)(x—1) = 0.
A két metszéspont tehat az © = 1 és az x = 5. Igy a keresett teriilet az alabbi integral
kiszamitasaval kaphato meg:

5 5 — 3 5
/x—(x2—5x+5)d:c:/—x2+6x—5dx:{T+3x2—5x} =
1 1

1

—125 1 124 32
— +3-25-25+ - -3+5=02— — = —
3 * +3 * 3 3
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10. Hatarozza meg az f(r) = 22 —1és a g(x) = —2*+1 fiiggvények gorbéje altal hatarolt
korlatos sikidom teriiletét!

Megoldas:

A felsé hatéarolo fiiggvény az g(z) = —2* + 1, az als6 az f(x) = 22 — 1. A met-
széspontok az f(z) = g(x) megoldasabol x? — 1 = —z? + 1, azaz 222 — 2 = 0, {gy
(z —1)(x +1) = 0. A két metszéspont tehat az 1, = —1 és az x5 = 1. Igy a keresett
teriilet az alabbi integral kiszdmitasaval kaphatd meg:

1 ! — 9243 oo 2 8
—21—2—1@1:/—222@1: 20| =—42-(2-2)=2
/1x+ (" —1)dx 9 r°+2dz 5 +x_1 5T 3 3

11. Szamitsa ki az alabbi integralt!
2+ 1
/ xt 4 22 de

Megoldas

Parciélis tortekre bontassal:

/x3+1d / 3+ 1 d /A+B+Cx+Ddx
rt 4 22 22(x? + 1) r 2?2 2?41

Ko6z6s nevezére hozva:
*+1 A B Czx+D Azx(z*+1)+ B(2*+1) + (Cz + D)a?
vi+2?2 o 22 2241 22(x? + 1)

A két oldalon a nevezdk megegyeznek, igy kibontva a szamlalot:

2 (A+C)+2*(B+ D) +x2(A)+B=2"+1
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12.

6.2.

. Szémitsa ki az alabbi hatarozatlan integralokat!

adodik, ezt megoldva A =0, B=1,C =1, D = —1, azaz

/x—l—ld 1+x—1d
r= [ = x =
xt + 22 2 22 +1

1

1 1 2 -1 1
/_+_ L + dr = —— + = In|2? + 1| — arctan(z) + C,
2 z 2

222+1  22+1
ahol C € R tetszdleges konstans.

Konvergens-e az alabbi improprius integral? Ha igen, mennyi az értéke?

o0

1
/—dx
22+ 52 +6

1

Megoldas:
roo1 i 1 [ A
/—dx:/ dx:/ "
22452+ 6 (x +2)(z + 3) x+2
1 1 1
00 N
1 -1 1 -1
dr = li d
/x—|—2+x—|—3x Nooo x+2+a:+3x
1 1
lim [In|z 42| —In|z +3|]) = lim [ }
N—oo N |ZE+3
lim In N2 —1In 5 ln1—1n§:—l 3
N—oco |N+3 4 4 4’

. 3
azaz az integral konvergens, és az értéke — In T

Tovabbi gyakorléfeladatok

a,

/ r+3 q
—dx
422 4+ 3
/ 4+ 1
,/x2—|—4:v+7

35




2 1
/L(M
\/h—a?—dx

d,
eQw
[pe
e7
/(Sx + 7) sinh(z + 3)dx
f,

/ " In(3z)dz

. Szamitsa ki az aldbbi integralokat!

a?
/ sin?(2z)dz
0
b,
/ sin(z) cos(x)dx
0
C7
2
/ |22 — 3|dx
1
. Széamitsa ki az f(x) = 2? — 4z és az g(x) = —x? + 3 gorbéje kozti teriiletet!

. Szémitsa ki az alabbi integralokat!

a7
/\/4x2 — 1dz =7

1
Az x = 3 cosh(t) helyettesitéssel szamolja kil

b,
1 2z
/f dz =7
Oex‘i‘l

Az e® =t helyettesitéssel szamolja ki!
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