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Eloszo

A valdszintiségelmélet és a matematikai statisztika viszonylag fiatal teriiletei a matematikanak.
Napjainkra a valdsziniiség fogalma a hétkoznapi életbe is bevonult, sztochasztikus modellek
haszndlata nemcsak a gézok statisztikus leirdsdban és a kvantumelméletben gyakori, hanem
a kozgazdasigtantdl a piackutatasig szamos teriileten. Statisztikai adatokkal 1épten nyomon
taldlkozunk, és a kisérletek eredményének kiértékelése, esetenként pedig a kisérletek megter-
vezése is, statisztikai gondolkodast kivan.

A szamitastechnika fejlodése lehet6vé tette igen nagyszamu adat gyors és olcsé kezelését. fgy
tér nyilt hatalmas adatsorok osszefiiggéseinek elemzésére. Természetes, hogy az 1960-as évektdl
kezdve a sztochasztika beépiilt a miiszaki egyetemek tananyagaba.

A matematikai értelemben vett statisztika a valdsziniiségelméleten alapszik, ez a tantargy
ebbe a témaba ad bevezetést. Célkitlizése sokkal inkabb az alapveté fogalmak tisztazasa, mint
szamolasi jartassig kialakitdsa. (Ma az adatokkal valé legfontosabb miiveleteket programcso-
magok végzik el, némely mérémiiszer az ismételt mérések szérasat is megadja.) Nem szabad
figyelmen kiviil hagyni, hogy fogalmak megértése munka- és iddigényes folyamat, gyakran ke-
servesebb, mint szdmolési algoritmusok elsajatitasa.

A jegyzet viszonylagos rovidsége ellenére nagy anyagot olel fel. Az eléadas kovetésének
megkonnyitésére irédott, és ondllé tanuldsra kevésbé alkalmas. Koszonet illeti azokat a
hallgatékat, akik megjegyzései elésegitették a korabbi vdltozat esetenkénti hidnyossdgainak
kikiiszobolését.

Az ot fejezet szorosan egymdsra épuld témakoroket targyal. A véletlen esemény, a
valészintiség, a feltételes valdszinliség és a fliggetlenség a sztochasztika sarkalatos fogalmai,
az els6 fejezet targyalja azokat. Megvildgitasuk szemléletes az érmedobds és a kockadobas min-
denki altal ismert hétkoznapi tapasztalatainak segitségével. A masodik témakor a valdszintiségi
valtozok, amelyek véletlen, azaz sztochasztikus ingadozast mutaté mennyiségek matematikai
modellezésére szolgdlnak. Veliik kapcsolatban mindig 1ényeges kérdés, hogy mi koriil és milyen
mértékben ingadoznak. A varhaté érték és a szérds fejezi ki ezeket a jellemzOket. A harmadik
fejezet a nevezetes valészintiségeloszlasok koziil csak keveset tartalmaz, az érdeklédo és a fel-
hasznal6 sokkal t6bb konkrét eloszlast talal az irodalomban. A negyedik fejezet foglalkozik tobb
véletlen mennyiség belsé kapcsolataval, és izelitot ad az idoben valtozé valészintiségi valtozdk-
r6l, ami a sztochasztikus folyamat nevet viseli. Fel kell hivni a figyelmet arra, hogy ebben a
részben jéval tobb matematikai eldismeret haszndlata sziikséges, igy példaul kettds integralok
kezelése esetenként. Az o6todik fejezet egy kis bepillantas a szoros értelemben vett matematikai
statisztikaba. A paraméterbecslés és a statisztikai probak vannak roviden felvazolva. Az utolso
két fejezetben jelenik meg igazan a sztochasztikus szemléletmaod.

A jegyzet minden egyes fejezete tartalmaz megoldott és megoldédsra javasolt feladatokat.
Elébbiek a fejezetben példa név alatt taldlhaték, utébbiak pedig a fejezet végi gyakorlatok.



vi ELOSZO

Ezek némelyikének a megoldasat a 6. fejezetben irtuk le. A megoldott gyakorlatokat ,,MM”
betii jeloli. A feladatmegoldds szorosan hozzatartozik az anyaghoz.

A csillaggal jelolt feladatok joval nehezebbek, inkabb érdekességként szerepeltetjiik Oket.
Vannak a jegyzetben olyan részek, amelyek nem tartoznak a targy torzsanyagahoz. Ezek aprobb
betiikkel jelennek meg.

Budapest, 2000. december 1.

A szerzok



Elso fejezet

Elemi valdsziniségelmélet

A valészintiségelmélet alapveto fogalma a véletlen esemény. A véletlen kisérlet végre-
hajtasakor egy véletlen esemény vagy bekovetkezik, vagy nem kovetkezik be. Egyszeri
példa véletlen kisérletre az érmedobas, amelynek két kimenetele a FEJ és az IRAS.
Valészintliségszamitasi szempontbdl véletlen kisérletnek tekintheto egy mérés végrehajtasa is.
Ekkor esemény lehet az, hogy az eredmény, amit most valés szdmnak feltételeziink, egy adott
intervallumba esik. Az érmedobassal ellentétben ennek a véletlen kisérletnek elvileg végtelen
sok kimenetele lehet. A véletlen kisérlet kimeneteleit elemi eseményeknek nevezzik. Az
osszes elemi események halmaza az eseménytér, amit a valésziniiségelméletben rendszerint (2
jelol. Az érmedobds esetében az eseménytér két elemii.

A. N. Kolmogorov orosz matematikus 1933-ban publikdlta Berlinben a ,,Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung” cimii koényvét, és ezt az id6pontot tekintik sokan a modern
valészintiségelmélet kezdetének. Valdszinliségszamitis egyszerii formdban ennnél sokkal régebben
is létezett, tobbnyire a szerencsejatékokhoz kapcsolédott. Maxwell és Boltzmann a kinetikus
gazelméletben és a termodinamikiban mar a miult szdzad masodik felében sztochasztikus meggon-
dolasokat hasznaltak.

A Kolmogorov-féle valoszintiségelméletben az eseményeket az eseménytér részhalmazaival
azonositjuk. Az A esemény azokbdl az elemi eseményekbdl all, amelyekre az teljesiil, hogy a
kisérlet ilyen kimenetele mellett az A esemény bekovetkezik. Példaul, ha arrdl van szd, hogy
egy dobdkockaval kétszer egymas utan dobunk, akkor az az esemény, hogy a két dobas Osszege
legalabb 10, a kovetkezo részhalmaza az eseménytérnek:

{(6,6),(6,5), (5,6), (5,5)}

Maga a teljes eseménytér egy 36 elemii halmaz.

Az események kozott van két kitiintetett: a lehetetlen és a biztos esemény. A lehetet-
len esemény sohasem kovetkezik be, igy nincs olyan elemi esemény, ami megvalésitja, 2 iires
részhalmazanak felel meg. A masik véglet a biztos esemény, amit minden elemi esemény meg-
valésit, tehdt maganak az (2 halmaznak felel meg.

1.1. Miveletek eseményekkel

Legyen A és B két esemény. Az A - B esemény, amelyet A és B szorzatanak neveziink, akkor
kovetkezik be, ha mind A, mind B bekovetkezik. Halmazelméleti nyelven az A - B részhalmaza



2 1.2 RELATIV GYAKORISAG ES VALOSZINUSEG

Q-nak az A és B halmazok kozos része. A-t és B-t egymadst kizdréknak, vagy diszjunktnak
mondjuk, ha szorzatuk a lehetelen esemény, azaz egyszerre nem kovetkezhetnek be.

Az A + B esemény akkor kovetkezik be, ha A és B koziil legalabb az egyik bekovetkezik.

Az A esemény komplementere, més széval kiegészitOje, az az esemény, amely akkor
valésul meg, ha A nem kévetkezik be. Jelolése: A, vagy A°. A komplementer esemény az (2 \A
halmazelméleti kiilonbség. A és A mindig egymadst kizdré események.

1.1. példa: Ha a véletlen kisérletnek a kétszeri kockadobast tekintjiik, akkor az elemi esemé-
nyek olyan (7,j) szdmpdrokkal adhaték meg, amelyekre 1 < 4,5 < 6. Az () eseménytér az
Osszes lehetséges szamparok 36 elemii halmaza. Ha A jelenti azt az eseményt, hogy a két dobas
Osszege legaldbb 10, akkor A = {(6,6), (6,5), (5,6), (5,5)}. Ha B jelenti azt az eseményt, hogy
az elsé dobds paros, akkor A - B = {(6,6), (6,5)}, A- B = {(5,6),(5,5)} és

A+B = {(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6), (4,1), (4,2), (4,3), (4,4),
4,5),(4,6), (5,5), (5,6), (6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6) }. O

1.2. Relativ gyakorisag és valdszintiiség

Legyen a véletlen kisérletiink a kockadobas, és jelentse A azt az eseményt, hogy a dobds
eredménye paros. A kockadobas 20-szori megismétlésével a kovetkezd sorozatot kaphatjuk:

6,3,2,5,6,6,1,3,3,6,6,2,6,4,5,2,6,5, 3,1

A 20 dobésbdl az A esemény 11-szer valésult meg. Azt mondjuk, hogy 11 az A esemény
gyakorisdga és 11/20 = 0.55 a relativ gyakorisdga. Ha a kisérletek szamat (azaz most a
dobdsok szamat) noveljitk, akkor egy eseménynek a relativ gyakorisiga stabilitdst mutat, és
egy bizonyos érték koriil ingadozik. Ez az érték az esemény valdszinilisége. Az A esemény
valészintiségét P(A)-val jeldljiik.

Legyen A tetszbleges esemény és A a kiegészitéje. Ismételjilk meg gondolatban a véletlen
kisérletet n-szer. Mondjuk A esemény n 4-szor kovetkezett be. fgy A-nak n — ny-szor kellett
bekovetkeznie. A val6sziniiség fenti meghatdrozasa alapjan A relativ gyakorisdga = n4/n tart
P(A)-hoz, és A relativ gyakorisiga = (n — na)/n tart P(A)-hez. Mivel

naA n—mna

=1,
n n

eljutottunk a

P(A)+P(A) =1

osszefiiggéshez. Ugyanez a gondolatmenet eredményezi a

P(A+ B) = P(A) + P(B), ahol A-B=1 (1.2.1)

osszefliggést, ha A és B egymast kizard események. Ez alapveto tulajdonsiga a valdsziniiségnek,
és additivitasnak nevezziik. Tovabbi tulajdonsagok:

P@)=0, 0<P(A)<1, P)=1 (1.2.2)




Szavakkal: A lehetetlen esemény valdszintlisége 0, a biztos esemény valdsziniisége 1, és a
valészintiség mindig 0 és 1 kozotti szdm, (ami egyébként szdzalékban is kifejezhetd).

A valészintiségelmélet Kolmogorov-féle felépitésében (1.2.1) és (1.2.2) axiémaként szerepel-
nek. Matematikai, pontosabban integralelméleti okokbdl, az additivitast végtelen sok esemény
esetére is meg kell kovetelni:

P(iAi) - iP(Ai) (ahol A;-A; =0, hai# j) (1.2.3)

Ha A és B tetszéleges,tehdt nem sziikségképpen egymadst kizdréak, akkor (1.2.1) helyett az
P(A+B)=P(A)+ P(B)— P(A-B) (1.2.4)
osszefliggés érvényes. Ez az allitas az axidémdkbol levezetheto.

1.2. példa: Igazoljuk, hogy tetszoleges A és B események Osszege, felirhaté egymast paronként
kizar6 események Osszegeként.

Jelentse I a biztos eseményt! Igazolhaté, ogy A- T = A és I = A+ A vagy I = B + B. Ezeket
felhasznalva: A+ B = A-I+ B-1 = A(B + B) + B(A + A). Haszniljuk fel a szorzds és az
osszeadds tulajdonsigait: A+ B = AB+ AB+ BA+ BA, azaz A+ B = AB + AB + BA, ahol
AB-AB=(),AB-AB =0 és AB- AB = ). O

1.3. Filiggetlenség és feltételes valésziniiség

Az A és B események fiiggetlenek, ha A bekovetkezése nem befolyasolja B bekovetkezésének a
valészintiségét. Példaul, ismételt kockadobés esetében az az esemény, hogy elsére 3-at dobunk,
fliggetlen attél, hogy mésodikra paratlant dobunk. Ugyanakkor, ha piros és fekete golydkat tar-
talmazé urnabdl visszatevés nélkiil hiizunk, akkor az, hogy elsore pirosat hiizunk nem fiiggetlen
attél, hogy a masodikra pirosat hizunk. (Tudniillik, az els6re valé piros hiizds csokkenti a
méasodikra valé piros hizés esélyét.) Az A és B események fiiggetlenségének matematikai de-
finicidja :

P(A-B) = P(A)P(B) (1.3.1)

1.3. példa: Legyen A és B két fiiggetlen esemény, és P(A) = 1/3, P(B) = 1/4. Szamitsuk ki
a P(A + B) val6sziniiséget!

P(A+B)=P(A)+ P(B)— P(A-B)=P(A)+ P(B)— P(A)P(B) = % O
Az Ay, A, ..., A, eseményeket (teljesen) fiiggetlennek nevezziik, ha

valahdnyszor 1 < i1 < is < ... < iy < n. (Konkrét példdval megmutathat6, hogy ketténél tGbb
esemény esetén a paronkénti fiiggetlenség nem vonja maga utén a teljes fiiggetlenséget.)



4 1.3 FUGGETLENSEG ES FELTETELES VALOSZINUSEG

1.4. példa: Magyarorszagon a fiuk sziiletési ardnya 51%. Mi a valdszintisége, hogy egy 3
gyermekes magyar csalddban tébb a fii, mint a lany?

Feltételezziik, hogy a gyermeksziiletések egymadstodl teljesen fiiggetlenek, jeloljiik A-val azt
az eseményt, amelynek valdszintiségét keressiik, és legyen Fj, illetve L; az az esemény, hogy az
i-edik gyermek fit, illetve lany. Ekkor

A == F1F2F3 + L1F2F3 + F1L2F3 =+ F1F2L3
és mivel ezek egymast kizard események,

P(A) = P(F\Fy2F3)+ P(LiFyFs) + P(F Ly F3) + P(FLFyL3)
0.51* +3-0.51%-0.49 = 0.515 O

Természetesen vannak olyan helyzetek, amelyekben egy esemény bekovetkezése igencsak
befolyasolja egy masik esemény bekovetkezését. Legyen egy urnaban 5 piros és 3 fekete golyé.
Kihuzunk egy goly6t, majd annak visszatevése nélkiill még egyet. Legyen B az az esemény, hogy
elsOre pirosat huzunk, A pedig az, hogy a masodikra pirosat hizunk. A feltételes valdosziniiség
P(A|B), annak a valdsziniisége, hogy A bekovetkezik, feltételezve, hogy B bekdvetkezett. A
konkrét példankban ezt %-nek gondoljuk. A feltételes valdsziniiség matematikai definicidja:

P(A-B)

PAIB) = —5

(1.3.3)

A P(A|B) feltételes valésziniiség csak akkor értelmes, ha B pozitiv valésziniliségii esemény.

A feltételes valdsziniiség segitségével az A és B események fiiggetlensége
P(A|B) = P(A)vagyP(B|A) = P(B)

forméban is kifejezhetd. Szavakkal: A fiiggetlenség azt jelenti, hogy az egyik esemény bekdvet-
kezése semmilyen informaciot nem ad arrdl, hogy a masik esemény bekovetkezik-e.

1.5. példa: Tegyiik fel, hogy egy urnaban 12 piros és 10 fekete goly6 van. Az urnabdl egymas
utan két golyot hiuzunk. Mi a valdsziniisége, hogy az elsé piros és a masodik fekete?

Jeloljiik A-val azt az eseményt, hogy az els6 hiuzas piros és B-vel azt, hogy a masodik
fekete. Nyilvdn P(A) = 2. Amit meg kell hatdroznunk az P(A - B). Feltételes valdszintiséget
haszndlva: P(A - B) = P(A)P(B|A). Mivel P(B|A) = 2, P(A-B) = 2. 10 = 2 adédik.

217 22 21 7
O

1.1. tétel: (A teljes valGsziniiség tétele) Legyenck Ay, As, ..., A, olyan események, hogy

Ha P(A;) > 0, akkor barmely B eseményre

P(B) = P(B|A))P(A)) + P(B|As)P(As) + ... + P(B|A,)P(A,).




Bizonyitds: A feltevés alapjan
B-A,B-A,,..., B-A,

egymast kizdré események és oOsszegiik B. fgy a val6sziniiség additivitdsa, az (1.2.1) képlet
altalanositasa alapjan

P(B)=P(B-A))+P(B-A))+... + P(B-A,).

Ha itt P(B - A;) helyébe P(A|B;)P(A;)-t irunk, akkor éppen a bizonyitandé tételt kapjuk.
O

Az olyan A, A,,..., A, események, amelyekre a teljes valésziniiség tétele feltételei tel-
jesiilnek teljes eseményrendszert alkotnak.

1.6. példa: Tegyiik fel, hogy egy urnaban 8 piros és 10 fekete golyé van. Az urnabdl egymaés
utan két golyot hizunk. Mi a valdszinlisége, hogy a masodikra hizott golyo6 fekete?

Legyen A az az esemény, hogy az elsére huzott goly6 piros, B az az esemény, hogy a
masodikra huzott golyo fekete. A és A teljes eseményrendszert alkotnak, és alkalmazhatjuk
a teljes valosziniiség tételét P(B) kiszamitdsara:

10 8 9 10

P(B) = P(BIA)P(A) + P(BIA)P(A) = oo+ =15 56%. O

1.7. példa: Az I. urndban £ goly6 van, a II. urndban n golyé. Egymas utan huzunk golydkat,
p valdszinliséggel az 1. urndbdl, ¢ = 1 — p valdsziniiséggel a II. urndbdél. Mi a valdsziniisége,
hogy az I. urna tril ki el6bb?

Jelolje Ay, azt az eseményt, hogy a k golyét tartalmazd L. urndval és az n golyét tartalmazé
II. urndval indulva az I. urna tiril ki elébb. (Tehdt éppen Ay, valészintisége a kérdéses.) Legyen
A az az esemény, hogy el0szor az . urndbdl hizunk. A teljes valdsziniiség tétele szerint

P(Agp) = P(Agn

A) - P(A) + P(AgnlA) - P(A).
Itt P(A) = p és P(A) = g adott értékek. Ugyanakkor P(Ag,|A) annak a valészintisége, hogy
az I. urnaban k£ golyéval, a II. urnaban n goly6val indulva, és elszor az I. urnabdl hizva az
. urna iiril ki el6bb. Ez a valdsziniiség ugyanaz, mint annak az eseménynek a valdsziniisége,
hogy az I. urndban k£ — 1 golyéval, a II. urndban n golyéval indulva az I. urna iiriil ki el6bb. A
most megfogalmazott esemény éppen A;_;,. Hasonléan l4tszik, hogy P(Agn|A) = P(Agn_1).
Tehat

P(Ak,n) = P(Akflyn) -p+ P(Ak,nfl) -q (134)

Ertelemszeriien

P(Aro) =0,  P(Aon) =1

és megdllapodhatunk abban, hogy P(Aoo) = 0 (bdr az Ago esemény elég értelmetlen). Igy
P(Ay1n)-et (1.3.4)-bél kiszamithatjuk.

P(Al,n) = P(AO,n) P + P(Al,n—l) -q
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és P(A1;) =1-p+0-q=p, P(A12) =1-p+p-q=(1+q)p, és igy tovibb. Tetszbleges
k-ra és n-re a py, = P(Ag,) valésziniiség az igynevezett generitorfiiggvény-mdédszerrel
szamolhaté ki. Adjuk Ossze az

" Py = " PPr—1,0 + "GPk n—1

egyenleteket az n = 1,2... értékekre. fgy azt kapjuk, hogy

0 e’} [e'¢)

n __ n n—1
E P =P § Pr—1,nZ + qz E Pepn—12 .
n=1 n=1 n=1

Ha a baloldalt egy g fiiggvény Taylor-soranak gondoljuk, akkor az egyenlet a

gk(x) = pgr—1(z) + qrgr(z)

alakot oOlti. Belole

2 k

ge(2) = < _pmgkl(x) = o gpt@) = uj”—qx)kgo(x)
(1—gx)k1—2’

hiszen

o0 00
T
% (x) n=1 O’nx n=1 ’ 1= x

Tehat a g fiiggvényt sikeriilt meghatdroznunk, és a py, valészinlség gx(z) Taylor-sordban z”
egyiitthatéja, amita binomidlis sorfejtés segitségével kiszamolva a

o= (1= () o () e () 0r)

eredmény adodik. O

1.4. Klasszikus valdsziniliségelmélet

Klasszikus valészintiségelméletrdl, vagy valdszintiségszamitasrol akkor beszéliink, ha az €2
eseménytér véges sok elembdl 4ll6 halmaz, és az -t alkoté elemi események mind egyenld
valészintiek. Tipikus példa a szabalyos kocka dobdsa, amikor mind a hat oldalt egyenlo
valészintinek gondoljuk, és természetesen feltételezziik, hogy a feldobott kocka nem gurul dgy
el, hogy nem lehet leolvasni, tovibba nem esik élére, stb. Ha () elemszama n, akkor minden
egyes elemi esemény 1/n valészintiségii kell, hogy legyen. Ha egy A eseményt k elemi esemény
valésit meg, akkor P(A) = k/n, amit gyakran dgy fogalmazunk, hogy

P(4) = kedvezd esetek szdma @

(1.4.1)

osszes esetek szama Q]

(Itt |A| jeloli A szdmossagat, vagyis elemei szamat.)



Dobdkockat ékori egyiptomi sirokban is taldltak, és talan a kocka &srégi hasznalata is szerepet
jatszott abban, hogy a dobdkocka a véletlen szimbélumava valt. A kvantummechanika szerint bizo-
nyos mikroviladgra vonatkozé torvényszeriiségek statisztikus jelleglieck. Amikor Albert Einstein ebben
kételkedett, ellentétes véleményét igy fogalmazta meg: ,,God does not play dice”. Fél évszazaddal
kés6bb Stephen Hawking, a modern fizika mdasik nagy zsenije, ismét a dobdkockdba csomagolta
véleményét: ,,God not only plays dice, He also sometimes throws the dice where cannot be seen”.

1.8. példa: Legyen A és B az a két esemény, amely az 1.1. példdban van leirva. Ekkor P(A) =
4/36, mert A-t négy elemi esemény valdsitja meg, és minden elemi esemény val6sziniisége 1/36.
Hasonléan, P(AB) = 2/36, P(A+ B) = 20/36. Az A és B események nem fiiggetlenek, mert
P(B)=18/36, P(A-B) =2/36, P(A) =4/36 és P(AB) = P(A)P(B) nem teljesiil. O

A klasszikus valészinliségszamitas korébe tartozoé feladatok megoldasa tobbnyire a kedvezo
és Osszes esetek szamanak kombinatorikus osszeszamlalasan alapul. Ezért hasznos emlékeztetni
a kovetkezo képletekre.

Egy n elemii halmazbdl képezhetd k elemii sorozatok szama

n!
ha a sorozatok nem tartalmazhatnak ismétlodést, illetve
nk (1.4.3)

ha a sorozatok tartalmazhatnak ismétlédést. (Az elsé esetben ismétlés nélkiili, a masodikban
ismétléses varidciérol beszélnek a kombinatorikdban.) (1.4.2)-nek fontos részesete az n = k
eset. Ekkor azt kapjuk, hogy n elem &sszes lehetséges sorrendjeinek szdma n!. (A nevezében
felbukkand 0!-t 1-nek értelmezziik.)

Az n elemil halmaz k elemszamu részhalmazainak szama

n-n=1)-...-(n—k+2)-(n—k+1) n! _<n)_

1-2-...-(k=1)-k k- (n—k)

(1.4.4)

(Ez az ismétlés nélkiili kombindcidkra vonatkozé képlet.)

Az ismétléses kombindacié alapfeladata az, hogy n kiilonboz6 fajta targyunk van, minde-
gyikbdl tetszolegesen sok és k darabbdl allé csoportokat képeziink. A lehetdségek szama

(”*Z‘1>. (1.4.5)

Ugyanazt a feladatot gy is megfogalmazhatjuk, hogy n egymaéastél megkiilonboztethetetlen
részecskét kell k& energiaszintre elhelyezni.

Ha [ kiilonb6z6 szamunk van, az els6 fajtabdl ny, a masodikbdl ne, és igy tovabb, az l-edik
fajtabdl n;, akkor az ny + ny + ...+ n; = n darab szamot

n (1.4.6)

nl'ng'nl'

féleképpen lehet sorrendbe allitani, ez az ismétléses permutéacié.
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1.9. példa: 8 kartyara felirjuk az F, F, L, O, R, R, U, U betiliket, majd urniaba téve ket
egymas utan hizunk. Mi a valésziniisége, hogy olyan sorrendben hi zzuk 6ket ki, hogy éppen
a FURFUROL sz6 olvashaté?

A betiik Gsszes lehetséges sorrendjeinek szdma 8!/21212! az (1.4.6) képlet szerint. A keresett

valésziniiség ennek a reciproka: =. O

1.10. példa: Héanyszor kell ahhoz dobni egy kockdval, hogy 99% valdszintiséggel legyen a
dobasok kozott 6-o0s?

Ha n-szer dobunk, akkor az Gsszes lehetoségek szama 67, ennyi n tagui sorozat képezheto az
{1,2,3,4,5,6} halmazbdl, mivel az ismétlédés meg van engedve. Ebbél 5™ olyan sorozat van,
amely nem tartalmaz 6-ost. Igy a keresett n az

5n

— < 0.01
6n

egyenlGtlenséget elégiti ki. Innen n > log0.01/1log0.833 & 25.2585. 0

Szamos, a statisztikus fizikdhoz tartozé feladat megoldhaté kombinatorikus iton. Erre mu-
tatunk harom példat. A feladatok mindegyike visszavezetheté n szamu golyénak N szamu
dobozban valé elhelyezésére, ahol az elhelyezés feltételei kiillonbozbek.

Géazmolekuldk kiillonboz6 rendszerei alkalmazhatéak az in. Maxwell- Boltzmann statisz-
tikdban.

1.11. példa: Helyezziink el n megkiilonboztethetd részecskét N szinten. Mi a valdszintlisége
annak, hogy egy adott szinten pontosan k darab részecske lesz? Alkalmazzuk a klasszikus
valészintiség elméletrol tanultakat!

Az Osszes eset szdma: N™ azaz N elem n-ed osztalyu ismétléses variacidinak a szama.
(A Maxwell-Boltzmann statisztikdban az a feltevés, hogy minden elhelyezkedés egyforma
valészintiségii.)

A kedvezd esetek szdma: (”) (N —1)"*, mivel n kiilénboz6 részecskébsl k darabot (Z’)

k

féleképpen tudunk kivalaszatni, és a maradék n — k részecskét (N — 1)"~* féleképpen lehet a
fennmaradt N — 1 szinten elhelyezni.

Tehadt a keresett valészintiség: p, = <Z> (N —1)"k/Nm. O

Masfajta részecskéket pl. fotonokat tartalmazé rendszerek esetében az 1in. Bose—Ein-
stein statisztikat hasznaljuk. Alapvetd kiilonbség, hogy ebben a modellben a részecskék
megkiilonboztethetetlenek.

1.12. példa: Helyezziink el n egymdstol megkiilonboztethetetlen részecskét IV energia szinten.
Mi a valdsziniisége annak, hogy egy adott szinten pontosan k£ darab részecske lesz?

3, , N —1 1 12 ,, s et
Az Osszes esetek szama: ( +7;1 >, azaz N elembdl képezhetd n-ed osztalyu ismétléses
kombindciok szdma. Az egyes elrendezések ebben a modellben is egyforma valészintiségiiek. A

kedvezd esetek szdma megegyezik azon elrendezések szdmadval, ahdnyféleképpen a fennmaradt



N —1 szinten a maradék n — k részecskét el lehet helyezni, ezt megint ismétléses kombinacioval

: . (N+n—-—k-2
tudjuk megadni: ( "k )
(N +n—k— 2)
fgy a keresett valdsziniiség : pr = NZ—;k— 1 O
)

A Bose-Einstein modell sem altaldnos érvényii. A részecskék megkiilonboztethetetlensége
mellett bizonyos rendszerek esetében a Pauli elvet is figyelembe kell venni, azaz minden szintre
maximdlisan egy részecske keriilhet. Ezt a jelenséget jol leirja a Fermi-Dirac statisztika.

1.13. példa: Helyezziink el n egyméstél megkiillonboztethetetlen részecskét N szinten gy,
hogy minden szintre legfeljebb egy részecske keriiljon. Mi annak a valdésziniisége, hogy egy
tetszolegesen kivdlasztott szinten van részecske?

Az Osszes esetek szama: <n ), azaz ahanyféleképpen kitudjuk valaszatni azt az n szintet,

ahova részecske keriil. Kedvez6 esetek szama: (n _q ) 2zaz ahanyféleképpen a maradék

n — 1 részecskét el tudjuk rendezni a fennmaradt N — 1 szinten.
N -1
(n—1>
AN
()

1.5. Geometriai valosziniiség

fgy a keresett valosziniiség: p =

A valdsziniiségszamitas klasszikus képlete nem mond semmit arra az esetre, ha az eseménytér
elemeinek a szama végtelen. Akadnak olyan valdsziniiségelméleti problémak, amelyek-
ben a keresett valészinliség meghatdrozdsat visszavezetjiik geometriai alakzatok mértékének
kiszdmitasdara.

Az olyan véletlen tomegjelenségek esetében beszéliink geometriai valdsziniliségrol, amelynél
a jelenséggel kapcsolatos kisérlet egy geometriai alakzat valamely pontjanak véletlenszeri
kivdlasztasdbdl all, és az alakzat barmely részhalmazdra nézve annak valdsziniisége, hogy a
kivalasztott pont ebbe a részhalmazba esik, az illeto részhalmaz geometriai mértékével aranyos.

1.14. példa: Egy iizemben két komponensbdl dllitanak el6 egy anyagot. Az egyes komponen-
sek egy oran beliil késziilnek el, és az elkésziilés utan 15 percen beliil Gssze kell 6ket dolgozni,
kiilonben tonkremennek. Mi a valészintisége, hogy sikeriil eléallitani az anyagot, és nem megy
tonkre egyik komponens sem?

A jelenséget felfoghatjuk tdgy is, mint a H = [0.60] x [0.60] négyzet egy pontjdnak
véletlenszerli kivdlasztdsat. Ekkor A = {(z,y)|z,y € [0.60] és |x — y| < 15} esemény
valdszintiségét keressiik. Az eseményt kielégité pontok koordinatdi kielégitik az y > = — 15
és y < x + 15 egyenldtlenségeket.

Az A eseménynek megfeleld halmaz teriilete: t4 = 60?2 — 452, Az eseményteret jellemzd H

halmaz teriilete t5 = 60% Igy P(4) = L.
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Gyakorlatok

1.1. gyakorlat: ™ Legyenck A és B egymdst kizard események, és P(A) = 0.20, P(B) = 0.55.
Szamoljuk ki a kovetkezd valészintiségeket: (a) P(A), (b) P(A-B), (c) P(A+B), (d) P(A-B)!

1.2. gyakorlat: Annak a valdszintisége, hogy egy épitkezés id6ben befejezddik 17/20, annak a
valészintisége, hogy a munkdsok nem sztrajkolnak 3/4, és annak a valdszintisége, hogy idében
elkésziil az épiilet, feltéve, hogy nincsen sztrajk, 14/15. Mi a val6sziniisége annak, hogy (a)
id6ben elkésziil az épiilet, és nincsen sztrdjk, (b) nincsen sztrajk, feltéve, hogy idében befe-
jezodik a munka?

1.3. gyakorlat: M Egy dobozban 7 hib4tlan és 3 selejtes termék van. Mi a valésziniisége, hogy
a termékeket véletlenszeriien egymads utan kivéve a 3 selejtes marad utoljara?

1.4. gyakorlat: 100 alma koziil 10 férges. Vélogatas nélkiil kivalasztunk 5-6t. Mi a valé-
szintisége, hogy van koztiik férges?

1.5. gyakorlat: M Egy kockat ismételten feldobva mi a valészinfiisége, hogy elébb kapunk 1-est,
mint parost?

1.6. gyakorlat: M 10 kock4val dobva mi a valésziniisége, hogy a szdmok Osszege legaldbb 587

1.7. gyakorlat:M Feldobunk egy kockat. Ha az eredmény 1 vagy 2, akkor a 6 fehér és 3
piros goly6t tartalmazo I. urndbdl huzunk, egyébként a 4 fehér és 4 piros golydt tartalmazé I1.
urnabdl. Mi a valészinlisége, hogy a kihuzott golyé fehér?

1.8. gyakorlat: Haromszor dobunk fel egy szabalyos érmét. Jelentse A azt az eseményt, hogy
a dobasok kozott fej és irds is elofordul, B pedig azt az eseményt, hogy legfeljebb 1 iras fordul
elé. Dontsiik el, hogy fiiggetlen-e A és B!

1.9. gyakorlat: M Szabélyos érmével 2n-szer dobunk. Legyen p,, annak a valészintisége, hogy
ugyanannyi fej van mint irds. Bizonyitsuk be, hogy ps, fogyé fiiggvénye n-nek!

1.10. gyakorlat: Igazolja, hogy

P(A) — P(AB)

P(A|B) = T P(B]

ha A és B tetszbleges események, és P(B) # 1!

1.11. gyakorlat: M Két ember hdromszor feldob egy-egy pénzdarabot. Mi a valésziniisége
annak, hogy ugyanannyiszor kapnak fejet?

1.12. gyakorlat: M Egy csomag 32 lapos magyar kartyabdl kihtizunk egy lapot, de nem nézziik
meg. Ezutan kihizunk még két lapot, és azt talaljuk, hogy mindkett6 piros. Mi a valdszintiisége,
hogy az elsore hiizott lap is piros?
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1.13. gyakorlat: Az ,egyszeri statisztikus” soha nem iil repiilégépre, mert olvasta, hogy a
gépeken idénként bomba van. Egyszer bardtja mégis osszetaldlkozik vele egy 1égijaraton. ,,Mar
nem tartasz a bombatdl?” - kérdezi tole. A statisztikus kézelebb hajol, és gy valaszol. ,,Annak
a val6szintisége, hogy egy gépen két bomba van rendkiviil kicsi, ezért hoztam magammal egy
bombét.”

Elemezze, hogy hol a hiba a statisztikus elgondolasaban!

1.14. gyakorlat: Egy urndban 10 piros és 20 fekete golyé van. Az urndbél kihdzunk egy
golyét, ha az piros, akkor visszatessziik, ha fekete akkor nem. Ezutidn még egyszer huzunk.
(a) Igaz-e, hogy az az esemény, hogy az elsé huzés fekete fiiggetlen attdl az eseménytdl, hogy
a masodik hizds fekete? (b) Mi a val6sziniisége, hogy mindkét hiizott golyé fekete? (c) Mi a
valészintisége, hogy mindkét hizott golyd piros?

1.15. gyakorlat:* A legrégibb valdsziniiségi probléma egy 1494-ben Velencében megjelent
konyvben olvashato, és osztozkodasi probléma néven valt kozismertté. Két csapat labdajatékot
jatszik, és az a csapat nyeri a tétet, amelyik elobb éri el az n pontot. Feltevés szerint annak
a valészintisége, hogy az egyik csapat pontot nyer, ugyanakkora, mint a mésik csapat pont-
nyerésének az esélye. Amikor az egyik csapatnak t(< n) pontja, a masiknak u(< n) pontja van,
a jaték valamilyen okbdl félbeszakad. Az a kérdés, hogyan kell elosztani igazsadgosan, vagyis
a nyerési esélyek aranydban, a tétet. Az osztozkoddsi probléma helyes megoldasat Pascal és
Fermat taldlta meg 1654-ben egymastdl fiiggetleniil.

Oldja meg az osztozkodasi problémat az n = 4, t = 2 és u = 1 paramétervalasztas mellett!

1.16. gyakorlat: Egy urndban 10 piros és 30 fekete golyé van. Az urndbdl egymads utdn
kihtizunk egy-egy golyét. Mi a valészinlisége, hogy mindkét hizott golyé fekete, ha (a) az
eldszor hizott goly6t visszatessziik a mésodik hizés elétt, (b) nem tessziik vissza?

1.17. gyakorlat: M Egy kockdval haromszor dobunk. Mi a valésziniisége, hogy hirom
kiilonb6z6 eredményt kapunk?

1.18. gyakorlat: A, B és C egymast paronként kizaré események. Lehetséges-e, hogy P(A) =
0.4, P(B)=0.4és P(A+C) =0.27

1.19. gyakorlat:™ A és B egymast kizaré események, és P(A) = 0.2, P(B) = 0.55. Szémolja
ki a P(A- B) és a P(A+ B|B) valésziniiségeket!

1.20. gyakorlat:M A és B egy adott targy hallgatéi. A 80 % valészintiséggel, B 60 %
valészintiséggel vesz részt egy oran. Hidnyzasaik egymastol fliggetlenek. Mi a valdszintiisége,
hogy egy éran legaldbb egyikiik jelen van?

1.21. gyakorlat: M Egy kock4val hiromszor egym4s utdn dobunk. Mi a valésziniisége, hogy
a kapott szdmok szigorian néveked6 sorozatot alkotnak?

1.22. gyakorlat: Egy urndban 10 piros és 20 fekete golyé van, egy madsikban 15 piros és
15 fekete. ElGszor véletlenszerfien kivalasztjuk az egyik urndt, majd abbdl véletlenszeriien
kihiuzunk egy goly6t. Mi a valésziniisége, hogy feketét hiizunk?
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1.23. gyakorlat:* A és B olyan jatékot jatszanak, amelynek minden fordul6jat 50-50 % eséllyel
nyerik meg. A nyertes minden forduléban 1 Ft-ot kap a vesztestdl, és a jaték addig tart, amig
valamelyikiiknek elfogy a pénze. A kezdd tokéjiik 10 Ft. Mi a valdsziniisége, hogy a jatékot B
nyeri, ha kezdd t6kéje (a) 1 Ft, (b) 10 Ft, (c) 100 Ft?

1.24. gyakorlat:M Legyen Q = {(0, 0, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1),(1,1,0)} eseménytér, amelyben
az események egyforma valdsziniiségliek. Jelentse

Ap: elso eleme 0, By: masodik eleme 0, Cy: harmadik eleme 0,

Ay els6 eleme egyes, Bj: masodik eleme egyes, C': harmadik eleme egyes

eredményeket. Igazolja, hogy az A;, B;,C, (i = 0.1, j = 0.1, £ = 0.1) események pdronként
fliggetlenek, de nem alkotnak teljesen fiiggetlen rendszert.

1.25. gyakorlat: Egy kémiai vegyiiletben 2K szamu egyvegyértékii, ¢és N szamu
kétvegyértékli egység van. Ezek véletlenszeriien egymashoz kapcsolédva Osszesen K szamiu
lancmolekulava egyesiilnek gy, hogy mindegyiknek a két végét egy-egy egyvegyértékli egység
zarja le. Hatarozza meg annak a valdsziniiségét, hOogy a 0,1,2,... N darab kétvegyértékii
egységet tartalmazé ldncmolekuldk szdma rendre kg, kq,...k,, feltéve, hogy minden elren-
dez0dés egyforma valdsziniiségii!

1.26. gyakorlat:M Egy 4allat populdciéban az egyedek 25 %-a szemmutdns, 50 %-a
szdrnymuténs, és a szemmutdns allatok 40 %-a szdrnymuténs is. Mi annak a valdsziniisége,
hogy egy véletlenszeriien kivalasztott egyed legaldbb az egyik mutdciétipussal rendelkezik? Mi
annak a valészintisége, hogy az dllat nem szdrnymutdns, de szemmutéans?

1.27. gyakorlat: M Tegyiik fel, hogy egy radioaktiv sugdrzds sordn egy o részecske vala-
mely adott sejtet 0.75 valdsziniiséggel taldl el, 0.25 valdszinliséggel csupan karositja, 0.5
valosziniiséggel pusztulasat is okozza. Két részecske altal okozott karosodas feltétleniil a sejt
pusztuldsdhoz vezet. Mennyi a valészintlisége annak, hogy négy taldlat utdn a sejt elpusztul?

1.28. gyakorlat: M N szdmi sejt besugdrzdsa sordn n szdmu elemi részecske mindegyike pon-
tosan egy sejtet taldl el, mégpedig minden részecske minden sejtet azonos valdszintliséggel.
Mennyi a valésziniisége annak, hogy minden sejtet legalabb két taldlat ér.

1.29. gyakorlat:M Egy alkalmassdgi vizsgalat tapasztalatai szerint a vizsgdlt személyeken
0.05 valészintiséggel mozgdsszervi, és 0.03 valoszintliséggel érzékszervi rendellenesség figyelhetd
meg. Az egyiittes eltifordulds valdszintisége 0.01. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy egy
taldlomra kivalasztott személyen egyik rendellenesség sem figyelheté meg?

1.30. gyakorlat:™ Az gbran lithaté tgynevezett kontingenciatdblizat hidnyos. Kiséreljiik
meg kiegészieteni oly médon, hogy a valdsziniiségeket a megfelelii relativ gyakorisagokkal he-
lyettesitve a tablazat az A és B események fiiggetlenségét tiikrozze!



Masodik fejezet

Valésziniiségi valtozok

A valészintiségelmélet Kolmogorov-féle modelljében a valészintiségi valtozé az elemi események
) halmazdn értelmezett fiiggvény. Kiindulédsi példaként gondoljunk arra, hogy véletlen kisér-
letiink a kétszeri kockadobds. Ekkor a két dobds Osszege egy véletlen szdm, mdsszéval
valészintiségi valtoz6. E valdsziniliségi valtozo lehetséges értékei a 2 és 12 kozé esO egész
szamok, a 2-t és a 12-t is beleértve. Masik példa: egy céghez bizonyos idétartam alatt be-
fut6 telefonhivésok szama. Ennek a valészintliségi valtozénak is egész szamok az értékei. Az
ilyen diszkrét valdszintiségi valtozdk mellett folytonos valésziniliségi valtozdk is vannak, ame-
lyek értéke elvileg a valés szdmok valamely intervallumanak barmely eleme lehet. Gondoljunk
példaul egy izz6 élettartamara, amely pozitiv értékeket felvevd valdszintiségi valtozénak tekint-
hetd.

2.1. Diszkrét valtozo eloszlasa

Egy valészintiségi valtozéval kapcsolatban mindig az a lényeges kérdés, hogy egy adott értéket
milyen valészintliséggel vesz fel. (Ha két valdszinliségi valtozé ugyanazokat az értékeket
ugyanolyan valdsziniiséggel veszi fel, akkor valdszintiségelméleti szempontbdl 1ényegtelen, hogy
az egyik testmagassidgokat, a masik pedig hémérsékleteket fejez ki.) Az a & (kszi) valé-
szinliségi valtozo, amelynek értéke két kockadobds esetén a dobédsok Osszege, a 3 értéket 2/36
valészintiséggel veszi fel, mivel a 3-as dobdsosszeg (1,2) és (2,1) forméban valésulhat meg, és
mindkét elemi esemény valészintisége 1/36. Valdszintiségelméleti szempontbdl a &-re vonatkozo
adatok (egy része) a kovetkezd tablazatban foglalhaték Gssze:

n: 2 3 4 ) 6 7 8
P(¢=mn): 0.028 0.056 0.083 0.111 0.139 0.167 0.139

A tablazat tartalmazza a
PE=n)=P{weQ:&{w)=n})
értékeket, amelyek & valdszintiiség eloszlasat alkotjak. & eloszldsa a

(n—1)/36 ha2<n<7,
P(=n)=4¢ (13—n)/36 ha8<n<12,
0 egyébként

képlettel is megadhaté és hisztogrammal is szemléltetheto.

13
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2.1. példa: Legyen az n (éta) valdszintiségi véaltozé értéke a fejek szdma egy szabdlyos érme
haromszori feldobdsa soran. Mi n valdésziniiség eloszlasa?

Az egyes elemi események egyformén valészintiek, ezért hasznalhatjuk a klasszikus (1.4.1)
képletet. Az Osszes lehetséges esetek szama 8. A kedvezo esetek Osszeszamlalasdval

Pin=0)=Pn=3)=1/8, Pn=2)=Phn=1)=3/8. O

2.2. példa: Egyszerii alternativanak nevezziik azt a véletlen kisérletet, amelynek két ki-
menetele van. Jeldljiik ezeket s-sel (s=siker) és k-val (k=kudarc), legyen s bekovetkezésének
valészintiisége p. Ismételjiikk meg a kisérletet n-szer. Mi az s-ek £ szamdnak eloszldsa?

Meg kell hatarozni, mi annak a valdszintisége, hogy pontosan m-szer kovetkezik be a siker
a kisérlet n-szeri ismétlése soran. Egy olyan véletlen sorozat, amely m szamu s-et tartalmaz
meghatédrozott helyen, példdul az elsé m helyen, p™(1 — p)" ™ val6sziniiséggel valésul meg.
Ugyanakkor az m szdmu s-nek és n —m darab k-nak n!/m!(n—m)! sorrendje van (lasd (1.4.4)-
et). Ennyiféleképpen vélaszthatjuk ki azt az m szdmi poziciét, ahova s keriil a tébbi k-val
szemben. fgy a keresett eloszlés:

P(=m)= (77:1,) p"(1l—p)~ " (0<m<n) (2.1.1.)

Ezt az eloszlast (n-ed rendii) binomidlis eloszldsnak hivjdk, és p neve sikervalésziniiség.
O

Ha p = 1/2, akkor a binomiélis eloszlds szimmetrikus: a P(§ = m) és P(§ = n — m)
valészintiségek megegyeznek. Ha a sikervalésziniiség 1/2-t6l kiilonbozik, akkor nincsen szim-
metria, az eloszlas csicsa eltolodik.

2.3. példa: Egy érmével egymas utan dobunk mindaddig, amig fejet nem kapunk. A sziikséges
dobasok szama a £ valésziniliségi valtozo értéke. Mi & eloszlasa?

Tanulsagos pontosan megfogalmazni, hogy ebben a feladatban mi az eseménytér. () az Gsszes
olyan végtelen sorozatok halmaza, amelyek tagjai F'(=fej) vagy I(=irds). Ha

w= (wy,ws,...),

akkor £ értéke ezen az w elemi eseményen k, ha wy, = F, de az (wy,ws, ...,w, 1) véges sorozat
nem tartalmaz F-et. (A & valészintliségi valtozét az F-re valé varakozas idejének is szokds
nevezni.) Nekiink a P(§ = k) valdsziniiséget kell meghataroznunk. Ez

13(§=k)=2—1,c (k>1).

Megjegyezziik, hogy ha az érmedobds helyett az egyszerli alternativat ismételjiik p siker-
valészintiséggel, akkor a sikerre valé varakozas valdszintiség eloszlasa

0 ha k =0,
Ple=k) = {qklp s (2.1.2)

A (2.1.2) képlettel adott eloszlast geometriai eloszldsnak nevezziik.
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2.2. Eloszlasfuggvény és struségfiggvény

Legyen 7 : 2 — IR egy valds értékeket felvevd valdszintiségi valtozo. Az n valdszintliségi valtozd
F, eloszlas fiiggvényét a

Fy(z) = P({w e Q:n(w) < z}) (2.2.1)

képlet értelmezi. Tehat annak a valdsziniliségét adja meg, hogy n < x. Ha x < z, akkor
{w : n(w) < x} teljesiilése maga utdn vonja a {w : n(w) < z} teljesiilését, igy F,(z) < F,(2),
és megallapithatjuk, hogy az eloszlasfiiggvény monoton novekedo. Barmilyen n valdsziniiségi
véltozé F;, eloszlasfiiggvénye rendelkezik a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

e F, monoton novekedd,
o lim, , o F,(z) =0,

o lim, ., F(z) =1,

e F, balrdl folytonos.

Ugyanakkor, ha egy fliggvény a fenti tulajdonsdgokkal rendelkezik, akkor alkalmas valdsziniiségi
valtozé eloszlasfiiggvénye lehet.

Mivel tetszéleges 1 valdszintiségi valtozora
{w:inw)<c+d}={w:nw) <c}+{w:c<nw) <c+d},

a valészintiség additivitdsa alapjan megallapithatjuk, hogy

Plc<n<ec+d)=F,(c+d)— F,c) (2.2.2)

Az olyan val6sziniiségi valtozét, amely az [a,b] intervallum részintervallumaiban az illeté
részintervallum hosszaval ardnyos eséllyel veszi fel értékeit, az [a, b]-ben egyenletes eloszldsi
nak nevezziik. Az [a, b]-ben egyenletes eloszlds eloszlasfiiggvénye

0 haz <a,
F(z) = i:z haa<xz<b, (2.2.3)
1 hab<zx.

2.4. példa: Legyen a & valdsziniiségi valtozé egyenletes eloszldsi a [—1,1] intervallumban.
Irjuk fel €2 eloszlasfiiggvényét!

£ a [0,1]-bdl veszi fel értékeit, igy az eloszlasfiiggvény Fez(z) értéke 0 negativ z-ekre, és
Fe(x) =1, ha  1-nél nagyobb. Ha 0 < z < 1, akkor (2.2.3) alapjan

Fo(z) = P(€<z)=P(—/1<{<7)
= P <V7)- P <—Vz)=F(V1) - F(—V7)
Vi+l —Jr+1
R R

Tehat

0 ha z <0,
Fop=< /x haO0<z<1. O
1 hal<z
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2.5. példa: Az a és b allandok milyen értékére lesz
F(z):= aarctg(z) + b (x € R)

egy valdszinliségi valtozé eloszlasfiiggvénye?

Mivel
lim F(:c):—%—kb, limF(a;)zﬂ—Fb,
T——00 2 T—00 2
a és b értéke az ar ar
—7 +b=0, 7 +b=1
egyenletrendszerbdl adédik. Tehdt a = 1/m és b = 1/2. F nyilvanval6an monoton novekedd és
balrél folytonos. O

Amennyiben a & valdsziniiségi valtozé F' eloszlasfiiggvényének F' = f derivaltfiiggvénye
létezik, ugy azt & striségfiiggvényének nevezziik. Az eloszlas- és stirliségfiiggvények kozott
igy az

F'(z) = f(x), Fu):/flﬂﬂdt (2.2.4)

osszefiiggések dllnak fenn. Egy stiriségfiiggvényt az

@) >0, /_oo Ft) dt =1 (2.2.5)

tulajdonsagok jellemeznek.

2.6. példa: Egy valészinliségi valtozé striségfiiggvénye

0 haz <0
= - 2.2.
f(@) { Xe ™ haz > 0. (2.2.6)

Mi az eloszlasfiiggvénye?

A (2.2.4) képlet alapjan integréldssal

0 ha z <0,

PO =1 en haaso 227)

O

A (2.2.6) stirliségfliggvényti és (2.2.7) eloszldsfiiggvényi valsziniiségeloszlist exponencialis
eloszlasnak nevezziik.

2.3. A varhatod érték és a szoras

A véletlen kisérletet sorozatosan végrehajtva egy véletlen mennyiség értékeinek szdamtani
atlaga konvergdl egy szdmhoz, amit a véletlen mennyiség (azaz valésziniiségi valtozd) varhaté
értékének neveziink. A varhato érték tehat atlagérték, és elofordulhat, hogy a valdsziniiségi
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valtozd sohasem veszi fel magat ezt az értéket. A & : @ — IR valdszinliségi valtozo varhato

értéke
= &w)P{w}) (2.3.1)
we
abban az esetben, ha az eseménytér véges sok elembdl all. Mivel M () a valészintiségekkel
silyozott atlagérték, mindig & legnagyobb és legkisebb értéke kozé esik. A & diszkrét
valdszintiségi valtozo varhaté értékét az

= PE=ap) (2.3.2)

képlet adja meg, ha £ az xy értéket veszi fel. Ha az (2 eseménytér véges halmaz, akkor a varhaté
érték a kovetkezo alakban is irhato:

Zg PH{w}). (2.3.3)

Itt kiilonosen jol latszik, hogy a varhaté érték a valdszinliségi valtozd értékeinek a
valészintiségekkel silyozott dtlaga. Az M () jel6lés helyett néha E(&)-t is irunk.

A varhaté érték a sztochasztikus mennyiség lehetséges értékeinek egyfajta kozepe. Hasonlo
jelentése van a medidnnak. A medidn az a szam, amelynél nagyobb és kisebb értéket 50-50%
valosziniiséggel vesz fel a valtoz6. Ha a siirliségfiiggvény nem szimmetrikus, akkor a medidn
eltérhet a varhaté értéktol.

Amennyiben a folytonos ¢ valdsziniiségi valtozonak van f siirtiségfiiggvénye, akkor

M) = /00 z f(z)dx. (2.3.4)

—0oQ

Ha (2.3.2)-ben az Osszeg, vagy (2.3.4)-ban az integral nem konvergens, akkor virhaté értékrol
nem beszélhetiink. Ha a (2.3.2) sor végtelen, akkor a varhaté érték létezéséhez a sornak abszolit
konvergensnek kell lennie, hiszen az 0sszeg értéke nem fligghet az Osszeadas sorrendjétol.

2.7. példa: Egy dobodkocka két oldalat pirosra, a tobbit kékre festjiikk. Legyen & az elsé piros
eléforduldsaig a dobasok szama, ismételt kockadobas esetén. Mi & varhaté értéke?

Lényegében egyszerli alternativardl van szd, a piros kimenet 1/3 sikervalésziniiségével. A
2.3. példa szerint £ geometriai eloszldsi, eloszlasat a (2.1.2) képlet adja. A feladat tehdt a geo-
metriai eloszlds varhat6 értékének kiszamitdsa. (Ehhez hasznélni kell a sorok differencidlasardl
tanultakat is a végtelen geometriai sor Osszegét.)

Lok 1y — & ko k
kz:; ¢ p ;dqqp dq;qp
d pq P 1

Az eredményt érdemes megjegyezni: p sikervalésziniiség mellett a geometriai eloszlas varhaté
értéke 1/p. O
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2.8. példa: Egy nagy mennyiségben gyartott elektroncsé oraban kifejezett élettartama olyan
valészintiségi valtozonak tekinthetd, amelynek siirtiségfiiggvénye

a’re” (z € R"), ahol a ismeretlen paraméter. (2.3.5)

Mennyi az elekroncsovek atlagos élettartama? Mi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien
valasztott csO élettartama > m?

Az 4tlagos élettartam, azaz a (2.3.5)-ben adott valdszintiségi valtozé varhaté értéke a (2.3.4)
képletbol adodik, kétszeres parcialis integraldssal:

E:/ o?r?e ™ dr = 2/a.
0

A masik kérdésre az o
/ o’ze ““dr = (1 +ma)e *™

m

integral a vélasz. a

A varhaté érték alapveto tulajdonsaga a linearitds:

M6+ &) = M(&) + M(&) és M(af) = aM(§) (2.3.6)

ha &, & és & valdsziniiségi valtozok és a valds szam. A varhato értéknek ezt a tulajdonsagat
nem bizonyitjuk, de az az egyszerli eset, amikor az eseménytér véges, kiolvashaté a (2.3.3)
képletbdl.

2.9. példa: Fiiggetleniil ismételt kockadobdsban legyen & az ahhoz sziikséges dobdsszam, hogy
mind a hat kimenetel legalabb egyszer eloforduljon. Mi & varhaté értéke?

A € valészinuségi valtozé egyfajta varakozasi id6. Egy csepp furfanggal ¢ hat valdszintiségi
véltozé Gsszegeként foghato fel. & az els6 szamra vald varakozas ideje. (& trividlis, azonosan
egy.) & a masodik szdmra val6 viarakozas ideje, attél szdmitva, hogy megvan az elsé szam, és
igy tovabb, egészen &g-ig, ami az utolso hidnyzé kimenetre valé varakozasi ido, az 5. fajta szam
megjelenése utan. A jobb érthetoség érdekében nézziik meg, hogy az egyes £-k milyen értékeket
vesznek fel egy konkrét kisérletben az

w=(3,31,3,24,21,5223,6,1,4,2,5,3,...)
elemi eseményen: &(w) =2, &(w) =2, L(w) =1, &(w) =3 és &(w) = 4.

§ = LG+ +86+...+&
M(§) = M(&)+ M(&)+ M(&) + ...+ M(&)

A 23. és 2.7. példdkbdl tudjuk, hogy &;-k geometriai eloszlasuak, kiilonféle siker-
valészintiséggekkel. A &;-hez tartozé sikervalGsziniiség (7 — 4)/6. Val6ban, amikor példdul a 4.
kimenetre varunk, akkor a méar megdobott hadrom kimenet kedvezétlen, és 3/6 a valésziniisége
annak, hogy olyat dobunk, ami még nem volt. A 2.7. példaban lattuk, hogy

6
7T—14’

M(ﬁz) =

és a keresett varhato érték ezek Osszege 1 <1 < 6 esetére, tehat %. O
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A & valészintliségi valtozo eloszldsanak ismeretében & tetszoleges g fiiggvényének varhato
értékét igy szamolhatjuk:

Aﬂﬂ@)zjfg@»amdm 237)

o0

ahol fe a & valészinliségi véltozo striiségfiiggvénye. A g(z) = z* vdlasztds a valdsziniiségi
valtozo k-adik momentumat adja. Nevezetesen, az els6 momentum maganak £-nek a varhato
értéke, és a masodik momentum &? vérhaté értéke. Minél tobb momentumdt ismerjiik egy
valészintiségeloszldsnak, anndl pontosabb a képiink réla. Az Osszes momentuma — alkalmas
feltételek mellett — egyértelmiien meghatarozza az eloszlast.

2.10. példa: Legyen ¢ exponencidlis eloszlasti valdsziniiségi valtozd. A ¢ pozitiv valds pa-
raméterre szamoljuk ki exp(t§) varhaté értékét és £ els6 hdrom momentumat!
A (2.3.7) képletre van sziikségiink:

M (exp(tf)) = /000 exp(tz)\exp(—Az) dx

Az integrél csak t < X esetén véges. Ekkor
A
M (exp(t€)) = P

At — M(exp(t€)) fliggvényt (nemcsak exponencidlis eloszldsi valésziniiségi valtozdok esetén)
¢ momentumgenerald fiiggvényének is nevezik, mert beléle £ momentumai ¢ = 0 helyen
vett ismételt differencidlassal kaphaték meg. Valdban,

k o) o0
e exp(tz) fe(x) do = / 2" fe(z) dx (2.3.8)
t = 0-ban. Példaul:
d A d? A
—— =\ —1t)? — =2\ =13
dt—t ( )™ di2 X —t ( )
Tehat: mq = A1, mo = 2\72 és 4ltaldban my, = k!N 7%, O

A momentumgenerdlé fiiggvény meghatarozza az eloszldst, vagyis ha két valdszintliségi
valtozonak ugyanaz a momentumgeneral6 fiiggvénye, akkor azonos eloszlasiak.

A szérés egy valosziniiségi valtozé ingadozasanak leggyakrabban hasznalt mértéke. A széras
négyzete (vagy a valészintiségi valtoz6 varianciija) a valdszintliségi valtozé varhaté értéktol
valo eltérése négyzetének varhato értéke:

D*(€) i= 0" = M((€ — M(9))*) (2.3.9)

A kis széras azt jelenti, hogy a valdsziniliségi valtozé nagy valdszintliséggel a varhato értéke
kozelében veszi fel az értékeit. A szérasnégyzetet altaldban elonyosebb a fenti definicié he-
lyett a kovetkezo képlettel szamolni, amely a varhaté érték tulajdonsidgainak felhasznalasaval
egyszeriien megkaphaté:

o? = M(£*) — M(¢)? (2.3.10)

Tehat a szérds az elsé két momentummal fejezhetd ki.
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2.11. példa: Legyen ¢ egyenletes eloszldsi valészintiségi véaltozé a [0,1] intervallumban.
Szamitsuk ki & szorasat!

¢ els6 és mésodik momentumét szdmoljuk ki:

1 1
1 1
/:v-ldxz—, /xQ-ldx:—.

(2.3.10) szerint a széras négyzete 1/3 —1/4 =1/12, és o = 0.289. 0

2.12. példa: Szamitsuk ki a A paraméteri exponencidlis eloszldsi valdszinliségi valtozéd
szorasat!

A 2.10. példa tartalmazza a momentumokat, igy o = A~L. O

2.13. példa: A kinetikus gazelmélet szerint a gazrészecskék sebessége olyan nemnegativ
értéket felvevod valdszintliségi valtozo, amelynek striiségfiggvénye

4
ad\/m

(2.3.11) az tdgynevezett Maxwell-féle sebességeloszlés, ahol o = /2kT/m, m a részecske
tomege, T a hémérséklet és £ a Boltzmann-dlland6. Szamitsuk ki a részecskék atlagos se-
bességét!

vl vt (v >0). (2.3.11)

A varhaté érték definicidja szerint a

/°° 4 3 2/
vie VY du
o VT

integralt kell kiszamolni, amit parcidlis integrélassal tesziink. A v3 faktort szétvalasztjuk v - v?
alakban, hogy a —v?/a? kitevd derivéltja megjelenjen:

x4 -2 * -2
_w2/n2 Vv o _,2/.2
3 vle VY dy = — U2—26 vi/e® gy
0 a3\ a/m Jo e

Erdemes megjegyezni, hogy ebben a példiban a masodik momentumnak nem csak
valészintiségelméleti jelentése van. m-mel szorozva a masodik momentumot a részecske ki-
netikus energidjanak atlagértékét kapjuk. O

2.4. A Csebisev-egyenlotlenség

Egy iizemben acélgolydkat gyartanak d atlagos atmérével. Azok a golydk, amelyek atmérdje
d-t6l 0.01 mm-rel jobban eltér nem megfelelok. Ha ismerjiik az 4tmérdk pontos eloszlasat,
akkor valaszt tudunk adni arra a kérdésre, hogy legfeljebb mekkora a valésziniisége annak,
hogy egy goly6 nem megfelels (azaz gyéartdsi selejt). A Csebisev-egyenlStlenség ilyen jellegii
kérdések megvalaszoldsdra haszndlhatd. A kérdéses valészintiségre felsd korldtot szab a szérds
ismeretében, anélkiil, hogy azy eloszlds tipusdt, ill. az eloszlés fliggvényt ismernénk.
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2.1. tétel: (Csebisev-egyenlStlenség) Legyen & valdsziniiségi vdltozé m vdrhato értékkel és
o szordssal. Ekkor

02

P(‘f‘”ﬂ?ﬂﬁt—

minden pozitiv t szdmra.

Bizonyitds: A bizonyitast csak arra az esetre nézziik, amikor m = 0 és & diszkrét, vagyis
P(§ = i) = py. Ekkor

P(lE—=ml>t)=>

kel

ahol az Osszegzés azokra a k-kra tOrténik, amelyekre |zx| > t. (Legyen ezek halmaza I,.)

Nyilvan
|| ||
Sy Bl i,
k

kel kel

mivel az els§ esetben az egyes tagokat ndveltiik, a méasodikban pedig tjabb (pozitiv) tagokat
vettiink az Osszeghez. Az egyenlétlenséglanc utolsé kifejezése éppen o?/t?, mert m = 0. 0

2.5. Fuggetlenség

A £ és n valdszintiségi valtozok fiiggetlensége azt jelenti, hogy barmely & segiségével megadott
esemény fiiggetlen barmely n-val megadott eseménytol. Ha A, B C IR tetszOleges halmazok,
akkor az {w : £(w) € A} esemény fiiggetlen az {w : n(w) € B} eseménytél, képletben

PeAneB)=P(EeA)P(neB). (2.5.1)

Ebbél a meghatdrozasb6l nyomban adddik, hogy ha & és n fiiggetlenek, akkor g(&) és h(n) is
fliggetlenek akdrmilyen g és h fiiggvényekre.

2.2. tétel: Ha a & és n valdsziniiségi valtozok figgetlenek, akkor

M(&n) = M(E)M ().

Bizonyitds: A bizonyitast csak abban az esetben targyaljuk, amikor £ és n diszkrétek. Jeloljiik
zi-vel &, yj-vel n és z-val {n lehetséges értékeit. Ekkor

M) = Zfﬂip(f = ;)
M(n) = Z y;iP(n=y;)
M(&n) = Z 2 P(én = 2)
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&N a z értéket gy veheti fel, ha 2z, = z;y;, ami esetleg tobbféleképpen is megvaldsulhat, de
mindig igaz, hogy

P(fn:zk) = Z P(f:%ﬂ?:%)

TiYj =2k
= ) PlE=m)Phn=y).
TiYj =2k
Ezt figyelembe véve ad6dik, hogy M (€)-t és M (n)-t Osszeszorozva M (&n)-t kapjuk. 0

2.3. tétel: Ha a & és n wvaldsziniségi vdltozok fuggetlenek, akkor

0% +m) = o*(€) + o*(n)

Bizonyitds: A (2.3.10) képletbdl indulunk ki, amely azt adja, hogy

o’(E+m) = M((&+28n+n") — (M(E) +2M ()M (n) + M(n*)
(M(&) = M(€)*) + (M(n*) — M(n)?)
+2(M(&n) — M(§)M(n)) ,

ahol az utolsé tag zérus a fiiggetlenség miatt. O

2.14. példa: Egy dohanyos minden nap p valésziniiséggel sziv el 10 és 1 — p valészintiséggel 11
cigarettdt. Mennyi az 1 hénap (= 30) nap alatt elszivott cigarettdk szamanak varhat6 értéke
és szérasa?

Jelolje a &, valdsziniiségi valtozd az n-edik napon szivott cigarettdk szamat. Feltételezziik,
hogy ezek a valdsziniiségi valtozok teljesen fiiggetlenek. Kiszamitandd

E(io}sn) - i_OjE(gn) és ﬁ(i_ojsn) - i_oja?(fn)-

Mivel barmilyen n-re F(&,) = 10p+11(1—p) = 11—p és 0*(&,) = 10°p+112(1—p) — (11 —p)* =
p(1 — p) a keresett varhat6 érték 30(11 — p) és a keresett szérds /30p(1 — p). 0

2.4. tétel: Ha a & és n valdsziniségi vdltozdk figgetlenek és momentumgenerdld fuggvényik me
€s my, akkor £ + 1 momentumgenerdls fiiggvénye memy,.

Bizonyitds: A momentumgenerils fliiggvény definicidja szerint az

me1q(t) = M(expt(& +n)) = M(exp(t&) exp(tn))

véarhato értéket kell kiszdmolni. Mivel exp(t€) és exp(tn) fiiggetlen valészintiségi valtozok, a 2.2. Tétel
alkalmazhatd, és

M (exp(t€) exp(tn)) = M (exp(t€)) M (exp(tn)) -

Ez a tétel bizonyitdsat teljessé teszi. O
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2.6. A nagy szamok torvénye

A nagy szdmok torvényére a hétkoznapi életben is gyakran hivatkozunk. A térvény (azaz
a tétel) azt fejezi ki, hogy fiiggetleniil ismételt kisérletsorozat esetén a mérési eredmények
atlagértéke a varhato értéket kozeliti, elvileg tetszoleges pontossaggal. Példaul a kockadobasra
vonatkoztatva a nagy szdmok torvénye azt mondja, hogy atlagosan a dobasok egy hatoda 5-0s.
(Arrél nem szdl a torvény, hogy legaldbb hényat kell dobni ahhoz, hogy 5-6st kapjunk.)

2.5. tétel: Legyen &1, &, ... &, azonos eloszldsi, m vdrhato értéki, o szordsi, és teljesen fiigget-
len valdszindiségi vdltozok sorozata, és legyen n, = (&1 +&+...+&,)/n az elsé n vdltozd dtlaga.
Ekkor

lim P(|n, —m| <r)=1
n—oo
barmilyen r > 0 szamra.
Bizonyitas: Azt fogjuk beldtni, hogy limy, o P(|7, —m| > ) = 0, ami ekvivalens magéaval

a tétellel. A varhato érték tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy 7, varhato értéke is m, legyen
szorasa o,. A Csebisev-egyenlotlenséget hasznéljuk:

| Sqw

P, —m =)< %
Mivel &1, &, . .. &, szérdsa o, ezért a 2.3. tétel szerint o2 = 0% /n, ami r2-tel osztva is 0-hoz tart,

ha n tart a végtelenhez. a

A fenti tételt a nagy szamok gyenge torvényének is szokas nevezni, de itt mas valtozatokkal
nem foglalkozunk. Megjegyezziik azonban, hogy a P(|n, —m/| > r) valdszintiségek 0-hoz tartdsa
sokkal gyorsabb, mint ahogyan az a bizonyitdsbdl latszik. Ott 1/n gyorsasigu konvergencia
szerepelt, de valgjaban exponencidlisan tartanak a P(|n, —m| > r) valésziniiségek a 0-hoz. Ez
azt jelenti, hogy vannak olyan C, > 0 és 0 < D, < 1 allanddk, hogy

P(ln, —m| >r) < C,D;.

Minnél nagyob az r, anndl gyorsabb az exponencidlis konvergencia, tehat nagyobb r-re D,
kisebb. (Ez a tartalma az in. nagyeltérés-tételeknek.)

Gyakorlatok

2.1. gyakorlat: N ember vérvizsgilata a kovetkezd két mdédon szervezhets: (a) Minden egyes
embert6l szdrmazé vérmintét kiilon-kiilon megvizsgalnak, és igy N prébdara van sziikség. (b) &
darab mintat osszeontenek, és azokat egyszerre vizsgdljak meg. Ha a préba negativ, akkor ez az
egyetlen proba elegendé a k személy vérvizsgalatahoz. Amennyiben a préba pozitiv, mind a &
személy vérmintajat ujabb probanak vetik ald. Ebben az esetben tehat k + 1 proba sziikséges.

Tételezziik fel, hogy az egyes személyek vizsgalati eredményei statisztikailag egymastol fiigget-
lenek, és annak a valészintlisége, hogy barmely ember vérmintdja pozitiv eredményt ad ugyanaz
a p szam. Legyen n az a valdsziniiségi valtozd, amely megadja az N ember vizsgalatahoz
sziikséges probak szamat a (b) szerinti szervezésben. Mi n varhaté értéke?



24 2.6 A NAGY SZAMOK TORVENYE

2.2. gyakorlat:M Legyen ¢ valészintiségi valtozé és a,b valés szamok. Fejezziik ki a& + b
variancidjat £ variancidja segitségével!

2.3. gyakorlat: Mi a valésziniisége annak, hogy az 2% + £x + n = 0 egyenlet gyokei valdsak,
ha & és n fiiggetlenek és [-1, 1]-ben egyenletes eloszlasiak?

2.4. gyakorlat: Egy érmével dobunk. Ha az eredmény fej, akkor még kétszer dobunk, ha irds,
akkor még egyszer. Mennyi az Osszes fejdobdsok szdmanak varhaté értéke?

2.5. gyakorlat: M Ermével addig dobunk, amig el6szor fordul el6 két egymds utdni azonos
dobds. Mennyi a sziikséges dobdsok szdmdnak varhaté értéke?

2.6. gyakorlat: M Legyen £ egy )\ paraméterti exponencislis eloszlasi valészinfiségi valtozo.
Hatdrozzuk meg 2¢ + 3 stirtiségfiiggvényét!

2.7. gyakorlat: M Legyen & és 1 két olyan valdszinfiségi valtozé, hogy (£,n) az (1,0), (0,1),
(—1,0),(0,—1) értékeket egyenlé valdszintiséggekkel veszi fel. Dontsiik el, hogy fiiggetlen-e &
és n!

2.8. gyakorlat: Egy vegyipari termék pH-ja olyan valdsziniiségi valtozonak tekinthetd, amely-
nek striségfliggvénye

—25(x —4.2) had <z <42,
0 kiilonben.
Mi a valészintiisége, hogy a pH 3.90 és 4.05 kozé esik?

25(x —3.8) ha38 <z <(4,
-]

2.9. gyakorlat:M A ¢ val6sziniiségi valtozé egyenletes eloszlasti a [—27, 27| intervallumban.
Szdmitsa ki a 4€ + 1, €2, €f, sin & valdszintiségi valtozdk varhatd értékét!

2.10. gyakorlat: M Egy ékszij (években kifejezett) élettartama olyan valdészintiségi valtozd,
amelynek stiriségfiiggvénye
3¢3® haz >0,
) =
/(@) { 0 ha z < 0.

Mi a valészintiisége, hogy egy ékszij legalabb 4 évig hasznalhat6?

2.11. gyakorlat: M Szabilyos érmével 16-szor dobunk. A Csebisev-egyenlétlenség segitségé-
vel becsiilje meg annak a valészintiségét, hogy a fejek szama 2 és 14 kozé esik, a hatarokat is
megengedve! Szamolja ki a valésziniiség pontos értékét is!

2.12. gyakorlat: Egy szakaszt véletlenszeriien két részre osztunk. Szamolja ki a kisebbik rész
hosszdnak eloszlasfiiggvényét és varhato értékét!

2.13. gyakorlat: A (0,0) és (2,0) pontokat Gsszekot6 szakaszon véletlenszeriien valasztunk egy
pontot. Mi a vélasztott pont (1,1) ponttdl valé tavolsdganak siiriiségfiiggvénye?

2.14. gyakorlat: Legyen ¢ eloszldsa n-ed rendii binomidlis eloszlds. Szdmitsa ki & varhaté
értékét (a) a varhaté érték definicidja alapjan, (b) annak felhasznalasaval, hogy & n fiiggetlen
egyszerl alternativa Osszegére bonthatd!



25

2.15. gyakorlat: Szamitsa ki az n-ed rendli binomialis eloszlas szorasat!

2.16. gyakorlat: M 400 kg megolvasztott iivegben, amelybél 1 kg-os palackok késziilnek, 100
db, hibat okoz6 szilard részecske van. Mi a valdsziniisége, hogy egy palackba legalabb két, hibat
okoz6 részecske keriil?

2.17. gyakorlat: M Egy 6tvozet magnézium tartalma olyan valésziniiségi valtozé, amelynek
struségfiiggvénye
L ha0<z<6
=418 =
/(@) {o kiilsnben
Az 6tvozet gyartdsdval elérhetd haszon a k(§) = 10 + 2¢ fiiggvénnyel irhaté le. Adja meg a k
fliggvény valdszintliség eloszlasat! Mi lesz a haszon varhaté értéke?

2.18. gyakorlat:M A ¢ valdszinfiségi valtozé sfirfiségfiiggvénye:

[ 28722 ®/F" ha x>0,
Je(x) {0 ha z < 0.

Mi & eloszlastiiggvénye?

2.19. gyakorlat: ™M ¢ és 7 fiiggetlen valészintiségi valtozok, mindkettd variancidja 3. Szamitsa
ki 26 — 3n + 1 szorasat!

2.20. gyakorlat: Egy szérakozott titkdrn6 legépel n levelet és megcimezi hozzdjuk az n
boritékot. Ezutan véletlenszertien helyezi a leveleket boritékba (minden boritékba csak egyet).
Mi a varhaté értéke a korrektiil boritékolt levelek szdmanak?

2.21. gyakorlat: M Addig ismételjiik az érmedobést, amig pontosan k-szor jelenik meg a fej.
Mi a dobasok szdmanak varhaté értéke?

2.22. gyakorlat: M Szdmitégépiink véletlenszam-generatora a [0, 1] intervallumban egyenletes
eloszlassal hozza létre a £ véletlen szamot. Nekiink egy olyan 7 véletlen szamra van sziikségiink,
amelynek stiriségfiiggvénye
f(y)_{%yQ ha0<y <2,
0 egyébként.

Milyen r fliggvényt kell haszndlnunk ahhoz, hogy n-t 7(§) alakban kaphassuk meg?

2.23. gyakorlat: M Az exponencialis eloszlasii & val6szinfiségi valtozé 1/2 valdszintiséggel vesz
fel 3-nél nagyobb értéket. (a) Mi & varhaté értéke? (b) Mi a valészintisége, hogy £ 1-nél kisebb
értéket vesz fel?

2.24. gyakorlat: M A ¢ valdszintiségi valtozo egyenletes eloszldsti a [—1, 1] intervallumban. Mi
a valészintiisége, hogy els6 tizedesjegye 4-es?

2.25. gyakorlat: Szabdlyos dobdkockaval addig dobunk, amig mésodszor kapunk paratlan
szamot. Mennyi a sziikséges dobdsok szamanak varhato értéke?
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Harmadik fejezet

Nevezetes valosziniliségi valtozdk

Valamely valésziniiségi valtozéhoz kapcsolédé kérdésekre akkor tudunk pontos valaszt adni, ha
a valtozé eloszldsa ismert, vagy megkozelitéleg ismert. Ebben a fejezetben a leggyakrabban
el6fordulé valészintiségeloszlasokat tekintjiik at. Megjegyezziik, hogy a matematikai statisztika
irodalma joval tobb valészintiségeloszlast tart nyilvan. Természetesen minden eloszlas nem
adhaté meg, de elegendden sok eloszlds ismeretében jo kozelitések kaphaték szinte minden
eloszlasra, illetve van olyan eloszlds (a gamma eloszlds), amelynek paramétereit alkalmasan
megvalasztva a legtobb eloszlds jol kozelitheto.

3.1. A Poisson-eloszlas

A Poisson-eloszlas egyike a mérndki gyakorlatban és az informatikdban leggyakrabban meg-
jelend valdszintliség-eloszldsoknak. Ennek ellenére az el6z6 fejezetben targyalt eloszldsokhoz
képest csak joval Osszetettebb matematikai modellekben mutathaté be. Legegyszeriibben a
binomialis eloszlasbél kiindulva juthatunk el a Poisson-eloszlashoz.

Bizonyos mennyiségii nyersanyagbdl m szamu terméket készitenek. Az Gsszes nyersanyag-
ban n szadmu szennyezodésszemcse van. Mi a valdszintisége, hogy egy termékbe pontosan
k szemcse keriil? (Ez a kérdés példaul akkor vélhat lényegessé, amikor bizonyos sziami
szennyezOdésszemcsét tartalmazé termék selejtnek tekintendd.) Leegyszertsitve igy fogalmaz-
hatunk: n szdmu szemcsét kell elhelyezni m dobozban. Mi a valdsziniisége, hogy egy dobozba
k szamu szemcse jut? Annak a valészintisége, hogy egy adott szemcse egy adott dobozba keriil
p=1/m. Igy a binomidlis eloszlas képletét haszndlva

<Z> PP —p) "

annak a valészintisége, hogy k szemcse jut egy dobozba. Ez a valésziniiség egy hosszabb gyartasi
periodusban érdekes, amikor m nagyon nagy, de az egy termékre juté szennyezddésszemcsék
n/m szdma nem valtozik. Legyen A = n/m. A

i (1) ) (-2

hatdrérték kiszamitdsdhoz kiirjuk a binomidlis egyutthatét:

n(n—1)(n—273k...(n—k+1)2’:<1_)\>n(1_i)—k

27
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Itt az elsd tort és az utolsé tényezd egyhez tart, a kozépsd (n-tdl fiiggd) tényezd pedig e *-hoz
egy nevezetes hatarértéktétel szerint. Tehdt:

n n— L
<k>p’“(1—p) Fo e (3.1.1)
A paraméterii Poisson-eloszlasnak nevezziik a
/\k
PE=k)= Fe_)‘, aholk = 0,1,...nésA > 0 (3.1.2)

valészintiségeloszlast. Kiszamolhatd, hogy A az eloszlds varhaté értéke.
Amit igy kaptunk, az a Poisson-féle hatarértéktétel:
3.1. tétel: (Poisson-féle hatarértéktétel) A p sikervaldszindiségii binomidlis eloszlds

Poisson-eloszldshoz tart, ha az alternativa ismétlésének n szdma tart a végtelenhez és az np
varhato érték ekozben dllando marad.

Maéas széval, ha n nagy p-hez képest, akkor a binomidlis eloszlds Poisson-eloszlassal
kozelithetd.

A Poisson-eloszldsra vonatkozé tobb kérdésre a generdtorfiiggvény mddszere hatékonyan
haszndlhaté. Ha egy diszkrét valésziniiségi valtozé csak pozitiv egész értékeket vesz fel, akkor ge-
neritorfiiggvénye

G(z) =) P(¢ =n)z" (3.1.3)

hatvinysorral adott, feltételezve, hogy a G 0Osszegfiiggvény létezik. A Poisson-eloszlds ge-

neritorfiiggvénye
G(z) = D (3.1.4)

minden z € IR esetén értelmezve van.

3.1. példa: Haszndljuk a generdtorfiiggvényt a Poisson-eloszlds varhaté értékének és
szérasnégyzetének kiszadmitasaral

(3.1.3)-b4l differencidldssal, és z = 1 helyettesitéssel kapjuk, hogy

G'(1) = iP(g =n)n= M(§), (3.1.5)
és ismételt differencislassal -
G"(1) = f: P& =n)n(n—1) = M(£%) - M(¢).
Ebbsl -
o(6)? = G"(1) + G'(1) — (G'(1))°. (3.1.6)

Most alkalmazzuk a (3.1.5) és (3.1.6) altaldnos képleteket a Poisson-eloszldsra:

GI(Z) _ ABA(Z_I), G”(Z) _ )\26/\(z—1)'
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A ) szam a Poisson-eloszlas varhaté értéke és egyben szérasnégyzete.

A kovetkez6, a gyakorlatban nagy jelentdségii tétel bizonyitdsa ismét a generdtorfiieggvény—
modszeren alapul. Azt fogjuk felhaszndlni, hogy fiiggetlen, egész értékeket felvevé valdsziniiségi
valtozdk Osszegének generidtorfliiggvénye az osszeadanddk generatorfiggvényének a szorzata.

3.2. tétel: Ha & és &y A\ ill. Ny paraméterid Poisson-eloszldsu fiiggetlen valdsziniiséqgi valtozok,
akkor & + & ugyancsak Poisson-eloszldsi, és paramétere A\ + Ag.

Bizonyitds: & generatorfiiggvénye
Gi(z) =MD (i=1,2)
(3.1.4) szerint. &; + &, generdtorfiiggvénye G = G - G4, azaz

G(z) = 6)\1(2—1)6)\2(z—1) _ e()\1+)\2)(z_1) .

Ez pedig éppen egy A1 + A9 paraméterii Poisson-eloszlis generatorfiggvénye. ad

3.2. Az exponencialis és a gamma-eloszlas

Az exponencialis eloszlds mar az el6z6 fejezetben is felbukkant, siiriiségfiiggvénye \exp(—Az),
ahol \ pozitiv paraméter. Az exponencidlis eloszlds varhatd értéke )\ 1.

A tipikus exponencialis eloszlasu valoszintiségi valtozo egy olyan véletlen idétartam, amely
ha egy x idOpontig nem ért véget, akkor ugy tekinthetd, mintha az egész folyamat csak az x
idépontban kezd6dott volna:

P <z+yll>2)=PE<y) (3.2.1)

Ez mindig teljesiil egy exponencidlis eloszlasu & valészintiségi valtozéra. Szavakkal ugy fe-
jezziik ki, hogy az exponencidlis eloszldsnak nincsen emlékezete. (3.2.1) bizonyitdsdhoz
a valészintiségeket ki kell fejezni az eloszlasfiggvény segitségével:
Ple<é<z+y) _ Felz+y) - Fe(o)
P& < > = =
Esorule=a) P> 8] - R
e~ AT _ o= A(zty)

= =1V =FR) = PE<y)

Bizonyithatd, hogy csak az exponencidlis eloszldsnak nincs emlékezete a striiségfiiggvénnyel
rendelkez6 folytonos eloszlasok kozott.

Az exponencidlis eloszlds befoglalhaté a gamma-eloszlasok csaladjaba. Legyen « és
B pozitiv paraméter. A gamma-eloszlas a gamma-fiiggvényrél kapta a nevét, mivel de-
finicigjaban a gamma fiiggvény szerepel. A gamma fiiggvényre vonatkozo legfontosabb ismere-
tek a fiiggelékben megtalalhatok.

Az a-drendii gamma-eloszlas stiriiségfiiggvénye

BT(a)

fz) =

L_go-le=2/B ha x>0,
(3.2.2)

0 kiilonben.
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Kiszdmolhatd, hogy a gamma-eloszlas varhaté értéke a3 és variancidja o8%2. Az o = 1 vélasztés
vezet az exponencidlis eloszlashoz. A gamma-eloszlds momentumgeneral6 fiiggvénye ¢t > (3
esetén van értelmezve és

m(t) = (1—-p0" (> B). (3.2.3)

3.3. tétel: Ha a &1,&s, ..., &, valosziniségi valtozok fiiggetlenek és & gamma-eloszldsi «; és B
paraméterrel (1 < i < n), akkor & +&+. .. +&, ugyancsak gamma-eloszldsi, oy +ao+ ...+
és 3 paraméterrel.

Bizonyitds: A momentumgenerdlé fliggvény moédszerét haszndljuk. (3.2.3) szerint ¢; momentum
general6 figgvénye

mi(t) = (1~ t)

€s a 2.4. tétel szerint & + ... + {n momentumgenerdld figgvénye
n
m(t) = HmZ(t) = (1 — 5t)—(a1+a2+...+an)
i=1

amibdl latszik, hogy egy gamma-eloszlashoz tartozik, és a paraméterek kiolvashatok. O

3.3. A normalis eloszlas

A ¢ valdszintiségi valtozét normdlis, avagy N(m,o)-eloszlasinak nevezziik, ha stiriiség-
fliggvénye

1 (z—m)?
e 2? (3.3.1)

flx) =

2o

alaki, ahol —oo < m < 0o és 0 > 0. Mivel f(m —z) = f(m+ ), az N(m, o) stirliségfiiggvény
szimmetrikus m-re, és m a varhato értéke. Parcidlis integréldssal szamolhaté ki, hogy N(m, o)
szorasa éppen o.

Ha m = 0 és o = 1, akkor standard normadlis eloszlasrél beszéliink. Ennek el-
oszlasfiiggvénye

d(z) = \/% /_x e P12 dt (3.3.2)

A ®(z) értékeket tabldzatbdl vehetjiik, mivel az integral nem adhaté meg kénnyen kezelhetd
képlettel. A tablazat csak pozitiv z-ekre tartalmazza ®(x)-et, negativ x értékekre a ®(—z) =
1 — ®(z) Osszefiiggést hasznéljuk. A tdblazatbdl lithatd, de fejben tartani is érdemes, hogy a
standard normélis eloszlds 99% valGszintiséggel —3 és 3 kozott veszi fel értékeit.

3.4. tétel: Ha a & valdszindiségi vdltozé N(m, o) eloszldsd, akkor

_&—m
o

n

standard normdlis eloszlasu. Nevezetesen

Pla<e<h=P(" M an< ) =P ) ()
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3.2. példa: Legyen a & valészintiségi valtozé N(3,2) eloszlasi. Mekkora legyen az A szidm
ahhoz, hogy a (2, A) intervallumba 1/2 valésziniiséggel essenek & értékei?

Ha F' a & valészintiségi véaltozo eloszlasfiiggvénye, akkor

PR<E<A) = F(4)-F(2)
- (5 -5~ (3 1ea)

A—
(5 = 320}
2 2 2
egyenlethez jutunk, amit ® tdbldzata segitségével oldunk meg: (A4 — 3)/2 = ®1(0.8085)
0.8725, amibol A = 4.745.

és a

mi

3.3. példa: Egy gyarté 1000 Ft-os egységaron arulja termékeit. Ha egy termék 80 g-nél kisebb,
akkor eladhatatlan, és teljes veszteséget jelent. A termékek tomege normalis eloszldst mutat
wy varhato értékkel és 10 g szorassal. Egy termék eléallitasi koltsége ¢ = bw + 30, ahol w a
termék silya. Milyen atlagos wq sily maximalizalja a profitot?

Annak a valdsziniisége, hogy egy termék eladhatatlan
w — 80)

pz@( 10

s (1 — p)1000 — (5w + 30) a bevétel, amelynek varhaté értéke a maximalizdlandé. A 970 —
1000p — 5wy varhato érték maximumat differencialassal hatarozzuk meg:

d 80 — 80
1000 0@(“’0 ):—100 @'(wo ):—5

dw 10 10
(Gsszetett fliggvényt kellett differencidlni). Az egyenlet két gyoke koziil wy = 109.6 ad csak
maximumot, a feladat természetébol adéddan. O

3.5. tétel: (Moivre—Laplace—tétel) Legyen &, 0,1,2,...,n értékeket felvevd valdsziniségi
valtozo, amelynek eloszlisa binomidlis p sikervalosziniséggel. Ekkor a

" /npg

valésziniségi valtozok eloszldsa a standard normdlis eloszlashoz tart, amikor n — oo.

A tételt a gyakorlatban a binomidlis eloszlas kozelitésére haszndljuk a kovetkez6 alakban:

Pla< & <b) ~ @(b\/_%é’) . @(%) (3.3.3)

Ez a kozelités akkor alkalmazhatd, ha np és ng 5-nél nagyobb.

3.4. példa: Egy hallgatonak 20 tesztkérdésre kell igennel vagy nemmel valaszolnia, és
p = 50 %-os valdsziniiséggel ad helyes vélaszt. Mi a valdsziniisége, hogy legaldbb 15 kérdésre
ad helyes valaszt?

np = ng = 10 > 5 , {gy alkalmazhatjuk a (3.3.3) kozelitést. P(15 < &) =1—0.989 = 1.1%
a meglepden alacsony esély. O
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3.6. tétel: Az N(m,o) normdlis eloszldsi valdszinidségi valtozé momentumgenerdld figgvénye

m(t) = exp(mt + o%t?/2). (3.3.4)

Bizonyitds: A momentumgenerals fiiggvény definicidja szerint az

1 o0 (z—m)?

m(t) = / e 2% dx

210 J -0

1 o
= / exp [(—o2/2)(z® — 2mz + m? — 20%tz)] dz.
210 J 0o

A kitevében teljes négyzetté vald kiegészités utan azt kapjuk, hogy

m(t) = gmitizo/2_ L /oo exp ( (- (m+ t02))2) dx.

210 J_oo 202

Az integrél értéke v/ 270, és igy a bizonyitandé képlethez jutottunk. O

3.7. tétel: Legyen & egy N(my;,0;) normdlis eloszldsi valésziniségi viltozé (i = 1,2). Ha
&1 és & fuggetlenek, akkor & + & is normadlis eloszlisi, m = mq + mo vdrhatd értékkel és
o = /ol + o3 szdrdssal.

Bizonyitds: Valéban, az m;(t) = exp(m;t + 07t?/2) momentumgeneralé fiiggvények szorzata

(03 + a%)t2>

exp (m1t + mat + 5

a 2.4. tétel alapjan & + & momentumgenerald fiiggvénye. Bel6le a normdlis eloszlis paraméterei
kiolvashatok. O

A szérds a valésziniiségi viltozdk ingadozdsdnak leggyakrabban haszndlt mértéke.  Egy
valészintiségi valtozé bizonytalansiginak — f6ként az informéciéelméletben hasznilt — mésik mértéke
az entrépia. ¢ entrépidjat az

- [t sty do = 1) (33.5)

integrallal lehet megadni. Konnyii kiszdmolni az N(m, o) eloszlds entrépidjat, ami az
Inv27e + Ino (3.3.6)

értéknek adddik. (A képletbél latszik, hogy normélis eloszldsra az entrépia barmilyen valds értéket
felvehet.) A nagy szérds nagy entrépidt, azaz nagy bizonytalansigot jelent. Az N(m,o) normélis
eloszlas nevezetes tulajdonsaga, hogy a ¢ szdrasu és m varhatoé értéki eloszlasok kozott a legnagyobb
az entrépidja, azaz minden mds o sz6rasi m varhaté értékii eloszlds entrépidja (3.3.6)-ndl kisebb.
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3.4. A logaritmikus normalis eloszlas

Egy pozitiv értékeket felvevd & valésziniiségi valtozét logaritmikus normadlis eloszldstinak (vagy
lognormalis eloszldsiinak) mondunk, ha a n = In¢ valészin{iségi valtozé normalis eloszlasi. Tételezziik
fel, hogy 7 eloszldsa N(m, o). Ekkor az eloszldsfiiggvény definicidja szerint

1 Inz _ (t—m)?
Fe(r) =P <z)=P(n<lnz)= . 27r/ e 22 dt.
—0oQ

Ebbdl differencidlissal adédik, hogy

(Inz — m)?

202

1

2mox

fe(z) = exp ( - ) (z >0). (3.4.1)

Az irodalomban m helyett « és o helyett 8 paraméter is szokott szerepelni. Az m és o betiik haszndlata
azonban azért célszerii, mert utalnak a megfelelé normadlis eloszlésra.

Integraldssal kiszamolhaté ¢ varhaté értéke és szdrdsa:

M(E) =™ o) =t (e

~1) (3.4.2)

A lognormélis eloszlds nevezetes tulajdonsiga, hogy ha ¢ lognormélis eloszlist, akkor a a&®
valészintiségi valtozé is lognormalis eloszlasi tetszOleges pozitiv a és b szamokra.

3.5. A khi-négyzet és a khi-eloszlas

n szamu fiiggetlen standard normdlis eloszldsi valdsziniiségi valtozé négyzetosszegének el-

oszldsat n-szabadsagfoki x2-eloszldsnak nevezik. A y?-eloszlds stirliségfiiggvénye
z3 le”

n(T) = F7——— >0 3.5.1

2= gy >0 (35.1)

[ME

(A nevezdben el6éfordulé gamma fiiggvény értelmezése és tulajdonsigai a fiiggelékben talalhaték
meg.)

3.8. tétel: Az n-szabadsdgfoki x2-eloszlds momentumgenerdld figguényét, vdarhatd értékét és
szordasdat a kovetkezd képletekkel adjik meg:

m(t)=(1-2"2  M=n, o=v2n. (3.5.2)

Az n valészintiségi valtozé eloszldsat y-eloszlasnak nevezziik, ha az n? valészintiségi valtozd
x2-eloszldsti. Ez az eloszlds a matematikai statisztikdban jatszik fontos szerepet. Az n-
szabadsigfoku y-eloszlas stirtiségfiiggvénye

2$n_16_$2/2

fa(z) = 9P (n]2)

(z>0) (3.5.3)

és varhaté értéke r(( 1)/2)
n+
M=v2————=. 3.5.4
Vo) (3:5:4)
Megjegyezziik, hogy a 4.6. példa tartalmazza a két szabadsigfokd x-eloszlas
stirtiségfiiggvényének levezetését. A kovetkezd példdban rdmutatunk a Maxwell-eloszlds (14sd
a 2.13. példat) és a harom szabadsdgfoku x-eloszlds kapcsolatéra.
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3.5. példa: A kinetikus gazelmélet szerint egy nyugalomban 1év6 gdz egy molekuldjanak
egymdasra mer6leges z,y és z irdnyu sebességkomponensei fiiggetlenek, és N(0,0) eloszlasi
valészintiségi valtozénak tekintheték. Legyen &;,&, és £, a hdrom sebességkomponens. A se-

bességvektor
V=8 +EG+E

hosszdnak strtségfiiggvényét a Maxwell-féle sebességeloszlasi torvény adja meg, amit most
levezetunk.

A& )0, /o és &, /o valbszintliségi véaltozok standard normadlis eloszlasiak, igy v/o harom
szabadsagfoki x-eloszlasu valdszintiségi valtozd. A x-eloszlas siirtiségfiiggvényébol

272e72°/2  2z2e2"/2
fore(@) = 35 =
23/2T(3/2) V2r
és
20'3.7)26_58202/2

fo(x) = ofyelox) = Nor:

2.3.11) o paramétere és az utébbi képlet o-ja kozott az o = v/2/0 Gsszefiiggés 4ll fenn. Ezért
o? =m/(kT).

Gyakorlatok

3.1. gyakorlat: Szamolja ki az N(0,0) eloszlds 6sszes momentumat!

3.2. gyakorlat:M Egy moségép élettartama normalis eloszldst kovet 6.4 év varhaté értékkel
és 2.3 év szorassal. Tudva azt, hogy egy gép 5 évig nem hibdsodott meg, mi a valdsziniisége
annak, hogy még tovabbi 3 évig haszndlhat6?

3.3. gyakorlat:M Legyen & egy A paraméterti Poisson- eloszldsi valésziniiségi valtozoé.
Szamolja ki 1/(£ + 1) varhaté értékét.

3.4. gyakorlat: Igazolja, hogy (3.2.2) valéban egy siirliségfiiggvényt értelmez!

3.5. gyakorlat: A 2.13. példaban kozolt Maxwell-féle sebességeloszlasbol szamolja ki egy olyan
gaz molekuldinak atlagos kinetikus energiajat, amelynek abszolit homérséklete T', és amely m
tomegii molekulakbol all!

3.6. gyakorlat: M Hasonlitsa Ossze az 1 szérasu egyenletes és normalis eloszldsok entrépijat!

3.7. gyakorlat: M Legyen 1 gamma-eloszldsi valészintiségi valtozé. Mi cn siiriségfiiggvénye,
ha ¢ > 07
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3.8. gyakorlat:M A ¢ valésziniiségi valtozé stirtiségfiiggvénye a kivetkezo:

Lo le @/ haz >0,
flz) =

0 ha 0<0

(Itt a és b pozitiv paraméterek és &-t ilyenkor Weibull-féle eloszlasinak mondjuk.) Milyen
eloszlast a £ valdszintiségi valtozo?

3.9. gyakorlat: M Egy valésziniiségi valtozé olyan lognormalis eloszldsii, amelynek paraméterei
m = —2 és o0 = 2. Mi a valdsziniisége, hogy a valdsziniiségi valtozé az értékét 4.7 és 9.8 kozott
veszi fel?

3.10. gyakorlat: A Poisson-eloszlas diszkrét eloszlas, tehat nincs stirtiségfiiggvénye. Lehetne-e
valahogy mégis folytonos gorbével szemlélteni?

3.11. gyakorlat: M Igazolja az exponenciilis eloszlds példajat kovetve, hogy a geometriai el-
oszlasnak nincsen ,,emlékezete” !

3.12. gyakorlat: M Egy nagy népességben az emberek 20 %-a balkezes. Ha a népességbdl nagy
szamu mintdt (n = 10000) vizsgdlunk, mi annak a valdsziniisége, hogy

a.) legaldbb 2100 ember balkezes,

b.) legalabb 1960, de nem t6bb, mint 2040 ember balkezes

3.13. gyakorlat: Allatokkal végzett kisérletben valamely &llat egy adott feladatot p
valészintiséggel tud végrehajtani, g = 1 — p valészintiséggel a probalkozas sikertelen. Atlagosan
hany prébalkozas sziikséges ahhoz, hogy k esetben sikert érjiink el?

3.14. gyakorlat: M Egy adott mohafaj spérdinak megszdmlaldsdhoz N szadmu talajfirdst
végeznek. A megfigyelések eredményét a kovetkezo tablazat foglalja 6ssze, ahol k a spéraszam,
fr a k-hoz tartozo firdsok gyakorisiga.

k= 0, 1, 2, 3, >3

fe= 59, 27, 9, 1, 0

Jogosan feltételezhetjuk-e, hogy a spéraeloszlas a talajban Poisson-eloszlassal jellemezhetd?

3.15. gyakorlat: M Kisérletek alapjan azt allithatjuk, hogy egy adott téban a baktériumok
eloszlasa Poisson-tipust és 2 baktérium/cm? stirtiségli. Mi annak a val6szintisége, hogy egy 2
cm?® nagysdgl minta

a.) baktériummentes

b.) legaldbb két baktériumot tartalmaz?

3.16. gyakorlat: M Egy rovarfaj térbeli diffizidjanak vizsgdlatara kisérletet végeznek. Egy
adott A pontban nagyszamu egyedet bocsatanak szabadon, és azt tapasztaljak, hogy az egyedek
e %" hanyada jut el adott id8 alatt A-t6l legaldbb r tavolsigra.

a.) Hatédrozza meg, hogy az egyedek hanyad része vandorolt el A-t6l 1 m-nél nagyobb
tavolsagral

b.) A vizsgalt egyedek atlagosan milyen messze keriiltek a kiinduldsi pontt6l?
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3.17. gyakorlat: M Két kiilonbozé forrasbdl szdrmazé inger erdssége egyméstdl fiiggetlen,
normalis eloszldsu valészintiségi valtozdé m; és oy, illetve my és oo paraméterekkel. A két
inger azonos idében éri a receptort és hatasuk Gsszegzodik. Mi a valdsziniisége annak, hogy a
két inger egyiittes hatdsa eléri a receptor xy ingerkiiszobét.



Negyedik fejezet

Tobbdimenzios eloszlasok

Tobb valészintiségi valtozo egyiittes vizsgalatahoz nem elegend6 az egyes valtozok eloszlasanak
ismerete. Ez a tény jol érzékelhetd a kovetkezé hétkoznapi életbol vett pédabdl. Tegyiik fel,
hogy ismerjiik a magyar személygépkocsik kor szerinti eloszldsdt, és szin szerinti eloszlasat. E
két adat alapjan nem tudjuk megmondani, hogy mi a valésziniisége, hogy egy 5 éves auté X
szini. Lehetséges, hogy 5 évvel ezelott X a legnagyobb divatszin volt, igy ez a valdsziniiség
meglehetOsen nagy, de az is lehet, hogy az X szin 5 évvel ezelott el6 sem fordult. Tehat két
véletlen mennyiségre vonatkozé kérdések nem valaszolhatok meg az egyes valtozok eloszldsa
ismeretében, a sztochasztikus kapcsolatot maga a két eloszlds nem tartalmazza. Egy elvontabb,
de ugyanilyen kovetkeztetésre vezetd példa: Ha & és 7 jeloli a két valdszintiségi valtozot, akkor
& és n eloszlasfiiggvénye semmit nem mond példaul a

Pla<&<bc<n<d)

valészintiségrol, ami az Un. egyiittes eloszlas segitségével adhatdo meg. Az egyiittes eloszlas az
a fogalom, amely kiilonb6z6 valészintiségi valtozok egymassal valé sztochasztikus kapcsolatat
kifejezi.

4.1. A tobbdimenzids eloszlas- és stlirtiségfiiggvény

A ¢ és n valészintiségi valtozok egyiittes eloszldsa az a kétvaltozés F : R* — IR{ fiiggvény,
amelyre
F(z,y) = P(§ <z,m <vy) (z,y € R) (4.1.1)

Az F eloszlasfiiggvény mindkét valtozéjaban névekedo és balrdl folytonos. Amennyiben £ és

n fiiggetlen, akkor P(§£ < z,n < y) = P(§ < 2)P(n < vy), és F(z,y) = Fe(x)F,(y), tehat két

fliggetlen valésziniiségi valtozé egyiittes eloszldsa egyszeriien a két eloszlasfiiggvény szorzata.
Ha létezik olyan f : R? — Ry fiiggvény, amelyre

Flz,y) = /_l/iof(u,v) dv du, (4.1.2)

akkor ezt £ és az n egyiittes siirliségfiiggvényének nevezziik. (Szokds azt is mondani, hogy
f a (&, n) valdszintiségi vektorvéltozé siiriiségfiiggvénye.) (4.1.2) megforditdsa a

82

0xdy

F(z,y) = f(z,y) (4.1.3)

37
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formula.

Ha a & és n valdszintliségi valtozoknak van egyiittes stirtiségfiiggvénye, akkor £-nek és n-nak
kiilon-kiilon is van f¢ és f, stirliségfiiggvénye.

felz) = / Ty dy, Sy = / " fla,y) de. (4.1.4)

Az fe és f, stirliségfiiggvényeket a (&,7n) valdsziniiségi vektorvaltozé peremsiiriiségeinek
nevezzilk. Az fe-re vonatkozé képletet a kovetkezOképpen ldthatjuk be. Ha (4.1.2)-ben
végrehajtjuk az y — oo hataratmenetet, akkor a

Fe(z) = /:o/_(: fu,v)dvdu

formulat kapjuk. Ezt z szerint differencidlva a bal oldalon ¢ stiriiségfiiggvénye, a jobb olda-
lon pedig az egyiittes siirtiségfiiggvény mésodik véltozé szerinti integralja adédik, (4.1.4)-nek
megfelelGen.

A (4.1.1) és (4.1.2) képletek kombinaciéja a

Ple<zn<y)= [ [ s v

formula, ami nagy mértékben &dltalanosithaté. A bal oldalon annak a valdszintlisége all, hogy
a (&,7) véletlen pontja a siknak az A = {(u,v) € R® : u < x,v < y} részhalmazéba esik, a
jobb oldal pedig az egyiittes stiriségfiiggvénynek ezen halmazon vett kettés integralja. Ez az
osszefiiggés nem csak erre a specidlis negyed-sikra, hanem a siknak barmilyen A részhalmazara
teljestl:

P((&n) € A) = / /A Flu,v) du dv (4.15)

Az eddigiekben az egyszeriiség kedvéért csak két valdszintliségi valtozd egyiittes eloszlas-
és stlirtiiségfiiggvényével foglalkoztunk. A definicidk és formuldk természetes modon akarhany
valészintiségi valtozéra is kiterjeszthetok. Ha &;,&,,...,&, n darab valészintiségi valtozd, ak-
kor az egyiittes striiségfiiggvényiik n-valtozés fliggvény, x1, o, ..., x, valtozékkal, és példaul
(4.1.3)-ban n-szeres derivélas, (4.1.4)-ben egy (n — 1)-szeres, (4.1.5)-ben egy n-szeres integralas
lesz. Ketténél tobb valdsziniiségi valtozd féleg a normadlis eloszldssal kapcsolatban fog a
tovabbiakban szerepelni.

4.1. példa: Tételezziik fel, hogy két véletlen torténés kovetkezik be egy idotartam, példaul egy
6ra alatt. A £ valésziniliségi valtozod jelenti egy bizonyos szallitmény beérkezésének az idejét, n
pedig annak a szallité vallalathoz intézett telefonhivasnak az idejét, amelyben a szallitmanyrol
érdeklédnek. Tételezziik fel, hogy mind £ mind 7 egyenletes eloszlasti. Ennek alapjan az
egyiuttes eloszldsuk nem meghatdrozott, tehat tovabbi feltevésre van sziikség. Legyen & és n
egymastoél fiiggetlen. Ekkor az egyiittes stiriiségfiiggvénytik:

_J1 ha0<z,y<1,
flay) = {o egyébként.
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A stirliségfiiggvény tartdja — az a halmaz, ahol nulldtél kiilonbozo értékeket vesz fel — tehat
az egységnégyzet. Az egyiittes silirliség ismeretében szamos &-re és n-ra vontatkozd kérdésre
valaszolhatunk. Példaul: mi a valdszintisége, hogy n < &7

Annak a valdszintiségét szamoljuk tehat ki, hogy azel6tt telefonalnak, hogy a szallitmany

beérkezett.
P(”<5):/ / f(fv,y)dydxzf / Ldydz = . 0
—00 J —00 o Jo

Az eloz6 példaban az egyiittes stirliségfiiggvény allandé a tartéjan. Altaldban azt mond-
juk, hogy a & és n val6sziniiségi valtozok egyiittesen egyenletes eloszldstiak az A C IR?
halmazon, ha egyiittes stirtiségfiiggvényiik

_ [c ha(z,y) €A,
f@:y) {() Kiilnben.

Mivel egy stirtiségfiiggvény integralja 1, a ¢ dllandé az A halmaz teriiletének reciproka. Figyel-
meztetés: Két egyiittesen egyenletes eloszlast valdszintiségi valtozé nem mindig fiiggetlen!

4.2. példa: Egy berendezés A és B részegységének meghibasodasi idejét a & és n valdsziniiségi
valtozé fejezi ki. Egyiittes eloszlasuk

2¢~@+t2)  ha g,y >0
x’ = . ..’ B ’
f () { 0 kilonben.

Mi annak a valdsziniisége, hogy
e (i) A és B legaldbb egy évig nem mondja fel a szolgdlatot,

e (ii) B el6bb megy tonkre mint A?

Az (i) esetben a P(§ > 1,n > 1), (ii)-ben P(n < &) valésziniiség a kérdés. Egyszerti
szamoldassal:

PEt>1,n>1) = / / 2e~ () dg dy
1 J1

= / e’ d:v/ 2 dy =e e = =0.05,

1 1

P(n<¢ = / /Qe(w”y)dyda}:/ emdx/ 2e % dy
o Jo 0 0

2
= / e (1—e *)dr = =. O
0 3

4.3. példa: A £ és n valdszintliségi valtozok egylittes stirtiségfiiggvénye a kovetkezd:

_J2 ha0<z<1é0<y<u,
M%”_{OeQ%Mm

Hatarozzuk meg £ és 7 stiriiségfiiggvényét!
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Az egyiittes siirliség tartdja az a hdromszog, amelynek csicsai a (0, 0), (1, 0) és (1, 1) pont.
Igy & és n egyardnt a [0, 1] intervallumban veszi fel értékeit.

fela) = [C2tn=20, gy = [ 20 =20,

Tehat
2r ha0<z<1 21—y) ha0<y<1

felw) = {O egyébként, fnly) = {0 egyébként.

Erdemes hangsilyozni, hogy annak ellenére, hogy (£,7) egyiittesen egyenletes eloszlsd, a
peremeloszlasok nem egyenletesek. O

4.2. Fuggetlenség

Tételezziik fel, hogy a folytonos & és n valészintliségi valtozoknak létezik egyiittes
stirtiségfiiggvénye. Ha & és n fiiggetlenek, akkor egyiittes eloszlasfiiggvényiikre

Fz,y) = Fe(z) Fy(y),
amibdl differencidlassal adédik

f(z,y) = fe(z) f(y)- (4.2.1)
Azt is szoktuk mondani, hogy fiiggetlenség esetén az egyiittes siirtiségfiiggvény tényezokre bom-

lik (faktorizal).

4.1. tétel: Tételezziik fel, hogy a & és az m waldsziniségi vdltozoknak létezik egyiittes
striségfigguénye. Ekkor & és n pontosan akkor figgetlenek, ha (4.2.1) fenndll.

4.4. példa: A 4.2. példaban szerepld & és n valészintiségi valtozok fiiggetlenek, mert — amint
megmutathatd — egylittes striségfiiggvényiik szorzattd bomlik.

Most két fiiggetlen valdszintiségi valtozo Osszegének eloszlas- ill. stirtiségfiiggvényét fogjuk
kiszamolni. Tehat legyenek £ és n fiiggetlenek, { = £ + 1. A ( < z esemény azt jelenti, hogy a
(&,m) pont az y = z — x egyenes dltal hatdrolt (alsé) félsikba esik. Jeldljiik A-val ezt a félsikot.

Fi(z) = P(C < 2) = / / Je(@) o) dz dy

A kettés integralban helyettesitést hajtunk végre: v = = +y, v = y. Ez a transzformaécié
az A félsikot az u — v sik u = z fliggbleges egyenese altal hatarolt baloldali félsikba viszi. A
transzformacio fiiggvénydeterminansa 1, ezért

Fo) = [ [ - on@ dudo= [ [ = op) dvda.

Differencidlassal kapjuk ( stiriiségfiiggvényét

fi(2) = /_ T bz — o), (v) dv, (4.2.2)

és ezt az f¢ és f, slirliség konvolucidjanak nevezziik. O
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4.5. példa: Legyenek & és n filiggetlen azonos eloszlasi valdszinliségi valtozok.  Kozos
stirtiségfiiggvényiik
e hax>0,
J(@) = {0 egyébként.
Szamitsuk ki & + n stirtiségfiiggvényét!

A konvolici6 (4.2.2) képletét kell hasznalni. Mivel £ és n pozitiv értékeket vesz fel, a £ +n
valészintiségi valtozo ¢ stirtiségfiiggvénye 0 negativ z értékekre. Ha z > 0, akkor

9(z) = / " fele — 2)fy () da = / P

Megemlitjiik, hogy ez a g fiiggvény egy masodrendii gamma eloszlas stiriiségfiiggvénye,
lésd (3.2.2)-t. 0

4.3. Tobb valésziniiségi valtozo fiuggvényei

Ha a &,&, ..., &, valosziniiségi valtozok egyiittes eloszlasa ismeretes, akkor egy n valtozos h
fiiggvényre a h(&, &, ..., &,) valdsziniliségi valtozé eloszldsa meghatarozott. Leggyakrabban,
példaul a statisztikaban,

a1&1 + a2éa + ... + &,

alaku linedris kifejezések fordulnak eld, és &1, &, ..., &, teljesen fiiggetlen valtozok.

4.6. példa: &, &, fiiggetlen N(0,0) eloszldsi valészintiségi véaltozék. Hatarozzuk meg az

n=1/&+&

valészintiségi valtozo siirliségfiiggvényét!

A fiiggetlenség miatt &, & egyiittes strtiségfiiggvénye
1

fl@y) = g—gexp(—a°/20%)exp (- y*/20°)
_ 2;02 exp (— (22 + 12)/207).

El6szor n eloszlasfiiggvényét szamoljuk ki.

Fy(z) = P(\J@+8<2)=PE+& <)

1
= // exp (— (2* + y®)/20%) dz dy.
22 4y2 <2

2mo?

Itt a kettos integrdl a z sugaru korlemezen van véve. Célszerii attérni polarkoordinatakra.

F,(z2) = ! /O%(/Ozrexp(—TQ/?UQ)dr)dO

2mo?

1 z
= —2/ rexp (—1r2/20%) dr =1 —exp ( — 22/20%).
0" Jo
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A stirtiségfiiggvényt differencialassal kapjuk:

fn(2) = %Fn(z) =o0%zexp (— 2%/20%). (4.3.1)

(A 0 =1 esetben ez egy 2-szabadsdgfoku x-eloszlés.) 0

A kovetkezo tételt valdszintiségi valtozok fiiggvényének varhatd értékérdl bizonyitas nélkiil
kozoljik.
4.2. tétel: Ha a & és & valosziniségi valtozok eqyiittes striségfigguénye f és h eqy kétviltozos
fiigguény, akkor

Mhen &) = | N / " b y) (@, y) do dy.

4.7. példa: A ¢ és n valésziniiségi valtozok egylittes stirliségfiiggvénye a kévetkezo:
2 hat<zr<1é0<y<u,
M@, y) = {0 egyébként.
Hatérozzuk meg &n varhatéd értékét!

Az elbz6 tétel szerint az xyh(z,y) kifejezést kell integréalni a (0,0), (1,0) és (1,1) pontokkal
meghatarozott haromszogon, azaz

M(gn):2//nydxdy=2/01(/Omxydy)dx:/olxﬁ‘dx:uzl. 0

4.4. Kovariancia és korrelacios egyiitthato

Legyen & és n két tetszoleges valdsziniiségi valtozd. Egymastol valo fliggoségiiket az

M((€ = M(€)(n— M(n)) (1.4.1)

varhaté értékkel mérjilk, amit kovariancidnak neveziink. (A kovariancia jelolésére a
Oen, Cov(o,n) jelolések haszndlatosak.) Ha & és n fiiggetlenek, akkor kovariancidjuk 0. A
2.2. tételbol adodik, hogy a kovariancia a

M(&n) — M(&)M (n) (4.4.2)

formédban is irhaté. A kovariancia segitségével van értelmezve a korrelacids egyiitthato:

a(&)o(n)
A korrelacios egyiitthaté —1 és 1 kozé esik, és abszolut értékben az 1 értéket csak akkor veszi
fel, ha & és i egymasnak linedris fiiggvénye, azaz vannak olyan a és b szdmok, hogy & = an + b.
A 2.7. és 4.3. feladat két nem fiiggetlen, de 0 korreldciés egyiitthatdéju (azaz korreldlatlan)
valdszintiségi valtozora ad példat. A korreldlatlansag tehdt még nem jelent fiiggetlenséget.

A korrelacios egyiitthatd egy szog koszinuszaként értelmezhetd, ha a & és n valdsziniiségi
valtozokat olyan vektorként képzeljiik el, amelyek hossza a szérasuk. A

o*(§+m) = 0*(€) + 0*(n) + 2ro(§)o(n) (4.4.4)

osszefiiggésben a haromszog-geometria koszinusztételére ismerhetiink.
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4.8. példa: A ¢ és n valdszintiségi valtozok egylittes stirtiségfiiggvénye a kovetkezo:

hz,y) = 2 hat<z<1é0<y<u,
Y700 egyébként.

Szamoljuk ki £ és n korrelacids egyiitthatdjat!
A 4.3. példa tartalmazza a peremstiriiségeket, felhaszndlasukkal kiszamoljuk & és n varhato
értékét:

W = [aowar=, )= [ w23 2min=

! 1 ! 1
M(n) = / y-21—y)dy =z, 02(77)=/ (y = 1/3)°2(1 - y)dy = —.
0 3 0 18
Végiil a 4.7. példabdl tudjuk, hogy M (&n) = 1/4 és

M) - MEOM@) _1 ]

a(&)a(n) 2

Tobb valészintliségi valtozé esetén a paronkénti kovariancidkat és korrelaciés egyiitthatokat
egy-egy matrixba foglalhatjuk 6ssze. Legyen (&1,&s,...,&,) n valésziniiségi valtozd. Azt a
C madtrixot, amelynek i-edik sordnak j-edik eleme a Cov(;,&;) kovariancia, a valésziniiségi
valtozok kovarianciamadatrixanak nevezziik. Hasonléan van definidlva az R korrelacié-
matrix a paronkénti korreldciés egyiitthatokkal. Mivel barmely valészinliségi valtozénak
onmagaval vett korreldcios egyiitthatéja 1, az R matrix diagonalisa csupa egyesbol all.

4.3. tétel: C és R pozitiv szemidefinit matrizok, és kozottik a
C=S-R-S
kapcsolat dll fent, ahol - a kézonséges mdtrizszorzdst jeloli, és

S = Diag(o(&1),0(&), ..., 0(&))
eqy olyan diagondlis mdtriz, amely a szordasokbdl dll.
Megjegyezziik, hogy egy métrix pozitiv szemidefinit volta azt jelenti, hogy a méatrix X*X

alaki valamilyen X métrixra, amelynek transzponaltja X!. Pozitiv szemidefinit méatrix
sajatértékei nemnegativak.

4.5. A tobbdimenzids normalis eloszlas

A &,&, ..., &, valoszinliségi valtozdk egyiittes eloszlasat normalisnak nevezziik, ha egyiittes
struségfiggvényiik

(@122, 20) = 4 (;]:)k’ exp ( - %Z Zbij(xi —my)(x; — mj)) (4.5.1)
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alakd, ahol my, mo, ..., m, valés szamok és B = (b;;) egy n x n-es szimmetrikus pozitiv definit
matrix. Mind az m; paraméterek, mind pedig a B matrix valdsziniiségelméleti jelentéssel bir.
Az m; szdm nem mas mint & varhatéértéke, a B matrix pedig a C kovariancimatrix inverze.

A vektor-métrix frasmoéddal (4.5.1) jéval tomdorebbé valik:

2]:)|n exp ( <B(zx—m), (x—m) >)
|C\ —1 <Clz—-m),(z—m) >)

4.9. példa: Ellendrizziik, hogy az aldbbi kétvaltozds fliggvény kétdimenzids normadlis eloszlas
stirtiségfiiggvénye-e!

fo) = — e (= 50— ay+17)

Keressiik meg az eloszlas kovarianciamatrixat!

Azt kell megvizsgélni, hogy az adott fliiggvény (4.5.1) alaki-e. ElGszor a kitev6t nézziik meg.
(4.5.1)-ben az &ll, hogy

—% (bn(x —ma)? 4 (biz + o) (x — m1) (y — ma) + bya(y — m2)?),

ami akkor lesz 5
—g(xg —zy+y°),

o= (an ip) =300 )

és m; = my = 0. B determindnsa 4/3, és a kis szdmolas

ha

s _ 1
(27?2  7v3

azt mutatja, hogy f (4.5.1) alakid. A kovarianciamétrix B inverze, ami a linedris algebraban
tanultak alapjan szamolhato ki, és

172 1

3 ( 1 2) —nek

adddik. O
Ha a (&, &, .. .,&,) valdsziniiségi valtozok egyiittes eloszldsa normadlis (azaz (4.5.1) alaku),
akkor &;,&, ..., és &, kiilon-kiilon is normalis eloszlasiak. Az egyszerliség kedvéért korlato-

zodjunk az n = 2 esetre, és legyen & N(m;,0;) eloszlasti. Ha r a & és & valdszintiségi valtozdok
korrelacios egyiitthatéja, akkor egyiittes stirtiségiik

1 < 1
ex - ——X
2mo109V/ 1 — 12 P 2(1—r2)

X[(:r—ml) _2Tx—m1y—m2+(y—m2) D

O'% 01 (o)) 0'%

flz,y) =
(4.5.2)
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alakid. Megfigyelhetjiik, hogy r = 0 esetén az egyiittes stirtiségfiiggvény faktorizal egy x-t6l és
egy y-tol fiiggd siirliségliiggvény szorzatara, tehat ilyenkor &; és &, fiiggetlenek.

4.4. tétel: Ha két wvaldsziniségr valtozo egyuttes eloszldsa mormdlis, és a wvdltozok kor-
reldlatlanok, akkor figgetlenek is.

Mint azt mar tobb izben hangsilyoztuk, teljes dltaldnossdgban a korreldlatlansdg nem vonja
maga utan a fiiggetlenséget. A tételben az egyiittes eloszlas normalitdsanak a feltételezése igen
lényeges.

4.10. példa: Mi a 4.9. példédban szereplé egyiittes eloszlassal adott valésziniiségi valtozok kor-
reldcids egytitthatéja?
A korreldciés egyiitthat6t az egyiittes stirtiségfiiggvény (4.5.2)-vel valé Ssszevetésével kap-

hatjuk meg:
1 1

™3 210109V 1 — 12’

amibdl 3 = 4o205(1 — r?). A szérasnégyzetek a 4.9. példabdl ismert kovarianciamétrixbol
kipotyognak, 0? =03 =1, ésr =1/2. O

4.5. tétel: Ha a & és & waldszintségi viltozok egyiittes eloszldsa normdlis, akkor bdrmilyen
A € R esetén A& + p& normdlis eloszldsu. Nevezetesen & és &y is normdlis eloszldsi.

Ez a tétel azt is jelenti, hogy ha az egyuttes eloszlds normalis, akkor a peremeloszldsok is
normalisak.

4.11. példa: Hatdrozzuk meg a 4.9. példdban szerepld egyiittes eloszlassal adott valdsziniiségi
valtozok peremeloszlasat!

A peremeloszlasok normalisak, igy elegend6 tudnunk varhaté értékiiket és szérasukat. Ezek
kiderulnek a 4.9. példabol. Tehat mindkét peremeloszlas standard normalis. O

4.12. példa: Legyen & egy véletlenszertien kivalasztott hdzasparbdl a nd, & pedig a férfi
testmagassaga. Tételezziik fel, hogy & és & egyiittesen normaélis eloszlasi, & varhaté értéke
169 cm, szoérasa 5 cm, & varhaté értéke 177 cm, szérasa 5 cm, tovabba & és & korrelacids
egyutthatéja 0.68. Mi a valdszinlisége, hogy egy feleség magasabb a férjénél?

A P(& —& > 0) valészintiséget kell kiszamolni. A 4.4. tétel szerint & — &, normélis eloszlasu.

M(& —&) = 169 —177 = -8
o261 = &) = o(&) +0%(&) —2Cov(€, &) =25+25—-2-0.68-5-5 =16

Igy & — & szordsa 4 és n = (& — & + 8)/4 standard normélis eloszldst. & — & > 0 ekvivalens
n > 2 egyenl6tlenséggel. Ezért

P(fl—fg>0)=P(T]>2):1—@(2):23%

Tehat 2.3 % annak a valésziniisége, hogy egy feleség magasabb a férjénél. a



46 4.6 A FELTETELES SURUSEGFUGGVENY ES A REGRESSZIO

4.6. A feltételes surtliségfiiggvény és a regresszio

Legyen & és n két olyan folytonos valészintiségi valtozd, amelyek f egyiittes stiriségfiiggvénye
létezik. Tudjuk, hogy ekkor n-nak van sfirliségfiiggvénye, és tegyiik fel, hogy f,(y) > 0.
Rogzitett yo mellett

i
f(zlyo) = 7 (00) (4.6.1)

egy suriségfiggvény, hiszen

/_Zf(33|yo)d$ yo/ f(@,90) d fn(l )f(yo):

f(z|yo)-t &-nek az n = y, feltételre vonatkozo feltételes stirtiségfiiggvényének nevezziik.
Az x — f(x|y) slirliségfiiggvényhez tartozé valdsziniiségi valtozéra a & feltéve n = yo” el-
nevezést, és a &|n = yo jelolést hasznéljuk. A &|n = y, feltételes valdszintiségi valtozé arrdl
ad felvildgositast, hogy & milyen valdsziniiséggel veszi fel értékeit feltéve, hogy n-rél tudunk
valamit, nevezetesen, hogy n = 1. Ha £ és n fiiggetlenek, akkor

f(z, %) _ ff(x)fn(yo)
fn(yO) fn(yo)

Tehét ilyenkor a & és a &|n = yo valdszintliségi valtozék azonosak.

f(zlyo) = = [e(@).

4.13. példa: £ és 7 egyiittes stiriiségfiiggvénye

4oy 4
f(:v,y):{ 3 h%9<x<2es0<y<1,
0 kiilonben.

Irjuk fel az f(z|yo) feltételes stiriiségfiiggvényt!
El6szor n peremstiriiségét szamoljuk ki.

14y 2+ 2y
0

ha 0 < y < 1, egyébként f,(y) = 0.
A feltételes stirtiségfiiggvény definicigja alapjan
1+ 2y
f(zlyo) = §+ 2Yo

had<z<1, 0<yy<l,
kilonben. O

Azt a fiiggvényt, ami yo-hoz az M (&|n = yo) varhato értéket rendeli, a & valdszintiségi valtozé
n-ra vonatkozé regresszidjdinak, vagy elméleti regresszidjanak nevezziik. Az y — M(&n = y)
fliggvény grafja a regresszids gorbe.

Ha & és n fiiggetlenek, akkor — mint fent lattuk — a £ és a &|n = y valtozok azonosak, ezért &-
nek az n-ra vonatkozo regresszidja az M () alland¢ fliggvény. A regresszids gorbe meredeksége
& és n sztochasztikus oOsszefiiggését mutatja. Legjobban latszik ez abban az esetben, amikor &
és n egylittes eloszldsa normdlis. (Az egyszeriiség érdekében tételezziik fel, hogy & és n varhaté
értéke 0.) Ekkor az u = M(£|n = v) regressziés gorbe az u = —ro(n)v/o(§) egyenes. (r jeldli
a korreldciés egyiitthatot. )
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4.14. példa: Egy hokezelési folyamattal kapcsolatban £ a kezelés idotartama és n a kezelés
altal kivéltott keményedés mélysége. (£-t mdsodpercben, n-t mm-ben mérjiik.) Egy modell
szerint £ és n egyiittes eloszldsa normalis, M(§) = 18, M(n) = 9 (&) = 4.8, o(n) = 2 és a
korrelacids egytitthatéd r = 0, 87.

a) Adja meg az x — M (n|§ = x) regressziot!
(b) Szamolja ki a feltételes siirtiségfiiggvényt, a ,,kezelés hossza 15 masodperc”-re vonatkozéan!
(c) Mi a valészinlisége, hogy a keményedés mélysége 9 és 12 mm kozé esik, feltéve, hogy a

hokezelés id6tartama 15 masodperc?

Az my =18, mg =9, 01 = 4.8, 09 = 2, r = 0.87 adatok felhasznéldsdval (4.5.2)-be helyet-
tesitve felirjuk az f egyiittes slirliségfliggvényt, és azt elosztjuk {-nek az f; slirtiségfiiggvényével.
Igy kapjuk, az

1 (y —0.36z — 2-52)2> (4.6.2)

flyla) = Cexp (-3 .
feltételes stirliségfiiggvényt, amely normalis. Kiolvassuk, hogy 2 a szérasnégyzete és 0.36x+2.52
a varhat6értéke. A (b) kérdés valaszdhoz gy jutunk, hogy (4.6.2)-ben z = 15-6t helyettesitiink.
Igy egy normilis ¢ valdszintiségi valtozét kapunk, amelynek 7.92 a varhaté értéke és /2 a
szérasa. A (c) kérdés megvélaszolasdhoz a P(9 < ¢ < 12) valésziniiséget kell megadni, ami

standardizalassal ®(3.05) — ®(0.92) = 0.1777. 0

A mérnoki-statisztikai problémédkban gyakran ismerjiik két sztochasztikusan Osszefiiggd
valészintiségi valtozd néhany Ossszetartozd értékparjat, és keressiik a valtozdk kozotti kap-
csolat legjobb linearis kozelitését. Adott & és n. Ha n-t A§ + B alakban akarjuk kozeliteni, A
és B értékét tgy kell meghatdrozni, hogy a n — (A€ + B) val6sziniiségi valtozé szérdsa a lehetd
legkisebb legyen. A

9(A,B) = M((n— (A£+ B))?)
M(n?) + A2M(€%) + B® — 2AM (¢én) — 2BM (n) + 2ABM (€)

fliggvény minimumat az ismert médon parcidlis derivalassal hatarozzuk meg. Az adddik, hogy

M(n) + Cov(¢; n)
a?(€)(€ — M(¢))

n legjobb megkozelitése a legkisebb négyzetek értelmében. (Az u = M(n) + c(v — M(£))/o?(£)
egyenest regresszids egyenesnek is hivjuk. Ez dtmegy a vy = M (), ug = M(n) ponton.) Ab-
ban az esetben, ha az elméleti regresszio egy linearis fliggvény, akkor grafja a regresszios egyenes.
Amennyiben az elméleti regresszi kozel linearis, helyettesithetjiik a linedris regresszioval.

(4.6.3)

4.7. A sztochasztikus folyamat

Egy 1d6t6] fliggd véletlen mennyiséget sztochasztikus folyamatnak neveziink. Itt nem célunk a szto-
chasztikus folyamatok kimerit6 ismertetése, elsGsorban a Poisson-folyamat példdjara szoritkozunk.

A Poisson-folyamat jol szemléltetheté a polimerizacié egyszerii valésziniiségelméleti modelljén. A
polimerizicié lancmolekulak névekedési folyamata, amelynek sordn a mar kialakult lanchoz djabb és
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ijabb monomer csoport kapcsolddik. A lincok végének Osszekapcsolddasat az egyszerii modellben
kizarjuk, és azt gondoljuk, hogy a lancmolekula és a monomer csoport véletlen taldlkozasakor a cso-
port hozzakotédik a lanchoz, és annak hosszat eggyel megnoveli. 7; legyen az a véletlen idGtartam,
ami az els6 monomer csoport kapcsolédasdig eltelik, 7y idétartam mulva két6dik a masodik csoport
az elsé kapcsoléddsa utdn, és igy tovabb. Tehdt 71,79, .. valésziniiségi valtozok egy sorozata. A
valésdgban ezek a véletlen idétartamok nagyon rovidek, ez azonban elvi megfontolasainkat nem za-
varja. Mivel 7; egy ,,emlékezet nélkiili varakozasi id6”, 7; exponencidlis eloszlasa kell, hogy legyen,
mondjuk «; paraméterrel, és feltételezhets, hogy az 7; valdsziniliségi valtozdk teljesen fiiggetlenek.
Amennyiben a polimerizicié sordn bizonyos koriilmények valtozatlanok (példdul hémérséklet, a nagy
feleslegben jelenlévé szabad monomerek koncentricidja, stb.), akkor feltételezhet8, hogy 71,72 ... azo-
nos eloszlasuak, azaz a; = «, i-t6] fuggetleniil.

Vizsgdljuk meg, hogy ¢ id6 eltelte utdn milyen hossziiak a lancmolekuldk! Jelolje Ny azt a
valésziniliségi valtozot, amely a ¢ id6pontban véletleniil valasztott 1lanc hosszat adja meg. Ny értékei
pozitiv egész szamok és

P(Ny>n)=P(m+mn+...+1 <1), (4.7.1)

azaz a lancmolekula hossza pontosan akkor nagyobb vagy egyenld mint n a ¢t id6pontban, ha az
M,72,-- ., varakozasi id6k osszege legfeljebb ¢. (4.7.1)-bél kiindulva szdmoljuk ki N; eloszldsat.
Nyilvan

P(N;=n)=P(N; <n)—P(N; <n-—1). (4.7.2)

Erdemes bevezetni a En=m +m2+ ...+ n, valdszinliségi viltozot. Mivel fiiggetlen valtozdkat adunk
0ssze, £, momentum generdld fliggvénye

n
M(er) = (%) 473
() = (=2 (473)
(a 2.10. példa és 2.4. tétel alapjin), amibél a Laplace-transzformdcié tédblazatit haszndlva kapjuk,
hogy &, stirtségfiiggvénye
a” 1

fn(z) = mx" lemaz (2 >0). (4.7.4)
(Kiilonben (3.2.2)-vel Gsszevetve megéllapithaté, hogy ez gamma eloszlds.) Némi parcidlis integrildssal
latszik, hogy

(at)nefat

t t
P(N, = n) = /0 fol@) do — /0 fo(z)dg = Q"¢ (4.7.5)

n!
Tehat Ny Poisson-eloszlasi, at paraméterrel. Amit igy megkonstrualtunk, az a Poisson-folyamat.

Tételezziik fel, hogy minden ¢ € IR* szdmra adott egy X; valszintiségi valtozé gy, hogy

(a‘) Xo = 0,

(b) ha t; < s1 <ty < ... < sp, akkor az X, — X3, Xg, — X4y, ..., X
fuggetlenek,

. — Xi, valoszinliségi valtozok

(c) Xs — X; Poisson-eloszldsu a(s — t) paraméterrel, ha s > t. Az ilyen (X;) valdsziniiségi valtozéd

csalddot « intenzitdsi Poisson-folyamatnak nevezziik. A (b) és (c) feltételek gy fogalmazhaték meg,
hogy a folyamat novekményei (diszjunkt idSintervallumokban) fiiggetlenek, és Poisson-eloszlasiak az
idGintervallumok hosszdval ardnyos paraméterrel.

Ellenérizhets, hogy a fent konstrudlt N; folyamat eleget tesz az (a)—(c) feltételeknek, tehdt
egy konkrét példa az absztrakt Poisson-folyamatra. A példdban a folyamat o intenzitdsa a re-
akciésebességgel flugg Ossze, a az idéegység alatt bekovetkezett dtlagos lincnévekedés, masként a
vizsgalt nulladrendii reakci6 sebességi egyiitthatdja.
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4.15. példa: Egy polimeriziciés folyamatot Poisson-féle sztochasztikus folyamat ir le. Miutan a
polimerizacié 10 percig folyt, a lancmolekuldk dtlagosan 280 monomercsoportbdl alltak. Még hany
percig kell folytatni az eljarast ahhoz, hogy a molekulaldncok 95 %-a tartalmazzon legaldbb 1200
monomer csoportot?

Legyen ) a folyamat intenzitdsa, ekkor 10 perc utdn a lincok eloszlasa 10\ paraméterii Poisson-
eloszlas. A Poisson-eloszlas varhatd értéke maga a paraméterérték, igy 10\ = 280 és A = 28.

Kiszdmoljuk, hogy milyen A paraméterii Poisson-eloszldsra igaz, hogy a 1200-ndl nagyobb értékeket
95 % valdszintiséggel vesz fel. Ehhez a

o0
A’I’L
Z —|e*A =0.95
n=1200 n:

egyenletet kell megoldani A-ra. Ez numerikusan, szamitogép segitségével lehetséges, A = 1144,575
(14sd fuggelék).
A (t +10)X = A egyenletekbél kapjuk a megoldést, t = A/A — 10 = 30.87. 0

4.16. példa: Mi a magyardzata annak a tapasztalati ténynek, hogy a polimerek linchosszanak el-
oszlasa akkor is Poisson-eloszlas, ha a reakcidsebesség a polimerizacié soran idében valtozik?

Gondoljunk arra, hogy a polimerizicié 3 percig a intenzitassal folyik, és 3 perc utdn megvaltozik
az intenzitasa (-ra. Ekkor a lanchossz ¢ > 3-ra

N 4+ N,

Itt mindkét valtozo Poisson-eloszlasi, és egymastdl fiiggetlenek. Ezért Gsszegiik is Poisson-eloszlasu a

3.2. tétel kovetkeztében. O

Poisson-folyamattal irhaté le egy tzletbe betéré viasarlok szama, vagy egy telefonkoézpontba
beérkez6 hivasok szdma is.

Gyakorlatok

4.1. gyakorlat: M Legyen & és & fiiggetlen valdszintiségi valtozé és tételezziik fel, hogy &
exponencidlis eloszldsi 3; paraméterrel (i = 1,2). Bizonyitsuk be, hogy

P& > \&) = ﬁ

barmilyen A > 0 szamra!

4.2. gyakorlat: Legyenek & és & fiiggetlen valdszintiségi valtozdk, & n;-ed rendii, p siker-
valészintiségii binomiélis eloszlasu (i = 1,2). Mi a & + & eloszlasa?

4.3. gyakorlat:M Legyen ¢ egyenletes eloszlast a (0,27) intervallumban. Bizonyitsuk be,
hogy sin & és cos & korreldlatlan valdszintliségi valtozok.

4.4. gyakorlat: £ és n egyiittesen egyenletes eloszlasu az origd kozépponti egységnyi sugari
korlemezen. Szamitsa ki a P(€ < n), P(§2+n? < 1/4), P(max(&,n) < 1/2) valésziniiségeket!
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4.5. gyakorlat:M A sikon tigy valasztunk ki véletlenszertien egy pontot, hogy z és y koor-
dinatait egymastol fiiggetleniil N (0, 1) eloszlassal adjuk meg. Milyen origé kézépponti R sugari
korre igaz, hogy a véletlen pont 99% valdszintiséggel beleesik? (A 4.6. példa sok segitséget nytjt
a megoldéshoz.)

4.6. gyakorlat: A folyadékban (vagy gdzban) levé részecskék az iitkozések kovetkeztében
szabdlytalan, in. Brown-féle mozgast végeznek, amely gy modellezheto, hogy ¢ id6 alatt
a részecske x,y és z koordinatajanak megvaltozasa olyan fa;t),f@(,t), ét) valészintiségi valtozdk,
amelyek fiiggetlenek és N(0,0v/t) eloszlastiak. Mi a valészinfisége, hogy a t = 0 idSpontban az
origéban levd részecske a t = 2 idépontban az origd kézépponti 40 sugaru gémbben van?

4.7. gyakorlat: M Milyen eloszldstiak a 4.2. példdban szerepld ¢ és n valészintiségi valtozok?

4.8. gyakorlat: Legyen & és & két olyan nem fiiggetlen valdsziniiségi valtozo, amelynek
egyiittes eloszldsa normadlis. Bizonyitsuk be, hogy mindig taldlhatdk olyan « és 5 valés szamok,
hogy a & + a&sy és a & + (&, valdsziniségi valtozdk fliggetlenek.

4.9. gyakorlat: Legyen A = (a;;) egy nem szinguldris n x n-es matrix és &, &, ..., &, olyan
valészintiségi valtozok, amelyeknek kovarianciamatrixa C. Ha

n
i = E @ik,
k=1

akkor bizonyitsuk be, hogy az 1, s, . . ., n, valésziniiségi valtozdk kovarianciamétrixa A-C'- A?,
ahol A? az A métrix transzponaltja.

4.10. gyakorlat: A & és n valésziniliségi valtozdk egyenletes eloszlastak az origd kozépponti
egységnyi sugaru koron. Szamitsa ki a korreldcids egyiitthatdjikat!

4.11. gyakorlat: £ és n egyiittesen egyenletes eloszldsu valdsziniiségi valtozok a 0 < z < 1,
0 < y < x hdromszogon. n-t a £2 alakban akarjuk kozeliteni. Milyen v = an? fiiggvényt kell
ahhoz vélasztani, hogy (7 — a&?)? varhato értéke a legkisebb legyen?

4.12. gyakorlat: A ¢ valdészinliségi valtozé egyenletes eloszldsi a (—2,2) intervallumban és
n = £5. Szédmolja ki a & és n valdsziniiségi valtozdk korreldcids egyiitthatdjét!

4.13. gyakorlat:M A &, &, & valdszintiségi valtozdk kovarianciamétrixa a kovetkezo:

244 -24 0.84
—24 ) —-14
0.84 —-1.4 1.49

Irja fel a & és & korrelaciématrix4t!
4.14. gyakorlat:M A ¢ és n valdszintiségi valtozdk egyiittes siirliségfiiggvénye

z+y) hao<z<1,0<y<?2
— 3 — — b f— -
fle:y) {0 egyébként.

Irja fel 7 eloszlasfiiggvényét!
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4.15. gyakorlat:M A ¢ és n valdszintiségi valtozdk egyiittes siirliségfiiggvénye

s(z+y) ha0<z<1,0<y<2
0 kiillonben.

f(x,y)={

Szamolja ki 26 — 3n + 8 szérdsat!

4.16. gyakorlat: £ és n fiiggetlen valésziniiségi valtozdk, mindkettd egyenletes eloszldsu
[—1,1]-en mi a valészinlisége, hogy &2 kisebb mint 7?

4.17. gyakorlat:M Legyen ¢ egy véletlenszertien valasztott hdzasparbél a férfi, n pedig a
no testmagassaga. Tételezziik fel, hogy £ és n egyiittesen normalis eloszlasi 0.68 korreldcids
egyiitthatéval £ varhaté értéke 177 cm, szérdsa 5 cm, 1 varhaté értéke 170 cm és szérdsa 5 cm.
Mi a valészinlisége, hogy egy férj legaldbb 6 cm-rel magasabb a feleségénél? (Haszndlja a ®
fiiggvényt!)

4.18. gyakorlat:M Egy kis iizletbe délutdn 1 és 3 6ra kozott barmely percben atlagosan
ugyanannyi vevo érkezik, és az egy perc alatt érkezd vevok szamanak szérasa 2.3. Feltételezve,
hogy barmely idétartam alatt érkez6 vevék szdma Poisson eloszlast mutat, szdmitsa ki annak
a valésziniiségét, hogy 2 percig nem jon be vevd!

4.19. gyakorlat:M ¢ és 7 fiiggetlen, azonos varhaté értékii, normélis eloszldsu valésziniiségi
véltozdk. & + n eloszldsa N(2,4). (a) Milyen eloszldsi & — n? (b) Szadmolja ki £ +1nés & —n
korrelacios egyiitthatdjat!

4.20. gyakorlat: M ¢ és 7 egyiittesen egyenletes eloszlast az origé kozépponti 2 sugari koron.
Irja fel ¢ stirtiségfiiggvényét!

4.21. gyakorlat:M A &, & és & valdszintiségi valtozdk kovarianciamétrixa a kovetkezo:

244 -24 0.8
—-24 ) —-14
0.8 —-14 1.5

Szamolja ki & + & és & — & kovarianciajat!
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Otédik fejezet

Statisztikai kovetkeztetések

Altalénosségban fogalmazva a statisztikai kovetkeztetések a tanulményozott jelenség meg-
figyelési adataibél mondanak valamit a jelenséget modellez6 véletlen valtozokra vonatkozd
torvényszeriiségekrol. A statisztikai vizsgalat targyat képezd objektumok a hozzdjuk rendelt
jellemzokkel egyiitt alkotjdk a statisztikai sokasagot. A jellemzdk lehetnek mindségiek vagy
numerikusak, de az egyszerliség kedvéért itt csak egyetlen numerikus jellemzovel foglalkozunk.
Az a kisérlet, amely a sokasig egy elemének véletlen kivalasztasabdl all, az egyes egyedeken
értelmezett szamértéki fiiggvényt valoszintliségi valtozova teszi, és ennek eloszlasat a sokasag
eloszlasanak nevezziik. Legtobbet normalis eloszldsi sokasdggal fogunk foglalkozni.

Az egyik tipikus statisztikai probléma abban all, hogy korabbi tapasztalatokbdl vagy elméleti
ill. heurisztikus meggondolasbdl ismerjiik a statisztikus sokasig eloszlasanak jellegét, de nem
ismerjiik pontosan az eloszlastipusban szereplé valamely paraméter aktualis értékét. Ilyenkor
megfigyelési adatokbdl becsiiljiik a paraméter értékét.

5.1. A statisztikai minta

A statisztika 1ényegéhez tartozik, hogy a valddi statisztikus sokasidgnak csak egy kis részével
szamol. Gondoljunk arra, hogy egy termék élettartamanak vizsgédlata a terméket altalaban
tonkreteszi, ezért az Gssztermeléshez képest viszonylag kis mintan hajtjak végre. A minta kiva-
lasztdsakor ligyelni kell arra, hogy az hiien tiikrozze vissza a statisztikus sokasdgot, azaz a minta
reprezentativ legyen. Val6szinliségelméleti értelemben az n-elemili minta egymdstol teljesen
fliggetlen valészintiségi valtozokat jelent, amelyek eloszlasa megegyezik a sokasiag eloszlasaval.
Ha (&,&,...,&,) az n-elemi statisztikai minta, akkor a &,&,,...,&, valészintiségi véltozdk
barmely fliggvényét statisztikdnak nevezzik. A
_batét. + 6

Tn, 5.1.1
: : (51.1)

statisztikat tapasztalati varhaté értéknek hivjik, és az egyik leggyakrabban hasznalt sta-
tisztika. Ne feledkezziink meg arrél, hogy a tapasztalati varhaté érték sztochasztikus mennyiség,
azaz egy valoszinliségi valtozo! Ertéke mas és mas lehet a véletlen kisérlet kimenetelétol fiiggoen.

A (&,&, ..., &) n-elemii minta elemeit névekvéen elrendezve kapjuk a rendezett mintat.
Jelolése: (&5,&5,...,&r). Més széval & a &, &, ..., &, szdmok koziil a legkisebb, & a mésodik
legkisebb, és igy tovabb. A rendezett mintdbdl értelmezett
§+4&

2

Y = (5.1.2)

23
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valészintiségi valtozo tovabbi példa statisztikara.
5.1. példa: Egymastol fliggetleniil 20-szor végrehajtott mérés a kovetkez6 eredményeket adta.

0.094 0.108 0.114 0.123 0.128
0.117 0.099 0.093 0.105 0.119
0.126 0.122 0.125 0.115 0.097
0.113 0.109 0.111 0.132 0.120

Tekintsiik ezt 20 elemii statisztikai mintdnak és szdmoljuk ki az (5.1.1)-gyel adott tapasztalati
vérhaté értéket és az (5.1.2)-vel adott Y statisztikat!

A 20 mérési eredmény Osszege 2.27, amit 20-szal osztva kapjuk, hogy z = 0.1135. A legkisebb
mintaelem 0.093, a legnagyobb 0.132, igy ¥ = 0.1125. O

Legyen &;,&,, ..., &, egy n-elemi statisztikai minta. Ekkor a &; valtozdk azonos eloszlastiak,
ezért varhato értékilkk ugyanaz. FEz a statisztikus sokasag varhato értéke, amit elméleti
varhatd értéknek is neveziink, ha hangsilyosan kivanjuk megkiilonboztetni a tapasztalati
varhato értéktol. Nagy mintaméret esetén a standardizdlt tapasztalati varhato érték kozelitoleg
normalis eloszlasi. Ez a tartalma a kovetkezo tételnek.

5.1. tétel: (Ko6zponti hatdreloszlas-tétel) Legyen (&1,&s,...,&,) az n-elemd statisztikai
minta az m vdrhato értéki és o szordsu statisztikai sokasdgbol. Ekkor

P(a < Enzmyn b) = (b)) — ®(a),

g

ha n — oo.

A tételt nem bizonyitjuk. (Z,—m)+/n/o valéban Z, standardizdldsa, mert M(z,) = M(&;) =
m és 0%(z,) = no?/n? = o?/n.

Mas megfogalmazasban a kozponti hatareloszlas tétel azt mondja, hogy a tapasztalati
varhato érték nagy mintaméretre kozelitoleg normalis eloszlasi, fiiggetleniil attdl, hogy mi volt
az eloszlasa & véltozéknak M (z,) = m varhaté értékkel és 0%(z,) = 02 /n szérasnégyzettel.

5.2. Paraméterbecslés

A becslés fogalmat eldszor egy példaval vilagitjuk meg. Tételezziik fel, hogy egy bizonyos
véarakozasi (vagy kiszolgalasi) id6 exponencidlis eloszlasu valésziniiségi valtozéval modellezheté.

A stirtiségfiiggvény
—bzx
Flasb) = be haz > 0,
0 ha x < 0.

A b paraméter értékét nem ismerjiik, és statisztikai dton kivanjuk megbecsiilni. Az expo-
nencidlis eloszlas varhato értéke a b paraméter reciproka, igy heurisztikusan b becslése a varhaté
érték reciproka lehet. A (&1,&,...,&,) véletlen mintabdl a varhaté értéket az (5.1.1) tapaszta-
lati varhato értékkel becsiilhetjiik, és a b paramétert az

n
SG+&+...+&
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statisztikaval becsiilhetjiik. Ha példaul a 6 elemii véletlen minta a 11, 29, 14, 13, 16, 13 értékeket
adja (mésodpercben mérve), akkor a varhaté érték becslése 16, és b becslése 1/16.

A becslés a matematikai statisztikdnak azt az alapfeladatat jelenti, amikor a statisztikus
sokasdg eloszlasdnak jellege ismert, de az abban szerepld valamely paraméter értékét mintavétel
utjan kivanjuk megbecsiilni. A becsléshez egy statisztikat konstrudlunk. Természetesen nem
hasznalhatunk barmilyen statisztikat. Egy statisztikat torzitatlan becslésnek neveziink, ha
varhato értéke a paraméter valédi értéke. Két becslés kozil a kisebb szérasut tekintjiik jobbnak,
vagy hatasosabbnak.

5.2. példa: Adott statisztikus sokasdg (elméleti) varhaté értéke m. Az n-elemii (&, &, ..., &)
véletlen mintabdl az .
X = Z Ai&i
i=1

statisztikat képezziik olyan nemnegativ ); szdmokkal, amelyek Gsszege 1. (X-et stilyozott
tapasztalati varhaté értéknek nevezhetjiik, a \; = 1/n vilasztds a szokdsos tapasztalati
véarhat6 értéket adja.)

A varhaté érték linearitasa alapjan
M(X)=> NM(E) =Y Am=m,
i=1 i=1

ezért X az (elméleti) varhatGérték torzitatlan becslése. Kiszamitjuk X szérasét.

M(XQ) = M((Z )\zfz)(z )‘jfj)) = Z)\z‘/\jM(fifj) + Z)\?M(@Q)

1#£] %

= > anmP+ > NM(E?)

i#j i
Mivel 37 Aidj =1 =37, A%, a 37\ = 1 feltételbdl azt kapjuk, hogy
o*(X) =Y N(M(E) —m?).
X szérasa akkor a lehetd legkisebb, ha A; = 1/n. Valéban,
1
N = Ai —1/n)? + —.
s

Tehat a siulyozott tapasztalati varhaté értékek koziill a kozonséges tapasztalati
varhaté érték a leghatékonyabb becslése az elméleti varhaté értéknek. Utobbi szérasa
o(&)/+/n, és az is 1athatd, hogy ha nagyobb a mintaméret, hatékonyabb a becslés. O

Legyen (&1,&,...,&,) egy statisztikus sokasagbdl vett n-elemii minta és

n



56 5.2 PARAMETERBECSLES

a tapasztalati varhato érték. A tapasztalati szorasnégyzet
2 1 2
sp== (&—7Zn) (5.2.2)
i=1

olyan statisztika, amely a sokasdg o (elméleti) szérdsnégyzetének becslésére hasznalhato.
Belatjuk, hogy

)= ——o0". (5.2.3)

A tapasztalati szérasnégyzet definicigja alapjan

n

M(ns2) = (M(&) — 2M (&) + M(T2)). (5.2.4)
i=1
Most minden tagot kiilon kiszdmolunk. M (&) = M(£?), mert a mintaelemek azonos el-

oszlasuak.

1 " 1 1
M(&z,) = EM(&'Z&) = ;M(fiz) +to > M(&g)
i=1 i
’ n— 1m2 :

_ Ly
= —ME@)+

mert a mintaelemek fiiggetlensége miatt M (&;&;) = M (&)M(&;) = m?. Végiil

n®—n
m”.

n2

1 o 1 1
M) = 13 L MEF + 150 M&g) = M) +
Jj= k#j

Visszahelyettesitve (5.2.4)-be:

M(ns,) = Z (M(€2) - %M(EQ) - wnﬂ + %M(gQ) L _ ”m2)

= (n=1)(M(E) —m*) = (n—1)o”,

amib6l n-nel val6 osztédssal (5.2.3) adédik.

(5.2.3)-bél lathaté, hogy a tapasztalati szérdsnégyzet torzitott becslése az elméleti
szorasnégyzetnek, de a torzitas mértéke n novekedésével csokken, és aszimptotikusan torzitatlan
becslést kapunk. A példabdl a kovetkezo definicié fogalmazhaté meg. Legyen

Xn = Fn(fl, §2, e ,gn) (525)

az n-elemii mintan alapulé statisztika. Azt mondjuk, hogy az X, becsléssorozat aszimptoti-
kusan torzitatlan becslése a § paraméternek, ha

lim M(X,)=6.

n—oo

Tehat a tapasztalati szérdsnégyzetek sorozata példa aszimptotikusan torzitatlan
becsléssorozatra.
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5.3. példa: Legyen (&1,&,...,&,) a [0,1] intervallumban egyenletes eloszldsi sokasagbdl vett
minta. Haszndlhatjuk-e az £ = max(&,&s,...,&,) statisztikdt az ismeretlen ¢ paraméter
becslésére?

A matematika nyelvére atfogalmazva az a kérdés, hogy torzitatlan becslése-e £ a t-nek.
Tehat ki kell szamolnunk & varhato értékét, és ehhez a stirtiségfiiggvényét. Az eloszlasfiiggvény
definiciéja szerint

F(z)=P( <2)=P& <2,& <, 6 <a).
Ez a valdsziniiség faktorizal, mert a mintaelemek fiiggetlenek. Azonos eloszlasuak is, ezért

0 ha z <0,
Flz)=P& <2)"=¢ (/)" ha0<z<t,
1 hal < x.
Differencialva kapjuk & f stirliségfiiggvényét:
_fmna" 't haO<z<t
fle) = { 0 egyébként.

Most ki tudjuk szdmolni £ varhaté értékét,

t
M) = / nx"t " dr = t.
0

n+1
Tehat & varhato értéke nem ¢, igy & torzitott becslése a ¢ paraméternek. Ha n nd, akkor a
torzitas csokken. Mivel n/(n + 1) hatdrértéke 1, a becslés aszimptotikusan torzitatlan.

Azt mondhatjuk, hogy nagy n-re az £ statisztika hasznalhaté ¢ becslésére, de legjobb, ha a

korrigalt

Y, = ”Z 1 max(&1, &, - . ., &) (5.2.6)

statisztikat haszndljuk, ez ugyanis torzitatlan becslés 1évén barmilyen n-re jél haszndlhaté.

A t paraméternek a 27,, statisztika is torzitatlan becslése. Melyiket érdemesebb hasznalni?
Y,-t vagy a tapasztalati varhato érték kétszeresét? Az a hatékonyabb becslés, amelynek kisebb
a szorasa. Szamoljuk ki tehat a szdérasokat!

A [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlds szérasnégyzete a 2.11. példa alapjan t2/12. Ezért
27, szérasnégyzete t2/3n. Ezt kell 6sszehasonlitani Y, szérasnégyzetével.

n
2

¢
M(£,)? = / nz"tt " dr =
0

6= (50) Tt == Gy -V = s

Nagy mintaméretre, azaz nagy n-re, t?/n(n + 2) sokkal kisebb mint ¢?/3n, tehit az Y,
statisztika joval hatékonyabb. O

Legyen n; és 1o két olyan val6sziniiségi véaltozd, hogy m < 1. Ekkor (91, 19) egy véletlen el-
helyezkedésii intervallum, ami tartalmazhatja a becsiilendé statisztikai paramétert. Azt mond-
juk, hogy (m,n2) megbizhatésdgi intervallum az ismeretlen paraméter szdmdra, az x %-os
szinten, ha annak a valésziniisége, hogy a paraméter 7, és 1o kozé esik legaldbb z/100%.
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5.4. példa: Normailis eloszlasu statisztikai sokasag szérdsa o és varhato értéke ismeretlen. Ke-
ressiink megbizhatdsdgi intervallumot a tapasztalati varhat6 értékhez 95%-os megbizhatdsagi
szinten!

Olyan ¢ > 0 szamot keresiink, amelyre
P(|z, —m| <¢) <0.95

teljesiil. Az T,, — m valdszintiségi valtozé szérésa o/+/n, varhat6 értéke 0 és normalis eloszlasi.
Standardizalunk, hogy a standard normadlis eloszlas eloszlasfiiggvényét haszndlhassuk.

leammi<a = (5 <50 <o)~ (-o()
- (L) -

Ez akkor lesz 0.95, ha
C\/ﬁ
@(T) = 0.975 = &(1.96)

azaz c\/n/o =1.96 és ¢ = 1.960//n.

Tekintsiik most az n = 20 mintaméretet az 5.1. példa szamszerii adataival és tételezziik fel,
hogy o = 0.013. Ekkor ¢ = 0.025/4.472 = 0.006. Az 5.1. példdban z,, = 0.114. Analizisiink
eredményét igy foglalhatjuk 6ssze: 95%-o0s megbizhatisdggal allithatjuk, hogy a mért paraméter
értéke 0.114 — 0.006 = 0.108 és 0.114 + 0.006 = 0.120 kozé esik. O

A gyakorlatban haszndlt megbizhatésagi szintek 90%, 95% és 99%. Tilsdgosan nagy
megbizhatésagi szintet dltaldban azért nem érdemes megkovetelni, mert akkor a megbizhatésagi
(vagy konfidencia) intervallum hossza erGsen megnéhet. Az el6z6 példdban a 99.9%
megbizhatésagi szinthez méar a ¢ = 0.010 érték tartozik, ami csak a nagyon kis szérds és a
nagy mintaméret miatt nem ad sokkal hoszabb meghizhatésagi intervallumot.

5.5. példa: Legyen & és n két valészintiségi valtozd. Gondoljunk arra, hogy £ valamely, Bu-
dapesten eladott lakas alapteriilete, n pedig ugyannek a lakasnak az eladdsi ara. n értékére
becslést kaphatunk & ismeretében a linedris regressziét haszndlva:

Cov (¢, n)
na M)+~ 220 (&= M(6))
)+ = ©
Ennek a képletnek a segitségével megbecsiilhetjiik egy lakas eladasi arat az alapteriilete isme-
retében, feltéve persze, hogy a képletben szereplé M (n) varhaté értéket és a

Cov(&,m)

a%(¢)

regresszids egyiitthatét ismerjiik. Ha adott a (91,79,...,7m,) statisztikai minta, akkor M (n)
becslésére haszndlhatjuk az empirikus varhaté értéket. Ahhoz, hogy a regressziés egyiitthatét
becsiiljiik, természetesen a &-re vonatkozé mintét is ismerniink kell. Legyen ez (&1,&s, ..., &)-
(Tehdt & annak a lakdsnak az eladdsi 4ra, amelynek alapteriilete 7;.) A regresszids egyiitthatd

szokdsos becslése " _ -
s (&G =i —n)

> (& —6)? (5.2.7)




29

fgy

nsn+ 5
> (& =)
Itt a jobb oldalon csak a mintaelemek szerepelnek. Ez a képlet a legkisebb négyzetek elvén
alapul6 egyenesillesztés kapcsan is ismert. Annak az egyenesnek az egyenlete a &-n sikon,

S & = mi—1) ({; _ f) (5.2.8)

amely ,,leginkdbb” a (&1,m1), (&2,m2), - -, (&ny M) pontok kozelében halad. Természetesn az
(5.2.8) képletnek csak abban az esetben van haszna, ha £ és n kozott a kapcesolat megkozelitileg
linearis. =

5.3. Normalis eloszlasi sokasagok

Tegyiik fel, hogy a statisztikai sokasdg N(m, o) eloszldsi. Ekkor az (5.2.1)-gyel értelmezett T,
tapasztalati varhato érték is normaélis eloszlasu a 3.7 tétel dltalanositdasa alapjan. z, eloszlasa
N(m,o/y/n). A tapasztalati szérdsnégyzet eloszlasarol szol a kovetkezd tétel.

5.2. tétel: N(m,o) eloszldsi sokasdg esetén ns2/o? (n — 1)-szabadsdgfoki x*-eloszldst kovet.

Az egyszeriliség kedvéért csak az n = 2 esetet tekintjiik.

- (659 (058 - (55).

és ezért

2s3 _ ({:1 — 52)2
02 \/50‘ )

Azt kell latnunk, hogy (& — &)/v/20 standard nomilis eloszldsi. Ez a tény a 3.7. tételbdl
kovetkezik.

5.3. tétel: Normdlis eloszldsiu sokasdg esetén a tapasztalati vdrhatoérték és a tapasztalat
szordsnégyzet eqymastol fiiggetlen statisztikdk.

A tételt nem bizonyitjuk. 7, és s> fiiggetlensége a normalis eloszldsi statisztikus sokasagok
jellemzdje. (Mas eloszlasok esetén a fiiggetlenség dltaldban nem &ll fenn.) Az n = 2 mintaméret

esetén a tétel a
&L+& , -6

vz o e

valészintiségi valtozok fiiggetlenségét allitja. A kinetikus gazelméletbdl vett példaval azt gon-
dolhatjuk, hogy &, egy molekula z irdnyu sebessége, & pedig az y irdnyu sebessége. A sebesség-
komponensek fiiggetlensége barmilyen mds derékszogli koordindtarendszerben fenn kell, hogy
alljon. Nézziik, most azt az (2,9, 2) koordindta rendszert, amiben az ' irdnyt az (1/v/2,
1/4/2,2) vektor, az y' iranyt pedig az (1/v/2,—1/v/2, z) vektor adja meg. Jél lathaté, hogy
2’ és y' merdlegesek lesznek. Ezek utdn vegyiik észre, hogy (& + &)/v/2 a részecske 2 irdny
sebessége, (& — &)/v/2 pedig az 3 irdnyt sebessége. MerGleges irdnyokrél lévén szé a két
sebességosszetevo fliggetlen. Ez az okoskodas természetesen nem matematikai bizonyitas, de
pontosan ramutat arra, hogy a tétel miért igaz.

Ha & és n olyan fiiggetlen valészintiségi valtozok, hogy £ standard normélis eloszldsu és n
n-szabadsagfoki x eloszlast kovet, akkor \/n&/n eloszlasit n-szabadsdgfoki t-eloszldsnak
nevezzik.
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A t-eloszlast W.S. Gosset vizsgialta elGszor 1908-ban. Egy ir sorfézde alkalmazottjaként nem
publikalhatta statisztikai vizsgalatai eredményét, és ,,Student” alnéven irt. Ezért nevezik a t-eloszlast
gyakran Student-eloszldsnak.

A legfontosabb példat a t-eloszlasra a normélis eloszldsi sokasdg szolgaltatja. Az N(m, o)
normalis sokasag esetén a

t= n—lf”_m

0.3.1
- (531
statisztika Student-eloszlasi, (n—1)-szabadsdgfokkal. Valéban, mivel az 77 tétel szerint y/ns/c
(n — 1)-szabadséagfoki x-eloszlast kovet, (T, — m)y/n/o standard normélis eloszlasi, és az 5.3.
tétel szerint s, és 7, fliggetlenek.

A t-eloszlas suriségfliiggvénye
, (5.3.2)

és ennek grafikonja harang alaki, emlékeztet a normaélis eloszlasra. Ennél sokkal tobb is igaz.
Ha a szabadsigfok tart a végtelenhez, akkor az n-szabadsédgfoku t-eloszlds a standard normaélis
eloszldshoz konvergdl. Megemlitjiik, hogy az n-szabadsigfoki t-eloszlds variancidja n/(n — 2).

5.4. Hipotézisvizsgalat és statisztikai probak

A statisztikaihipotézis vizsgdlatban nem az ismeretlen paraméter értékét akarjuk megtudni
(mint a becslések alkalmazdsakor), hanem a paraméter értékére vonatkozé hipotézisiinket akar-
juk ellendrizni. Az ellenérzendd hipotézis lehet példaul az, hogy egy darabologép altal levagott
csodarabok dtlagos hossza 115 mm és 123 mm kozé esik. Az ellenérzendo hipotézist a statiszti-
kusok rendszerint Hy-lal jelolik, és a neve nullahipotézis. H; jeloli az alternativ hipotézist, ami
a fenti példaban az lehet, hogy a cs6darabok atlagos hossza 123 mm-nél nagyobb. A statiszti-
kai hipotézisvizsgalat abban 4ll, hogy a véletlen minta alapjan eldontjiik, hogy elfogadjuk a Hy
hipotézist, vagy elvetjiik. A dontéskor kétféle hibat kovethetiink el. A hipotézis valéjaban igaz,
de mi tévesen elvetjiik, ez az els6 tipusi hiba. A masik tévedési lehetdség az, hogy elfogadjuk
a hipotézist, de az valéjaban hamis. Ez a masodik tipusii hiba. Természetesen mindkét hiba
valdszintiségét kicsinek kivanjuk. A hipotézisvizsgalat a statisztikai préban keresztiil valésul
meg. Példaként tekintsiink egy palackozé gépet, amely 200 ml vegyi anyagot t0lt egy-egy pa-
lackba. Statisztikai prébaval kivanjuk eldonteni, hogy az egy palackba juté dtlagos mennyiség
valoban 200 ml-e. Ezt valasztjuk nullahipotézisnek, szemben azzal az alternativaval, hogy az
atlag nem 200 ml. Feltételezziik, hogy az egy palackba t0ltott anyag mennyisége normélis el-
oszlast mutat. A prébdhoz az (5.3.1)-gyel adott ¢-statisztikdt hasznaljuk. Matematikailag ¢
egy valdszintliségi valtoz6, amelynek eloszldsa ismert. Ha n a minta elemszama, akkor ¢ (n — 1)
szabadsagfoku Student-eloszldst mutat. Kell valasztanunk egy 0 < p < 1 szdmot ugy, hogy
a p valésziniiségli esemény gyakorlatilag elhanyagolhaté legyen. p = 0,005 elfogadhato, és az
(1 — p)100% = 99, 5%-ot a szignifikancia szintjének nevezziikk. Ez adja meg, hogy milyen
bizonyossdggal akarjuk a probat alkalmazni. A Student-eloszlas tablazatabol kikeressiik azt a
tp értéket, amelyre

P(t| >t,)=p (5.4.1)
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Példaként gondoljunk arra, hogy 25 palackot vizsgdltak meg, és azt talaltak, hogy azok
atlagosan ¥ = 200,3 ml anyagot tartalmaztak, és a tapasztalati szordas s = 0,04 ml volt.
Ekkor

200, 3 — 200
t=vV 24’074 = 3.67

A 24 szabadsagfoku Student-eloszlds tablazatabdl ¢y 005 = 2,797, ami kevesebb, mint 3.67. A
proba alkalmazdsakor tehat olyan esemény kovetkezett be, amelynek valdszintisége p = 0, 005-
nél kisebb. Mivel ilyen kis valésziniiségii eseményt gyakorlatilag lehetetlennek itéliink, el kell
vetni azt a hipotézist, hogy az egy palackba juté mennyiség atlagosan 200 ml. A fent leirt
préba a t-préoba. Akkor alkalmazhatd, ha a sokasidg normalis eloszlasu, szorasa ismeretlen, és
a varhaté értékre vonatkozd hipotézist kell ellendrizni.

5.6. példa: Egy vegyész a titdn meghatdrozasira olcséd, gyors és pontos eljardst fejleszt ki.
Médszere pontossdgat bemutatandé egy mintan 50 egymdstol fiiggetlen vizsgdlatot végez, ame-
lyek 4tlaga 0.0095 ppm és variancidja 81.0 -1078. Az j médszerrel vizsgalt anyagot a régi, driga
de bevaltan nagyon pontos vizsgalatnak alavetve azt kapjak, hogy 0.0093 ppm titant tartal-
maz. Dontsiik el, hogy a szignifikancia 95%-os szintjén van-e okunk kételkedni az 1j mddszer
pontossagaban!

Ismert a tapasztalati szoras, a tapasztalati varhato érték, és a varhaté értékre vonatkozo

hipotézist kell ellenérizni. Ha normalis eloszlast tételeziink fel, akkor a ¢-préba alkalmazhaté.
(5.3.1)-be behelyettesitve

0.0095 — 0.0093
t=14 = 1.55556..
R T 55556

Az (5.4.1) egyenlGséghez tartozo t, értéket a 49 szabadsagfoki t-eloszlds tdblazatabol vessziik:
p = 0.05 és t, = 2.01.
t=1.62<t,=201,

ezért az eltérés nem szignifikans a 95%-os szinten, nem kell elvetniink a 0-hipotézist. O

Gyakorlatok

5.1. gyakorlat: Legyen (£1,&,...,&) egy N(0,1) sokasidgbdl vett minta. A ¢ dllandé milyen
értékére lesz az

r=c&+&+&) +ell+&+&)

statisztika x?-eloszlasi?

5.2. gyakorlat: Legyen (£1,&s,...,&,) egy N(m, o) sokasdgbdl vett minta. Mi lesy az
n(zg) —m)*/o”

eloszlasa?

5.3. gyakorlat: Bizonyitsa be, hogy a

G +&
2

statisztika egyenletes eloszldsu sokasdg esetén torzitatlan becslése az elméleti varhaté értéknek!

Y =
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5.4. gyakorlat: Mi a valészintisége, hogy a normalis eloszlasti o = 10 szorasu sokasaghdl vett
5 elemi minta variancidja tobb, mint 1207 Haszndlja fel, hogy a 4 szabadsagfoki x2-eloszlés
stirtiségfiiggvénye
1,.,—x/2
flz) = 1€ haaf >,O,
0 egyébként.

5.5. gyakorlat:M &,&,, ..., & fiiggetlen standard normélis eloszldsi valészintiségi valtozok.
Milyen c allandéra lesz
c(& + &)

(63 + &1+ 65)'7

t-eloszlasu valészintliségi valtozd?

5.6. gyakorlat: Adjon részletes bizonyitast arra, hogy az n-szabadsagfoku t-eloszlas a stan-
dard normalis eloszlashoz tart, ha n — oo!

5.7. gyakorlat: M ¢ és n fiiggetlen normélis eloszlst valészintiségi valtozék 0 varhaté értékkel
és 2 variancidval. Hatdrozza meg a
2
P<@+nl<4>

&—n)
értékét!

5.8. gyakorlat: 50 hallgaté megmérte az aluminium fajhgjét. A méréseikbol szamolt (tapasz-
talati) atlagérték 0.2210 (cal/g°C) és a tapasztalati szérds 0.0240 (cal/g°C). Mit mondhatunk
a megbizhatésdg 95%-os szintjén a hibardl, ha az atlagértéket tekintjiik az aluminium igazi
fajhGjének?

5.9. gyakorlat: Egy statisztikai adat azt mondja, hogy az ir6gépek 30%-dt egy A cég gyértja.
Ugyanakkor egy felmérés azt mutatja, hogy 500 megnézett irégépbol 118-at gyartott az A cég.
Kételkediink-e a 30%-os adatban a szignifikancia 99%-os szintjén?

5.10. gyakorlat: 0.013 szérasi normdlsi eloszlasu statisztikai sokasag tapasztalati varhato
értékeihez keresiink megbizhatésagi intervallumot a 99%-os szinten. Mekkora legyen a min-
taméret, ha a 0.002 hosszusagu intervallumot akarunk biztositani?

5.11. gyakorlat:™M 5,1, ..., ns standard normalis eloszlast fiiggetlen valésziniiségi valtozdk.
Milyen eloszldsa van a
215

VI + 2+ g+ 03

valészintiségi valtozonak?

5.12. gyakorlat: Mikor neveziink egy becsléssorozatot aszimptotikusan torzitatlannak?
Mondjon példat! Mit értiink azon, hogy egy becslés hatékonyabb a masiknal? Mondjon példat!

5.13. gyakorlat:M &,,&,,...,& 0 varhaté értékil és 2 szérasu statisztikai sokasagbdl vett 6
elemi véletlen minta. Milyen ¢ szdmra lesz a

c(b1+&+E) + (&t &+ &)

statisztika x? eloszl4sd?
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5.14. gyakorlat: Mit neveziink torzitatlan statisztikai becslésnek? Egy statisztikus sokasig
eloszlasardl tudjuk, hogy egyenletes a [—t,¢] intervallumon, de a ¢ paramétert nem ismerjiik.
Javasoljon statisztikat a t paraméter becslésére! Indokolja javaslatat!

5.15. gyakorlat:M Normdlis eloszldsu statisztikus sokasdg szérasat ismerjiik, 0.13. Mek-
kora legyen a mintaméret, hogy az ismeretlen elméleti varhato értékhez a tapasztalati varhato
értékbdl a 95%-os szinten 0.1 hosszisagu megbizhatdsagi intervallumot kapjunk?

5.16. gyakorlat: (&1,6,63,&4) egy [0,t] intervallumban egyenletes eloszldsi statisztikus so-
kasaghdl vett véletlen minta. Az

:§1+52+§3+f4
4 )

_ §1+ 28 + 8§+ 26
3 )

m 2 n3 =& + &

statisztikdk kozil melyiket hasznalnd az ismeretlen ¢t paraméter becslésére? Részletesen indo-
kolja valaszat!

5.17. gyakorlat: M Exponencidlis eloszldsi sokasdgbdl vett 3 elemii minta (&,&,&s).
Hasznélhaté-e az

n = MAX(&1, &2, &3)

statisztika a sokasdg varhaté értékének becslésére? (Az n valésziniiségi valtozé a mintaelemek
legnagyobbikét jeloli.)

5.18. gyakorlat:M A [0,¢] intervallumban egyenletes eloszlast statisztikus sokasdg t pa-
ramétere ismeretlen. A (&, &, &3, &4) véletlen mintdn alapuld

m =& +&+ & — &, m=+&

statisztikdk koziil melyik el6nydsebb ¢ becslésére? (Miért?)

5.19. gyakorlat: Magyardzza meg, hogy (5.2.7) miért becslése a regresszios egyiitthaténak!
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6.1.

Hatodik fejezet

Megoldasok

Az elso fejezet gyakorlatai

1.1. gyakorlat megoldasa:

A - B = (), mivel egymdst kizaré események, tehat P(A - B) = 0.

(a)
(b)

(c)
(d)

P(A)=1-P(4), P(A) =0,8.

P(A-B)=P ((A+ B)) —1-P(A+B)=1—(P(A)+ P(B) — P(A- B)) és P(4-B) =
0,25 (De Morgan azonossag).

P(A+ B) = P(A) + B(B) (Kolmogorov III. axiéma), P(A + B) =0, 75.

P(A- B) =0 (a feltételekbdl kovetkezden). 0

1.3. gyakorlat megoldasa:

Visszatevés nélkiill egymas utan kivessziik a dobozbdl a H illetve S jeli elemeket.
P(HHHHHHHSSS) =?

(a)

(b)

Megoldas a klasszikus valészintiségelmélet alapjan: A H jeld ill. S jeli elemek nem kiilon-
boztethet6k meg egymds kozt. Az elemi események a 10 db (7 db H és 3 db S) elem
ismétléses permutacioi.

P kedvez6 esetek szama 1 1
Osszes esetek szama 71,—?,’!, 120

Ha a kiilonbozo jelii elemek egymas kozt megkiilonboztethetdk, akkor a feladat ekvivalens
a 10 db kiillonb6zoé elemmel kapcsolatos aldbbi feladattal:

Mennyi annak a valészintisége, hogy egy urnabdl, melyben 7 db piros az 1, 2, ..., 7
szamokkal sorszamozott és 3 db az 1, 2, 3 szdmokkal sorszadmozott zold golyé van, egymas
utan kivéve mind a 10 db golyét, az els6é 7 db golyo piros lesz?

Az elemi események ebben az esetben 1ugy szarmaztathatok, hogy 10 db lehetséges
helybél kivédlasztunk harmat (az Gsszes lehetséges mdédon) a zold golyé szamdara, majd
a kivalasztott helyekre az Gsszes lehetséges modon elhelyezziik a zold golydkat.
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10 elembdl (130) féleképpen valaszthatunk ki harmat (kombindcid), az 1, 2, 3 sorszdmu
zold golydkat pedig 3! féleképpen helyezhetjiik el a harom ,,éppen kivalasztott” helyre.

A 7 db sorszamozott piros golyét pedig 7! féleképpen helyezhetjiik el a fennmaradé 7
helyre. Az Osszes lehetséges esetek szama: (130) 30T
A kedvezd esetek szama: 7! - 3!

po T3 11
(7) -8 O T 12

(c) A feladat modellezhet$ az aldbbi médon is. Adott 10 db urna.

‘7H3S‘ ‘6H3S‘ ‘5H3S‘ ‘4H3S‘ ‘31{35‘ ‘2H3SH1H3SH 35 H 29 H 19 ‘
1. 2. 3. 4. 5. 0. 7. 8. 9. 10.

Mindegyik urndbdl az 1. sorszamuval kezdve és az elhelyezési sorrendet betartva —
véletlenszerlien — véalasztunk egy elemet. Kérdés: mennyi annak a valészintisége, hogy a
hizds sordn az els6 7 elem H, az utolsé 3 pedig S? A megoldds sordn az egymds utani
huzasokat egy fiiggetlen kisérletsorozat elemeinek tekinthetjiik, azaz, ha Ei, F,,..., E
rendre az egyes huzdsok sordan bekovetkezé események, akkor P(E; - Ey - Es- ... Eyg) =
P(E,)P(E,) ... P(E1). Ezzel a keresett valészintiség:

P_76543211321_1
10 9 8 7 6 5 4 4 3 2 1 120

(d) A feladat az un. szorzési szabdly segitségével is megoldhatd.

PH-H-H-H-H-H-H-S-5-9)
= P (H,) - P(Hy|H,) - P(Hs|H, - Hy) - P(H;|H, - - - H)
-P(Sy|Hy---Hy) - P(S2|Hy---H7S1) - P(S3|Hy - - H75155).

1.5. gyakorlat megoldasa:

Legyen A az az esemény, amelynek a valdsziniiségét keressiik. Ha A megvalésul, akkor az 1-est
megdobhatjuk az elsd, a mésodik, a harmadik, ..., az n-edik és igy tovabb dobdsra. Legyen
A, az az esemény, hogy n-edikre 1-est dobunk és elotte nem dobunk sem parosat, sem 1-est.
Ekkor

Mivel ezek egymast kizdr6 események

Ki kell szdmolnunk a P(A,) valészinliséget. A, fiiggetlen események szorzata: az elsd,
a masodik, a harmadik, ..., az (n — 1)-edik dobdsra a {3, 5} esemény val6sul meg, az n-
edik dobdsra pedig az {1} esemény. Ezek valdsziniisége 2/6 és 1/6. Filiggetlenség esetén a

valdszintliségek szorzédnak, tehat
n—1171

PAn) = (6) 6
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és
1 2 [2)° 2\* 11 13 1
PA=-(1+Z4+(Z) +...+(=) +...] ==- ===
(4) 6( 6 (6) <6> ) 6 1—% 6 2
o
a végtelen mértani sor Gsszegzésével. (A Y a;q™ végtelen mértani sor Gsszege: S = a; - 1——q')
n=0
Megjegyzés: A |, klasszikus valdszinliségelmélet” nem haszndlhaté a feladat megoldasara,
mivel az elemi események szama nem véges. O

1.6. gyakorlat megoldasa:

Azt az eseményt, hogy a szdmok Osszege legaldbb 58 harom, egymast paronként kizaré esemény
Osszegére bonthatjuk: A = (a szdmok Osszege 58), B = (a szdmok dsszege 59), C' = (a szamok
osszege 60). Igy

P(a szdmok Osszege legalabb 58) = P(A) + P(B) + P(C).

A C esemény csak tgy valésulhat meg, ha mind a 10 kocka 6-ost mutat, igy a kedvezd le-
het&ségek szama 1. Az Osszes lehetdségek szama 6 elem 10-ed osztalyu ismétléses kombinacioi

szama, tehat
6+10—1
10

(Megjegyezziik, hogy kombindciékat kell szdmolni, mert a kockdk egymdstél nem
megkiilonboztetheték, tehdt sorrendnek nincs is értelme.)

1

15

10
A B esemény ugy valésulhat meg, ha 9 db. 6-os és 1db. 5-6s adédik. Mivel sorrendnek nincs
értelme, most is csak 1 kedvezo lehetéség van:

P(A) =

1

15

10
A C' esemény mar kétféleképpen johet 1étre: 1. 8 db. 6-0s és 2 db. 5-6s 2. 9 db. 6-0s és 1db
4-es. Tehat

P(B) =

(%).

Megoldas a teljes valosziniliség tétele alapjan. Jelolje A azt az eseményt, hogy ,,1” vagy ,,2” a
kockadobas eredménye, B pedig a ,,3”, ,,4”, ,,5”, ,,6” dobdsok bekovetkezését! Akkor

P(C) =

1.7. gyakorlat megoldéasa:

PA)=c=5 é PB)=;=_.

Mivel A-B=( és A+ B =Q, A és B teljes eseményrendszert alkot.
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A teljes valdsziniiség tétele szerint

P(F) = P(F|A) - P(A) + P(F|B) - P(B).

Mivel . 5 6 .
P(A)=-, P(B)==, P(F|A)=-, P(F|B)=-
igy
P(F)_G 1+1 2 5
9 3 2 3 9

Megjegyzés: Az eredeti feladat atfogalmazhaté a kovetkezo médon. Adott 2 urna, 6 fehér és
3 piros illetve 4 fehér és 4 piros golydval. Ezek koziil véletlenszeriien valasztunk egyet. Az I.

urna valasztasanak valdszniisége %, a II. urndé 2. O

w

1.9. gyakorlat megoldéasa:

A feladat dllitasa azt jelenti, hogy pan = Pa(n+1), vagyis ha 2(n + 1)-szer dobunk, akkor annak
a valészintisége, hogy a dobott fejek és irdsok szama tovabbra is egyenld, kisebb lesz, mint 2n
dobas esetén.

pon €rtéke adott n esetére, a klasszikus valdsziniiségelmélet alapjan szamithaté, mivel az
eseményteret az F és I elemekbdl all6 2n hosszisdgu sorozatok alkotjak. Masrészt F és 1
bekovetkezése — szabalyos érmét feltételezve — egyenld valdsziniiségii. Tehat minden elemi
esemény azonos valésziniiségi, ezért

kedvezd esetek szdma

- - = Pon
0SSzes esetek SZama

A kedvez6 esetek szama annyi, ahdny féleképpen ki tudunk vélasztani a 2n szamu lehetséges
helybél n szémiit (pl.) a fejek (F) szdméra. Ezek szdma: (*"). (2n elem n-ed osztélyt, ismétlés
nélkiili kombindcidinak szdma.)
Az 6sszes lehetséges esetek szama (az eseménytér elemszama): 227
Ezzel (Qn)
Don = 27;” .

Bizonyitani kell, hogy
(Qn) (2(n+1))
n > n+1
92n 7 92(n+1) °

Ha a fenti egyenlétlenséget megoldjuk n-re, akkor eldonthetd, hogy po, monoton névekvo

sorozat-e. Hasznélva (}) = ﬁlk), definicidt és az egyenl6tlenségbe behelyettesitve: 2(n+1) >

2n + 1 adédik, és ez minden n-re igaz. O

1.11. gyakorlat megoldasa:

Azt az eseményt, hogy a fejek szdma ugyanannyi, 4 egymadst paronként kizaré eseményre bont-
hatjuk. Jelolje A; azt az eseményt, hogy mindkét ember i-szer dob fejet. i lehetséges értékei
0,1,2,3. A keresett valdsziniiség

P(Ay) + P(A1) + P(Ay) + P(A3)

osszeg, amelynek tagjait ay aldbbi médon kiszdmoljuk.
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Annak a valdszintisége, hogy az egyik ember nem dob fejet 1/8, annak a val6sziniisége, hogy
a masik nem dob fejet szintén 1/8. Mivel a két ember egymdstdl fiiggetleniil dob, annak a
valészintisége, hogy egyikiik sem dob fejet 1/8-1/8. Tehat

1

P(o) = 5.

Annak a valdszintisége, hogy az egyik ember a harom dobdsbdl egyszer dob fejet 3/8, ezért

9
P(A,) = —.
(A1) = =
Hasonldan 9 .
P(A2) = @; P(A3) = 6_4’

és igy a keresett valdsziniiség 20/64.

1.12. gyakorlat megoldéasa:
Jelolje Py, Py, Py azt az eseményt, hogy elsore, masodikra, harmadikra pirosat hidztunk! A

P(P,|P;, - Ps) feltételes valészintiséget keressiik. Definicié szerint:
P(P; - P, - P)
P(P,- P)

P(P1|P2P3):

P(P1P2P3) = P(P3‘P1£2)P(P1P2), ahol PLPIPQ) = P(P2|P1)P(P1)_és Q= Pl‘i‘?l
P(P2P3):P(P3P2(P1+P1)):P(P1P2P3+P1P2P3):P(P1P2P3)+P(P1P2P3)

A teljes valdsziniiség tétele szerint P(Py) = P(Py-Q) = P(Py(P,+P,)) = P(Py-P)+ P(P;-
Py)
P(PPy) = P(P|Py) - P(Py)

P(PPyPs) = P(P3|P,P,) - P(P: |P1) P(P,)
A szukseges adatok: P(P)) = &; P(P,) = 3; P(PR|P) = &; P(P|P1) = &; P(Bs|Pr -
Py) =5 és P(P3|Py- P1) = . Behelyettes1tes utan P(P1|P2P3) <

Megjeqyzés:

(1) A megoldés alapja lehet a Bayes-tétel.
(2) A feladathoz tartozé eseménytér felépithetd a P és P elemekbdl:

Q= {PPP, PPP, PPP, PPP, PPP, PPP, PPP, PPP} ={A, B, C, D}.

Ha az egyes eseményeket realizald Osszes elemi eseményt felirjuk, akkor az eredeti feladat
modellezhet6 1gy, hogy tekintjiik a PPP-t és a PPP-t realizal6 elemi események halmazat,

. ) .. . ” |{PPP}| . (s
és azt kérdezziik, hogy mivel egyenlo (PPPIIL (PP hanyados. Ezzel a feladat megoldasat

visszavezettiik egyrészt a klasszikus valészintliségelméletre, masrészt — technikailag — a vissza-
tevés nélkiili mintavételnél alkalmazott hipergeometrikus eloszldsra, amibdl:

(-G)  _1
GG +6EE) -5 o

1.17. gyakorlat megoldéasa:
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Megoldas a klasszikus valdsziniiségelmélet alapjan. Elemi események: az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamok
harmadosztalyt ismétléses variacioi.

Az osszes esetek szama: 63. A kedvezd esetek szama: (g) -3!, mivel 6 kiilonb6z6 elem koziil kell
kivdlasztani hdrmat az Gsszes lehetséges médon. A sorrendjiik ugyan nem szdmit, egy adott
szdmhdarmas — mint hdrom elemi halmaz — 3! féleképpen valésulhat meg, ezért a valasztott
modell (klasszikus valészintiségelmélet) hasznalhatdésdga érdekében a hdrom egymés utdni dobés
soran el6fordulé kiilonbozo sorrendii bekovetkezéseket meg kell kiilonboztetni.

fgy a keresett valdsziniiség:

1.19. gyakorlat megoldéasa:

A feltételekbél adédéan P(A- B) =0. A B és B események teljes eseményrendszert alkotnak.
Igy P(A) = P(A(B+B)) = P(AB+AB) = P(AB)+P(AB) = 0,2, mivel AB és AB események
is egymést kizéré események. A definiciét felhasznalva: P(A+B|B) = P((j‘; 5)"3) = HEEB)
P(B)

1.20. gyakorlat megoldéasa:
Feladat a P(A + B) valdszinliség kiszdmitasa. A fiiggetlenség felhasznaldsaval (1.2.4.) alapjin

P(A+B) =0,8+0,6—-0,8-0,6=1,4—0,48=0,92

1.21. gyakorlat megoldéasa:

Elemi események az 1,2,3,4,5,6 szdmok harmad osztalyu ismétléses varidcidi. Az Osszes
elemi események szama: Q2] = 63. A feladat szempontjabol kedvezd eseteket megvaldsité elemi
események:

(1,5,6),(1,4,5),(1,4,6),(1,3,4),(1,3,5),(1,3,6),(1,2,3),(1,2,4),(1,2,5), (1, 2,6),(2,5,6),
(2,4,5),(2,4,6),(2,3,4),(2,3,5),(2,3,6), (3,5,6),(3,4,5),(3,4,6), (4,5, 6).
Ezek szama 20, és mindegyik azonos valészintiségili (ha hdrom egymads utdni kockadobdst fiigget-
len kisérletsorozatnak feltételeziink). Tehat

20 22-5 5

Pp===2"°"-"2
63 23.33 54

1.24. gyakorlat megoldasa:
A feltételekb6 adott, hogy

P(A¢) = P(A;) = P(Bo) = P(By) = P(Cy) = P(Cy) = %

és
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A)-P(Cy) i=0,1, k=0,1
de

1.26. gyakorlat megoldéasa:

Jelentse A : az éllat szemmutans, B : a szarnymutans eseményeket.
a.) P(A+ B)=P(A)+P(B)—P(A-B)=0.25+0.50—-0.10 = 0.65
b.) P(A—B)=P(A)— P(A-B)=0.25-0.10 = 0.15

1.27. gyakorlat megoldésa:

Jeloljiik az ,.elpusztit”, ,karosit” és ,,nem taldja” eseményeket rendre A, B, C-vel. Ekkor
P(A)=0.5, P(B) =0.25és P(C) =1—0.75 = 0.25. A négy részecske hatdsa X, Xo, X3, X4;
itt az X; az i-edik részecske hatasatol fiiggéen A, B vagy C. A sejt pusztuldsa akkor kovetkezik
be, ha a sorozatban van A, vagy nincs ugyan A, de legaldbb két B el6fordul benne. Az
elébbi események ellentettjének valdszinvalészintisége 0.5%. Ezért annakvaldésziniisége, hogy
a részecskék egyike elpusztitja a sejtet, 1 — 0.5%. A mésik Osszetett esemény valdszintisége

0.25* [(5) + (5) + (3)] = 11-0.25". Innen a végeredmény 0.98.

1.28. gyakorlat megoldéasa:

A sejthalmaz besugarzas utani dllapotat egy N elemi szamsorozattal irhatjuk le, melynek
i-edik eleme (i = 1,2,...,N) az i-edik sejtet ért taldlatok szdma. Az &llapotok szadma
annyi, ahanyféleképpen az N sejt koziil visszatevéses eljardssal n szamut ki lehet vélasztani
N+ n-1

n > Azon esetek szdma, melyekben min-

(a kivdlasztds sorrendje nem szamit): (

den sejtet legalabb 2 taldlat ér, a fentiekhez hasonlé megoldassal (nn—_sz—Vl ) A keresett
(n —N— 1)
LA . n—2n
valosziniiség tehat W
n

1.29. gyakorlat megoldéasa:

Jeloljiik a mozgdsszervi és érzékszervi rendellenesség elofordulasanak eseményét A;-gyel, illetve
Ay-vel. Ekkor a P(A; U Ay) = P(A;) + P(Ay) — PA; N Ay) Osszefiiggés szerint P(A; U Ay) =
1—-P(AUA) =093

1.30. gyakorlat megoldéasa:

Legyen az AB eseményhez tarozé esetszdim N,p. Ekkor AB relativ gyakorisdga (melyet a

. A s g e Nag , , . .

feladat szerint AB valészintiségének tekintiink) Nap1irorio- Az A esemény relativ gyakorisaga
Nag+9 s Nag+td . N . . ,

Nipiitorio o & B eseményé 4B tros Ezeket is valésziniiségi értéknek tekintve, fiiggetlenség

A Nap __ Nap+9  Nap+4 _ O T . , o
esetén Mo = FALTS. FALTS . Innen Nyp-re 3.6 adddik, ami esetszam nyilvan nem lehet. Az

eredményt gy interpretdlhatjuk, hogyha A és B fiiggetlen, akkor a megadott cellagyakorisdgok
mellett AB gyakorisiga dtlagosan 3.6.
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6.2. A masodik fejezet gyakorlatai

2.2. gyakorlat megoldasa:
A megoldés alapja a varhat6 érték (2.3.6)-ban leirt linearitédsa és a széras (2.3.10)-ben megadott
definiciéja. Tegyiik fel, hogy & variancidja o2. Ugyanekkor af variancidja a?c?, és ugyanekkora
a& + b variancidja. (Konstans hozzdadasa az ingadozast nem befolydsolja.) O
2.5. gyakorlat megoldasa:

Elemi események tipusai:

FIFI ... IFF
FIFI ... FII
IFIF ... IFF
IFIF ... FII

k szamu I és I' valtakozva.

Legyen az n valészintiségi valtozo értéke a sziikséges dobasok szama.

1\ 2

k=0 FF vagy 1] p0:2-<§> = P(n=2)
1\ 3

k=1 IFF vagy FII p; =2- 5 = P(n=23)

k=2  IFII vagy FIFF p,=2- (
k=3 FIFII vagy FIFFI p3=2. (

és igy tovabb.
A keresett varhaté érték:

M(n)=2P(n=2)+3P(n=3)+...+nPn=n)+...

Behelyettesitve a megfelel6 valészintiségeket:

2 n—1
M) = 2% (2343 () + om0
M(n) = (2-24+322 4. +na" 4. )1
— (x2+x3+...+$”+---);:%=

= (22- ﬁ)l (végtelen mértani sor osszege)

Ezzel ) ) 5
2r — x 1—3 <
M(n) = M(n) = 4_4_3




Tehat a sziikséges dobasok szamanak varhaté értéke 3.
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Megjegyzés: A feladat egyszeriien megoldhaté a 2.9. példdhoz hasonléan. A & valészintiségi

véltozé itt is jelentsen varakozdsi idot! Igy & k szdmu valdésziniiségi valtozd Osszege lesz.

2.6. gyakorlat megoldasa:
Megoldés a (2.2.7) képlet alapjan.

Fe(z) = 1—e ha >0
¢ 0 ha 2<0 é n=26+3"

Fy(z)=P(n<z)=P26+3<z)=P (£ <%2) = Fe (%2), tehdt

(253 z—3
Fn(x):{l_e (*2*)  ha >0 ha >3
0 ha <3

Ao AM5) .3
fo(x) = F(x :{26 a Xy
(@) = Fy (@) 0 kiilénben

2.7. gyakorlat megoldasa:

A feladat egyszertien megoldhaté. Pl.: a (€,n) = (1, 0) esemény bekovetkezésének valészintisége
1)-P(n=0)#P(E=1, n=0). Tehdt £ és n

LAPE=1) =k Ply=0)=F=} 6 Ple
nem fiiggetlenek.

2.9. gyakorlat megoldasa:
Megoldés a (2.3.6) vagy a (2.3.7) alapjan:

fgz{ﬁ ha —2r<z<§ é M(E)=0

0 kiilénben
(a)
n=4+1 M(n) =1
(b)
n==¢& M(n) ="
2 1 1 [237%" 472
M — 2. - - | —
() /_%x 47Td 4m [3} or 3
(c)
n=et

O

O
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(d)

n=sin

2w 1 1
M(n) = / sin z - Edi = [cos ], =0 O

—2m

2.10. gyakorlat megoldéasa:
o
Megoldas a siirliségfiiggvény jelentése alapjan: P(§ > 4) = [3e 3'dt = ¢ = 0,61 -10°°,
1
mivel a keresett valészinfiség lim [—e™3*] =0 . O
b—o0

2.11. gyakorlat megoldéasa:

Jelolje € a 16 egymads uténi fiiggetlen éremdobds ,,fej” (F') eredményeinek szamat! & lehetséges
értékei: £k =0,1,2,...,16 és & binomidlis eloszlasu valdsziniiségi valtozé, p = % paraméterrel,

n:16,mive1m=n-pés0:\/n-p(l—p),tehétmzlﬁ-%zéi 0=,/16-%-12:20

Meg kell hatdrozni a P(2 < & < 14) valészintiséget: 2.1. alapjan:
A pontos értéke:

S HIANON

mivel az esemény Osszeg tagjai egymast kizard események, és £ binomialis eloszlasi valdszintiségi

valtozo.
N\ X /16 1\
< €K = | = . . .
re<e<=(3) 2 (7)=(3)

k=2
16 16\ (16) (16 (16\ (16
k 0 1 15 16
k=0
1 17

16
Mivel >’ (1166) = 2'6 ha alkalmazzuk a binomidlis tételt az (1 + 1)'® kiszdmitasdra.

k=0
Megjegyzés: AP(2< &< 14)=1—-(P(£=0)+P(£ =1)+P (£ = 15) +P(£ = 16)) Gsszefiiggés —
az ellentett esemény valdszintliségére vonatkozd tétel alapjan — kozvetleniil szolgaltatja a pontos
valdszintiséget.
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2.16. gyakorlat megoldéasa:

A Poisson-eloszlast jol kozelitd valészintliségi valtozdk kozott az egyik legtipikusabb a pontszeri
hibdk szdma valamely anyagban. Az egy oldalon el6fordulé hibdk varhaté értéke i. Szamoljuk
ki az ellentett esemény valdszintiségét!

D 4 i @ W
P(E=0)+PE=1)+PE=2) = Te_z—i-%e_z—i- o ei =) ~e7i x 0.997839.

Annak a valdsziniisége, hogy egy oldalon tébb, mint két hiba taldlhaté: P(§ > 2) = 1 —

S ()
> Mlei & 0,002161.
k=0

2.17. gyakorlat megoldasa:

A misodik momentum az

/ 2 fe(z) dx
0
integral. Helyettesitéssel

/ (aﬁ apa 1 fa:/ﬂ) )d.%':ﬁ?/ x2/aef:cd$_
0 0

Az integral értéke a gamma fliggvény definicidja szerint T'(1 + 2/«).
Az a =1 eset exponencidlis eloszlast ad. O

2.18. gyakorlat megoldésa°
(2.2.4) szerint F(z) = [*_ f(t)dt, igy

22
Fe(z) = fy2-82-z-e#dx ha 0<uz
0 ha 2<0

tehat

2.19. gyakorlat megoldasa:

(a) Megoldés 2.3. alapjan.
o?(26 —3n+1) = M((26 -3n+1)%) — (M(26 - 3n+1))°
(26 —3n+1)2 = 482 —12en+ 9> + 46 —6n+1
M ((26 =3n+1)%) = 4M(E) —12M(&) - M(n) + IM(1%) + 4M(€) — 6M () + 1
(M(26=3n+1))° = (2M(&) —3M(n) +1)" = 4(M(€))* — 12M (€)M (n)
+9 (M(n))* +4M(€) — 6M(n) + 1.
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Ezzel

0?(26 =3n+1) = 4-(M(&) = (M(€))*) +9(M(£%) — (M(n))?)
a?(26 =3n+1) = 40%(&)+90%(n)
—— ——

o(26—3n+1) = V39
(b) Megoldas

(A) Beldtjuk, ha £ és n fiiggetlenek, akkor a és bnp+ 1 is fiiggetlen (a # 0) és b # 0).
Bizonyitas 2.5.1./28. utdni megjegyzés alapjan. Legyen ¢g(§) = a - & és k(n) = bn + 1.
Tehét igaz.

Ekkor 2.3. alapjan
02(26 — 3n+1) = 0%(28) + o?(=3n + 1).
(B) Belatjuk, ha o%(a - £) = a’0?(€). A 2.3.6. Osszefiiggés alapjan

o?(a-&) = M(a®- &) — (M(ag))?
= a’M(£%) — a®M?(§) = a® (M(£?) — (M(£))?*) = a®0*(§).

(C) Belatjuk, (£ + ¢) = o2(€), c tetsz8leges allando.

o*(€ +c)
M(E+2-c-£+¢) = (M(£)* +2-¢c- M(&) + )
M(E%) +2-M(&) +c® — (M(£)>—2-c- M(§) — ¢
= M(&)— (M(£)* =0d%(¢)

B. és C. alapjan
02(28) + 0?(=3n + 1) = 402(€) + 902(n)

Ezzel az a) megoldashoz hasonldan:

0226 —3n+1)=4-3+9-3 > 0(26—3n+1) =39 0

2.21. gyakorlat megoldasa:

Legyen ¢ a k-dik fejre vald varakozas ideje, és &; az a véletlen dobédsszam, ami a (i — 1)-ik fej
dobds utdn kovetkezik a Gjabb fejig. Tehdt £ = & +&+...+& és M (&) = M(&)+M (&) +. ..+
M (&). Mindegyik &; valdszintiségi valtoz6 geometriai eloszldsi p = 1/2 sikerval6sziniiséggel és
2 varhat6 értékkel. Ezért M (&) = 2k.

2.22. gyakorlat megoldasa:

_Jy ha 0<y<1
Ff(y)_{l ha 1<y

Az n eloszléas fiiggvénye a megadott siirliségfiiggvénybol:



T ha 0<y<2
F = 8 =
") {1 ha 2<y

gy n = r(€), azaz n = Y8E kell, hogy legyen. F,(y) = P(n < y) = P (/88 < y)

Pe<%)=F(%).
2.23. gyakorlat megoldasa:

F(@:{O ha <0  M(¢)=?

l—e™ ha O<z PE<1l)=?

PlueQ:cw)<3)=1-P{weN:3<E)

(2.2.1) alapjén:

F(3)=1—-e*==; e =- -3\=-In2; )\=1n—2:1n\3/§
(a)
M©) = [ af@dn) =5 [amze Vrar= 2~
= _oox X xT) = . T In e .’L’—ln2—)\
(b)
P Q- 1) =F(1)=1—-emV2=1 o
{we:¢w)<1}) =F(1)=1-e =l-aw Tl

Megjegyzés: TetszOleges valds c esetén:
pe=P{{weN:€&w)=c}) =0, 22.2. alapjén p. = Cliiné (Fe(c+d) — Fe(c))
%

kifejezéssel definidlhaté az exponencidlis eloszlas esetén.

Ebbdl pedig: p. = lljirr(l) (1 — e AMetd) _ (1 — e’)‘c)) = 0 adddik az exponencidlis fiiggvény
%

folytonossiga miatt. Ezért P ({w € Q:£>3}) =P ({w e Q: &> 3}).

2.24. gyakorlat megoldasa:

A feladat megoldasa a (-0,5, -0,4] és a [0,4, 0,5) intervallumokba esés valésziniiségét jelenti.
Felhaszndlva a stliriiségfiiggvény jelentését — egy adott intervallumba esés valdsziniisége egyenld
az adott intervallum feletti stirtiségfiiggvény alatti teriilet szdmértékével — valamint f(z) ,,egy-

szeri” alakjat:

1
P((-0,5 <€ < ~0,4)+(0,4<£<0,5)=2-0,1-7=0,1.
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6.3. Harmadik fejezet gyakorlatai

3.2. gyakorlat megoldasa: gnoindent

€ jelolje az els6 meghibdsodasig eltelt id6t. € normélis eloszldst N(6,4; 2, 3) paraméterekkel.
P(& > 8|¢ > b) feltételes valdsziniiségét az (1.3.2) alapjan szdmoljuk. P(€ > 8| > 5) = iggg;,
mivel annak az eseménynek a bekovetkezése, hogy £ > 8 maga utan vonja azt, hogy € > 5. A
keresett valosziniiséget az ellentett esemény valdszintiségének a meghatarozasaval kapjuk meg.

Tehat

P(€ > 8lE > 5)
1_pe<y 1-0(%%)

1-P(EL5) 1_@(5—6,4)

2,3
1—@(% 1 — ®(0,69) 1—0,7549
= —— = : = : ~ 0,333943
1— & (—21:,)’4> 1—(1-®(0,60)) 0,7257
0
3.3. gyakorlat megoldéasa:
Az 1/(€ + 1) valdsziniiségi valtozé az 1/(k + 1) értékeket veszi fel
)\k
_eiA
k!
valészintiséggel, k = 0,1, 2,.... Ezért a varhaté érték meghatarozasa alapjan
1 1)
TES By )
£+1 kz_% kr1k©
amit Osszegezniink kell. Az exponencidlis fiiggvény Taylor-sorat hasznaljuk fel:
=~ 1 1
M = Z A=t e
T € !
k:0k+1k k:1k+1k.
oo 0 )\j—l
- ey D3
= e =€ + e
q]
— k +1)! = J!
) PR S | N “A Ay —1,-A -1 -2
= e +e A Zﬁ:e +e M\ e —1—A) =211 —e?). 0
7j=2

3.6. gyakorlat megoldasa:
Megoldas a (3.3.5) egyenletes eloszlas definicidja alapjan.

L ha a<z<b
— b—a
/(@) { 0 kiilonben (3.2.2)

o2(€) = L= — 1, amib6l b — a = V/12. £ entrépidja:




_/_:fg(m)lnfg(x)dx:—/ab<bialnbia) dz = (a — b) <bia
1

= —In

; =In(b—a)=Inv12~ 1,24,
—a

Az N(m, 1) eloszlas entrépidja:

InV27me ~ 1, 42.

3.7. gyakorlat megoldasa:

Ha n gamma eloszlast, akkor siirtiségfiiggvénye:

1 a—1 -Z
f(:v):{ﬂma)x e’ ha x>0
0 kiillonben

A stirtiségfiiggvényt az eloszlasfiiggvény derivéltjaként értelmezziik.

f(z) = F¢(z)
Az eloszlasfiiggvény definicidja:
Fe(a) = P (fw € 9 £(w) < 2})

Ha
{(w) =c-nw),
akkor

Fe(z) :P({wEQ:n(w) < f}) —F

c
Ebbol az Osszetett fiiggvény derivalasi szabalya alapjan

felw) = i) = 5 (2) L =

Cc Cc

Ezzel

BoT(a) \¢
fen(z) =

0 kiilonben

3.8. gyakorlat megoldasa:

(3.2.2)

(2.2.1)

In

1
b—a

Legyen &% eloszlasfliggvénye Fy, stirliségfiiggvénye f,. Ekkor F,(z) = P({* < z) =

x1/%) = F(x'/*). A kézvetett fiiggvény differencialdsi szabalyaval

d d

fa(x) = %

dx dzx

Behelyettesitve kapjuk
fa(x) — faefb_“:v’

ami exponencidlis eloszlds b~* paraméterrel.

d 1
Fy(2) = F(a"*) = F/(aV/") 2!/ = (o) a2

)

79
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3.9. gyakorlat megoldéasa:

A lognormadlis eloszlas stirtiségfiiggvénye

£ (z) 1 _ (n(@)-m)? (3.4.1)
r)=—F—"-€ 2 4.
! Va2m-o-x
A keresett valésziniiség

P(4,7<n<9,8) = F,(9,8) — F,(4,7) (2.2.2.)

Fp(9,8) = [*° fi(@)dz  Fy(4,7) = [*7 f,(z)dw

(In(z)+2)2
11, (el

r2=9,8
F'fl(g’ 8) - Fn(4a 7) = fz1:4,7 V2r-2 56 dz
U= ln(z2)+2 — du= % . %dl’
2
Fy(9,8) = Fy(4,7) = o gz dn
2w f%

2

In(9,8)+2 In(4,7)+2
- () e ()
A standard normadlis eloszlds téblazatdbol a ®(u;) és P(uy) értékek kikereshetdk, és kii-
16nbségiik, ®(ug) — P(u;) szolgaltatja a keresett valdszintiséget.
$(2,1412) — ®(1,7738) = 0,9838 — 0,9616
P(4,7<n<9,8) = 0,0222. O

3.11. gyakorlat megoldasa:
Megoldas (3.2.1) szerint. Igazolni kell, hogy

PE<az+yll>az)=PE<y).

A geometriai eloszlas definicidja

0, ha k=
PE=k) = {qk—l p, ha k>0 (2.1.2.)
0 . ha 2<0
F(z) = p.qq_*ll, ha k<z<k+1 ahol 1<k

Ezt felhasznalva

Ple<atylesn) =L e W _ ot y};ﬁ(@

Az &llités trividlisan igaz y < 0 esetén, ezért elég a bizonyitdst az 1 < y esetre elvégezni.
Tegyiik fel, hogy k <oz < k+1ésl<y<l+1,ahol 1<k és 0.
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Ekkor bl .
g —1 q°—1
F =p. Folz) =p-
ex+y)=p p— () =p p—
Fe(ety) —Fe(w) _ p  @=Y _ o 41
1 — Fe(x) g—1 1_p.q;_—11 g—1—pgk+p
rendezve és felhasznalva, hogy p+q¢ =1
P<a+ylEza)= —(¢-1)=2-(¢-1) =5 -1
I_
PE<z+yle> )= P = Fely).

3.12. gyakorlat megoldasa:

A mintdban szereplo balkezesek ¢ szama binomidlis eloszlast val6szinuségi valtoz6 p = 0.2 és
n = 10.000 paraméterekkel, amelyre M (£) = 2.000 és D™(£) = 40. Igy

(a) P(E>2100= 3 L

k=2.100

10.000 (1000()) 02k: . (1 _ 0.2)10_000,]c

10.000

2
(b) P =(1.960 < £ < 2.040) = }_.0404=1.960 ( i

) . 02k(1 _ 0'2)10.000716

Ennek a kiszamitasa elég nehézkes, de nem sziikséges, mivel n - p = 2.000 és n - g = 8.000, igy

a 3.5 tétel alkalmazhaté. Tehdt n = 2290 standard normélis eloszldst valésziniiségi valtozo.

(a) P(€>2.100) = P(£ >2.5)=1— P(£ < 2.5) = 0.0062
(b) P(1.960 < ¢ < 2.040) = P(-1 <1< 1)~ 0.68.

3.15. gyakorlat megoldasa:

2 cm?® vizben 4tlagosan 4 baktérium van, igy A = 4 paraméterii Poisson eloszlasrél van szé.
Tehat

(a) P(k=0)=e*=0.0183

(b) Az elemzett események valdsziniiségét felhasznalva 1— P(k=0)—P(k=1) =1-5e* =
0.908.

3.16. gyakorlat megoldasa:

Legyen & olyan valdszintiségi valtozo, amely az A ponttdl idoegység alatt megtett tavolsagot
jelenti. Ekkor £ eloszlas fiiggvénye F(r) = [ e %dt =1— e ™.

(a) P(€>1)=1-F(1)=e2=0.315.

(b) A jelenség exponencidlis eloszldssal jellemezhetd © = 2 paraméterrel. fgy a varhato érték

1 1
/\—Qmeter.
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3.17. gyakorlat megoldasa:

Fiiggetlen normalis eloszldsu valésziniiségi valtozok Osszege szintén normalis eloszlas mq+mo
és \/0? + 02 paraméterekkel. A keresett valészinuséget a

—[z—(m1+m3)]?
2(0’%4—0’%)

To 1
S
o0 \/27(0? + 03

integral értéke adja meg.

6.4. Negyedik fejezet gyakorlatai

4.1. gyakorlat megoldasa:
A (&,&) par az {(z,y) : x > 0,y > 0} els6 siknegyedben veszi fel értékeit, és a P(& > A&»)

valészintiség a
//f(w,y)dfvdy
H

kettds integral a H = {(z,y) : 0 < Ay < z} tartomanyon. A fiiggetlenség miatt

f(z,y) = Bifae™P17e P

az egyilittes siirliségfiiggvény. Ezért

/ /H fla,y)dedy = /x :( /y i:))\5152e_’81$€_ﬂ2ydy>d$,

ami kiintegrdlva azt az eredményt adja, ami az igazoland¢ allitasban van. O

4.3. gyakorlat megoldédsa: Megoldas a 4.2. tétel (4.4.2) alapjan

o ha 0<z<2n
fe(x) = :
0 kiilénben ME) =mn
M(cos(§)) =0, M (sin(§)) és M (sin€cos&) = 0 = r = 0, azaz korreldlatlanok. O

4.5. gyakorlat megoldasa:

Legyen &; a véletlen pont z-koordinataja és & az y-koordinatdja. Ekkor a pont origotol
vald tavolsdga n = /&7 + &2, ami kettd szabadsagfoki y-eloszlast kovet. n siirtiségfiiggvényét
a (3.5.3) képlet tartalmazza f(z) = ze~*"/2, z > 0. Az eloszlasfiiggvény

F(x):{1_€_$2/2 haz >0
0 ha z < 0.

Nekiink olyan r érték kell, hogy F'(r) > 0.99 teljesiiljon. Az

1—e®/2=0.99
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egyenlet megoldasa

r =14/—210og0.01 = 24/log 10.

4.7. gyakorlat megoldasa:

b

l-e .2 ha 0< a2,y
x’ = e g ee ’
f(@y) { 0 kiilonben
ebbél f(z) = e ™ A\¢ = 1 exponencidlis eloszlast valészintiségi valtozé (0 < z),
gly)=2-e % ), = 2 exponencidlis eloszldsi valésziniiségi valtozé 0 < y).
Osszefoglalva: € és n fiiggetlen valészintiségi valtozok, mivel egyiittes sfirfiségfiiggvényiik
f(z) - g(y) alaki szorzat formdjaban irhaté fel, ahol

e " ha 0<«zx
flw) = { 0 kiilonben
_J2%  0<y
9ly) = { 0 kiilénben

4.13. gyakorlat megoldasa:
Megoldés definici6 alapjdn. A métrix ¢; ; eleme az i-edik véltozénak a j-edik valtozéval vett
kovarianciajat jelenti = a foatloban az egyes valtozok szorasnégyzetei allnak. Igy

o(é) =V2-44=1,56, o(&)=v5=2,23, o(¢)=1,22.

Ezt felhasznalva, &; és &3 korrelacié matrixa:

0,84
< 0184 1,56-1,22) _ ( 1 0,44>
1,56-1,22 1 0,44 1

O
4.14. gyakorlat megoldasa:
Megoldés (4.1.4) alapjan:
Y 11 Y1 2 1
F,(y) = //—(u—i—v)dudv:/ —[u——kuv} dv
o Jo 3 0o 312 0
Y1 w y oy
= —yrdv=2+L
/0 <6+3) UT6 T
0 ha y<0
F y :{ 2
() L+ % ha 0<y<2
0

4.15. gyakorlat megoldasa:
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Megoldés (4.3.2) alapjan:

1 p2 1 .
M(25_377+8):// (2x—3y+8)§(x+y)dydx:§ I O
o Jo

4.17. gyakorlat megoldasa:
Megoldds 4.12. példa alapjan. A 77?7 tétel szerint a & — n valészintiségi valtozé is normdlis
eloszlasu lesz.
M((&—mn)=177—170 =7 a varhaté értéke,
o?(E—n)=5"+52—-2-0,68-5-5=16 = 0 =4 a szérdsa,
P& —n>6) akérdés.

Cp(E21=T L 1Y g (1) Z (L)~

4.18. gyakorlat megoldasa:
Megoldds (3.1.2) alapjan. Mivel 0 = /2,3 = 1,52

(1a52)0 ~153 _ 1,53

P(E=10)= "5

4.19. gyakorlat megoldasa:
A megoldas alapja a 4.5. tétel és az, hogy a varhaté érték linearis funkciondl, azaz

M(01X1 + CQXQ) = ClM(Xl) + CQM(XQ).

M(&) = M(n) és M(&)+M(n) =2= M(£) =M(n) =1
i.) 4.5. tételbdl kovetkezik & — n normalis eloszlasu.
ii.)
cov((§+n)(€—m)=M((§+n) — M(E+n)M(E—n)

ahol
ME+n=2 ME-n)=0

4.20. gyakorlat megoldasa:

1 2 .2
flayy)=q i ha @ tysd
0 egyébként
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A (4.1.4) szerint fe(z) = [*_ f(z,y)dy

—V4—22 Va2 1 )
fe(z) = / 0dy+/ —dy+/ 0 dy

0 Va—z2 4r Vi—z2
1
fe0) = M= Vi
1
= —Vi-g? 0
e 2m v

4.21. gyakorlat megoldasa:
of, =2,44 of, =5 o} =1,5

Definici6 szerint & + & és & — & valdszintiségi valtozdk kovariancidja:

M((&+&) (G —&) —M&E+&) - M& - &)

M(& — &) — (M(&) + M(&))(M(&) — (&)

M(&7) = M(&3) — M?*(&1) + M?(&)

M(&]) — M* (&) — (M(&3) — M?(&)) = 03y, — 0, = —2.56. O

6.5. Otodik fejezet gyakorlatai

5.3. gyakorlat megoldasa:

Azt kell belatni, hogy az M (Y") varhaté érték a sokasdg varhato értékével azonos. A sokasdg
egyenletes eloszlasi egy intervallumon, és feltehetjiik, hogy ez az intervallum [0,¢] alakd. A
feladat megoldasaban az 5.3. példat kovetjiik.

v(y) = ME +ME)

Az 5.3. példdban kiszadmoltuk az M (&:) véarhaté értéket, ez nt/(n + 1) volt. Most &
struségfiiggvényére van sziikségiink a varhaté érték kiszamitasahoz.
Legyen & eloszlasfiiggvénye F, strliségfiiggvénye f,. Ekkor

1-F@=PE>1)=PE>r6>r. &> =Pa>2"=(1-7)"

A kozvetett fiiggvény differencidldsi szabalydval derivalunk:

La-R@)=-r@=-n(-5""

igy

Most jon a varhaté érték:
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amit példdul parcidlis integraldssal szamolhatunk ki. Eredményiil ¢/(n + 1) adddik. Ezért
M) =t/2. O

5.5. gyakorlat megoldasa:

Az n szabadsag foku t-eloszlas definiciéja: ha & és n olyan fiiggetlen valdszintiségi
véltozék,hogy € N(0;1) eloszldsi és n n-szabadsigfoki x eloszlast kovet, akkor a @
valészintiségi valtozo eloszlasat ,n-szabadsigfoku t-eloszlds”-nak nevezzik. (n szdmu fiigget-
len standard normalis eloszlast valdszintliségi valtozd négyzetosszegének eloszlasat ,,n-szabad-
sagfoki y-eloszlds”-nak nevezziik.)

A nevezoben allo kifejezés x eloszldsi, mivel négyzete harom darab fliggetlen standard
normadlis eloszldsu valészintliségi valtozéd negyzetésszege A szamldléban 4ll6 kifejezés a 3.7.
tétel szerint normélis eloszlast (N (0;4/2)). A c- (& + &) kifejezés akkor lesz N (0;1) eloszldsti,
ha standardizaljuk, azaz osztjuk a szorasaval.

Ebbol kéovetkezik, hogy ¢ = %

Megjegyzés: Az, hogy M (&) = 0és D(£) = 1, kdnnyen beldthaté a (2.3.6) azonossag alapjan:

5.7. gyakorlat megoldéasa:

A keresett valoszinﬁség a & és n valdésziniiségi valtozdk egyiittes striiségfiiggvényének
(h(z,y)) az g“’%z < 4 feltételek altal meghatdrozott zy sikbeli tartomény feletti integraljaval
egyenld (4.1.5. Osszefiiggés).

A feltételbeli esemény pontosan akkor kovetkezik be, ha a (£, n) vektor-valésziniiségi valtozé
olyan tartomanybdl veszi fel értékét, amely pontjainak koordindtdi kielégitik a fenti egyen-
16tlenséget. Igy utébbi bekovetkezésének valészintisége egyenls (£,7) ezen tartoményokba,
esésének valészintliségével, amit az egylittes siirliségfiiggvény adott tartomany feletti integralja
ad meg.

A feladat megoldésa harom részbdl all:
1.) h(z,y) felirasa.
2.) Az 1ntegrala51 tartomdny meghatarozasa.
3.) Az integral kiszdmitdsa
1.) Mivel £ és n figgetlenek, ezért egylittes stiriiségfiiggvényiik & és 7 slirliségfiiggvényének

szorzataként kaphat6 meg.
]_ %ty

h(.’l?,y): E'e_ 4

2.) A feltételi egyenlétlenséget egy vele ekvivalens, de kénnyebben kezelheté alakra hozzuk:

ngg; 2—2) <is 2<§+—77<2<:>‘5+"

<2
£—=1
Gyakorlasként dbrazoljal

<4<:)(
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3.) A keresett valdszintiséget a P(A) = 1 — P(A) Gsszefiiggés alapjan szamitjuk.

P(A)=2- /000 (/:v h(:r,y)dy) dx

3

(Felhasznaljuk, hogy h(z,y) szimmetrikus az xyz koordindtarendszer z tengelyére, mivel
M (&) és M(n) értéke nulla.)

Az integralast polar koordinatdkra vald attéréssel kell elvégezni, és az u = ’T’"z helyet-

tesitést kell alkalmazni.
_ 1 (%[ [~
P(A) = ——/ (/ e“du) dd
T Jo 0

A keresett valészintiség 1 — P(A).

5.11. gyakorlat megoldasa:
Az n? + 03 + 03 + n} valésziniiségi valtozé 4 db fiiggetlen N(0;1) eloszldsi valdszintiségi
valtoz6 négyzetének Osszege, ezért eloszldsa ,4-szabadsdgfoku y*-eloszlas” (lasd 3.5.). Legyen

77=\/77%+77%’+773+2+772

Mivel n? 4-szabadsagfokt y2-eloszlds, ezért n ,4-szabadsdgfoki x eloszlds”. n felhasznaldsaval
w az alabbi alakban irhaté:

w= 2
n
Mivel ny, 1m0, - . ., n5 fiiggetlen valészintiségi valtozdk, ezért ns és n is fiiggetlenek. igy w megfelel

a ,,(4-szabadsdgfoki) t eloszlas” definicijanak.

\/1'775
w =
n

lasd 5.3. O

5.13. gyakorlat megoldasa:

A ¢ paraméter értékét gy szeretnénk megvalasztani, hogy a megadott Osszeg a 3.5.-nek

megfelelden (x)n? + n2 alakd legyen, ahol n; és n, N(0;1) eloszldst fliggetlen valGsziniiségi
valtozok. A fiiggetlenség 5.1. szerint — a statisztikai mintara vonatkozé feltevés alapjan —
teljesiil.
(x)-b6l kovetkezik, hogy n1 = /c(& + & + &) illetve ny = /(€4 + &5 + &) és ¢ > 0, ez (x)-bol
kovetkezik. A vérhaté érték linearitdsa miatt (2.3.6.) kovetkezik, hogy M(m) = M(ne) =
0/ M(&)=0 i=1,...,6 / m és ny variancidja, felhasznalva a 2.5.2. tételt, és a varhaté érték
képzés linearitasat:

o®(m) = M(n}) — M*(m)=c-M ((51 + & +§3)2) - (V)P M?* (& + & + &),
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ahol a masodik tag értéke nulla. Tehat

o’(m) = ¢ M((E+&+E)7)
és
M((G+&+8)) = ME+26-H+E&+26-&+26-&+6)

M linearitdsa és a fiiggetlenség alapjan:

M ((61+ &+ &)%) = M(&) + M(&) + M(&)?)

Ut6bbi viszont — felhasznélva, hogy M(m;) = 0 — a kozds szérdsnégyzet (variancia)
hiromszorosa, azaz:
o?(m)=c-3-22 és o*(n) = 12c

n? + n2, ,akkor 2-szabadsagfokii x? eloszldst”, ha 02(n;) = 0%(n2) = 1 teljesiil. Ebbdl

1

=— O
12

Cc

5.15. gyakorlat megoldasa:

Megoldéas az 5.4. péda jeloléseivel: ¢ = 0,05, ¢ = 0,13, n =7 Olyan n mintaméretet
keresiink, amelyre

P(F—m|<c)= 2¢(CW) ~1=0,9

g

o (c\/ﬁ) _ o,92+1 — 0,975

o
0,05-+/n
o ——T— | = 0,975
< 0,13 ) ’
A 6.6. tablazatbol kikereshetd az az x érték, amelyre ®(x) = 0,975. Azt kapjuk, hogy
z = 1,96, igy 29" =1 96 = n ~ 26. O

5.16. gyakorlat megoldasa:

Eloszor azt nézziik meg, hogy a harom statisztika koziil melyik ad torzitatlan becslést.
M(m)=1t/2, M(ny) =t és M(ns) =t. Az m; statisztika er8sen torzit, ezért teljesen elvetendd.
N2 és m3 torzitatlanok, kozilik azt kell vélasztani, aminek kisebb a szdérasa. Mivel fiiggetlen
valészintliségi valtozokat osszeadva a széras négyzet adodik ossze, azzal érdemes dolgozni.

a(ng) = aZ(Q) + 02(2—52) + 02(6—3) + 02(2—54) = E02,

3 3 3 3 9
hasonl6éan
02 (773) = 20-27
ahol o jelenti a sokasag szorasat. 7, és 13 koziil ezért 7o a hatékonyabb. O

5.17. gyakorlat megoldéasa:
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Az 5.3. példa mintajara felirjuk az eloszlasfiiggvényt:

Fyz)=P(n<az)=PE <z,6&<1,6<3)= (P& <)’

Exponencidlis eloszlas esetén:

? 0 h <0
F@= [ swde= {0 o8

O<z
és
¢ XM ha O<z
Ezt felhaszndlva
Fy(z) = 0 ha 2<0
T Y (1—e™)?® ha O<uz

Derivalassal ebbol megkapjuk 7 stiriiségfiiggvényét, amellyel varhaté értékét ki tudjuk sza-
molni. Ha M(n) = ; vagy esetleg + valamely aszimptotikusan torzitatlan becslésével, akkor

hasznalhaté az exponencialis eloszlas varhaté értékének becslésére.

0 ha <0
! _ _ ~X
Fn(x) =fn= { 3(1 — e )2 (—e’)‘w(—)\)) ha 0<z
ezzel
M(§) = Jo7 @31 — e )% e Mdy
= 3A fooo re™ (1 —2e7M 4 e‘”‘m) dx = % : %
2 - 5 nem egyenld ;-val (az exponencidlis eloszlds vdrhaté értékével), de az n = -
max (1, &, &3) torzitatlan becslés %—ra! O

5.18. gyakorlat megoldasa:

Egy statisztikdtol megkoveteljiik, hogy torzitatlan becslése legyen a becsiilni kivant pa-
raméternek, azaz varhato értéke legyen egyenlé a paraméter valodi értékével. Két statisztika
koziil azt tekintjiik jobbnak vagy hatasosabbnak, amelyiknek kisebb a szérdsa.

Elso l1épésként kiszamitjuk n; és 1, varhato értékét
M(m) =M(& + &+ & — &) = M(&) + M(&) + M(&) — M(&)

Mivel &,&,, &5, &4 eloszlasa megegyezik a statisztikus sokasag eloszlasaval, ezért a varhato
érték linearitdsa miatt:

M(m)=2m é M(n)= M + &) = 2m,

ahol m a [0, t] intervallumon egyenletes eloszlast valészintiségi valtozé varhatd értékét jeloli,
stiriségfiiggvénye:

1 ha O<zxz<t
=J1
/(@) { 0 kiilonben



18y .
/t 1 1 [x2:| t
m= [ z-dr=-|—| =_.
ot tl2], 2

M(m) = M(n.) = 2-£ =t, tehdt mind a két statisztika torzitatlan becslése a paraméternek.
Hasonlitsa ossze a szdérasokat!

o*(m) = M) = (M(m))* = M (& + &+ &~ &)°) =

Felhasznalva, hogy a tekintett valészintiségi véaltozok fliggetlenek, és az M (£2)i—1234 = i

3
o?(m) = % s o?(my) = % addodik. Ennek alapjan 7 statisztikdt hatdsosabbnak tekintjik ¢
becslésére. O
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Fluggelék

1.. A Stirling-formula

A valdszinlségszamitasban a faktoridlisok kozelité kiszamitasdra gyakran hasznaljdk a
Stirling-formulat, amely legegyszeriibb alakjaban az

nl ~ (g)" omn (7.1.1)

forméaban irhaté. Pontosabban
n n
(g) V2rn < n! < (%) 2mnern. (6.1.2)

egyenlotlenség érvényes minden n egész szamra, azaz
na 2
n! = Hn(—) 2mn, ahol 1<6, <exp(l/12n). (7.1.3)
e

1. példa: Alkalmazzuk a Stirling-formulat a

_ 2n —9n
Pon = ( n ) 2

val6szintségek hatdrértékének kiszamitasara, ha n — oo! (pe, az 1.9. gyakorlatban fordul el§.)

Mivel (2n)!
n)!

Pon = "7

n'n!

a (7.1.3) alakid Stirling-formuldt alkalmazva kapjuk, hogy

. vV 4mn 02n

DPon = omn 0—%7

—2n

ami 0-hoz tart, hiszen oda tart az elsé tort, a masodik pedig 1-hez.

1. gyakorlat: Legyen (pi, pa,ps,--.,Dk) €gy valdsziniiségeloszlds. Igazolja, hogy

1 n! i
lim — In = — p; Inp;
n—oomn  (pin)!(pan)!. .. (pxn)! kz_;

a Stirling-formula segitségével!
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92 2. A GAMMA-FUGGVENY

Ezt a ,,gyakorlatot” els6ként Ludwig Boltzmann oldotta meg a statisztikus fizika megalapozisa
kozben.

2. gyakorlat: Vezesse le az
nlnn—n+1<ln(n!)<(n+1)nn+1)—(n+1)+1

becslését n!-nak gy, hogy az Inz fliggvény grafja alatti teriiletet integraldssal szamolja ki!

2.. A gamma-figgvény

A gamma-fiiggvényt a pozitiv szamokon a

I(z) = /O T ety (7.2.1)

integrallal értelmezziik. T'(z) tetszélegesen sokszor differencidlhaté fiiggvény, a differencidlds az
integraljel mogott végezheto el. A gamma-fiiggvény legfontosabb tulajdonsaga

F(z+1)=2I(z), (7.2.2)
és ez parcialis integréldssal igazolhatd. Mivel I'(1) = 1, teljes indukciéval ad6dik, hogy
Fn+1)=n! (7.2.3)

minden pozitiv egész n-re. A gamma-fiiggvény a természetes szamokon értelmezett faktorialis
fliggvényt terjeszti ki tetszolegesen sokszor differencidlhaté fliggvénnyé.

A gamma-fiiggvény (7.2.3) tulajdonsagat a Laplace-transzformacié tablizata segitségével is
beldthatjuk. Ha f(x) = 2™, akkor a Laplace-transzformdcié tédbldzata szerint

/ T et gp = ™
0 mn—}-l :

Ez z = 1-et véve éppen (7.2.3)-at adja.

2. példa: Bebizonyitjuk a
r1/2) =vr
osszefiiggést!
A T'(1/2) definiciéjaban a t = u? helyettesitést alkalmazzuk:

['(1/2) = / z7e % dr = 2/ ev’ =o¥"
0 0 2

S

3. gyakorlat: Mennyi I'(3/2)?
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3.. A maximum-entropia elve

Egy f(z) stirliségfiiggvényii eloszlas entrépidjat az

—/_OO f(z)In f(z) dzx (7.3.1.)

(e o]

integrél értelmezi, és egy diszkrét (p1,p2, ..., pn) eloszlds entrépidja

—> pilnp;. (7.3.2)
i=1

A maximum-entrépia elve azt mondja, hogy ha egy eloszlasrél bizonyos tulajdonsagokat
ismeriink, de ezek nem hatdrozzak meg az eloszlast egyértelmiien, akkor legcélszeriibb azt az
eloszlast feltételezniink, amely az adott tulajdonsagu eloszlasok kozott a legnagyobb entrépidja.
Itt van néhany példa:

(a) Ha a (p1,po, ..., pn) valdészintliségeloszlasrol semmit sem tudunk, de n értékét ismerjiik,
akkor a p; = 1/n feltételezés a legjobb, ennek a legnagyobb az entrépidja, Inn.

(b) Azon (p1,pa, .- .,pn) valdsziniiségeloszlasok kozott, amelyekre a > . pE; = E feltétel
teljesiil adott E; és E értékekkel, a

B exp(—Ey)
P E S exp(—Ey)

a legnagyobb entrépidji. Ha p; annak valdsziniisée, hogy egy részecske az i-edik allapotban van,
ahol energidja F;, akkor a > . p;E; = E éppen az energia atlagértéke. Tehdt rogzitett energia
atlag mellett a (7.3.3) eloszlds a legnagyobb entrépidju. A statisztikus fizikdban (7.3.3)-at
Boltzmann féle eloszlasnak nevezik.

(1 <i<n) (7.3.3)

(c) Egy adott véges intervallumra koncentralédé eloszldsok koziil az egyenletes eloszlds
entrépidja a legnagyobb.

(d) Az adott varhaté értékii IR"-on levd eloszlasok koziil a megfeleld exponencialis eloszlas
entrépidja a legnagyobb.

(e) Az adott varhaté értékii és adott szorasi eloszldsok koziil a megfelelé normélis eloszlas
entropidja a legnagyobb.

A maximum-entrépia elve érthetové teszi, hogy miért hasznaljuk olyan gyakran a normalis,
exponencialis és egyenletes eloszlasokat.

1949-ben Claude Shannon villamosmérndk a (7.3.2) mennyiséget a bizonytalansig mértékéiil
valsztotta. Ha egy kisérlet n kiilonféle kimenetele p1, po, . . . , p, valosziniiségekkel kovetkezik be, akkor
az igazi kimenetelt anndl nagyobb eséllyel lehet megjés6lni, minél kisebb az eloszlis entrépidja. A
Shannon-féle entrépia az informéaciéelméletben jatszik fontos szerepet.



