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. Egy szabdlyos hatszog kozéppontja K (4,1,4), két szomszédos csicsa A(3,1,5) és B(3,2,4). Adjuk meg a tobbi

négy csics koordindtdit!

Megoldds: Legyena = ﬂ =(-1,0,1) és b = ﬁ = (—1,1,0). A kozéppontbdl a t&bbi muta_t()> vektorok
is mind a K AB haromszdg valamelyik oldalaval parhuzamosak: KC = b —a = (0,1,—-1), KD = —a =
(1,0,-1), ﬁ: -b=(1,-1,0) és ﬁ: a—b =(0,-1,1), tehat a csiacsok C(4,2,3), D(5,1,3), E(5,0,4)
és F(4,0,5).

. Hdrom vektor pdaronként eqyenld szoget zdr be egymdssal, osszegiik nullvektor. Mekkora ez a szdg?

Megoldas: Ha a harom vektort egymas utan rakjuk, szabalyos haromszoget kapunk, igy a vektorok szoge
120°-o0s.

. Déntsiik el, hogy kollinedrisak-e az aldbbi vektorpdrok!

a) (-3,4,7),(2,5,1) b) (12,9,15),(8,6,10) ¢) (7,—4,2),(0,0,0)
Megoldds: a) Nem, mert egyik vektor sem skaldrszorosa a masiknak.
b) Igen: (12,9,15) = 2(8,6,10).
c) Igen: (0,0,0)=0-(7,—4,2

).
. Kollinedrisak-e az A(1,1,1), B(4,1,7), C(5,—1,—1) pontok?

— —
Megoldds: AB = (3,0,6) és AC = (4,—2,—2) nem parhuzamosak egymaéssal, igy a harom pont nem

)
kollinearis.

. Dontsiik el, hogy linedrisan figgetlenek-e az aldbbi vektorhdrmasok!

a) (7472ﬂ1)7(0ﬂ473)ﬂ(74,674) b) (0,0,0),(2,*9,7),(*1,71,0) C) (79,7953)7(]%072)’(17]‘ﬂ1)

Megoldds:  a) Nem fiiggetlenek: (—4,6,4) = (—4,2,1) + (0,4, 3).
b) Nem fiiggetlenek: (0,0,0)=0-(2,-9,7)+0-(—1,-1,0).

-9z 4y +z = 0
c) Fiiggetlenek, ugyanis ha x(-9,9,3) + y(1,0,2) + 2(1,1,1) = (0,0,0), akkor a  9x +z = 0
3r +2y +z = 0

egyenletrendszer teljesiil az x,y, z viltozokra, és ennek egyediil az x = y = z = 0 a megoldasa.

Az a, b, ¢ nem komplandris vektorok. Komplandrisak-e a 2a + 3b, 5b — 4c, ¢ — a vektorok?

Megoldds: Nem komplanarisak, ugyanis ha z(2a + 3b) + y(5b — 4c) + z(c — a) = 0, akkor (2z — z)a+ (3z +
5y)b + (—4y + z)b = 0, és az a, b, b fiiggetlensége miatt ebbdl 222 — 2 = 0, 3z + 5y = 0 és —dy+ 2 =0
kovetkezik, ennek az egyenletrendszernek pedig csak a trivialis x = y = z = 0 megoldasa van.

Szdmitsuk ki az aldbbi vektorok hosszdt!

a) (8,-14,8) b) (0,3,0) ¢) (&, -3 8
Megoldds: a) 18 b) 3 c) 1
. Normdljuk az aldbbi vektorokat!
a) (4,-12,3) b) (0,0,-7) ¢) (1,2,-3)

. 4 _12 3 1 2 3
Megoldas. a) (1_3’_1_3’E) b) (0,0,—1) C) (ﬁ’\/_ﬁ’_ﬁ)
Szdmitsuk ki az aldbbi vektorpdrok szégét!

a) (7,-1,6), (2,20,1) b) (1,-4,1), (1,2,-2)
Megoldds: a) A vektorok skalaris szorzata 0, igy 90°-os szoget zérnak be.
1-8-2
VIS VO V2

A szogek kiszamitdasa nélkil dontsik el, hogy az aldbbi vektorok hegyes-, derék- vagy tompaszéget zdrnak be
egymdssal!

a) (—3,2,0),(4,1,5) b) (1,-1,9),(2,1,3) ¢) (1,1,1),(-10,7,3)
Megoldds: a) A skalarszorzatuk negativ, —10, ezért tompaszoget zarnak be.

b) A skalarszorzatuk pozitiv, 28, ezért hegyesszoget zarnak be.
c) A skaldrszorzatuk 0, ezért derékszoget zarnak be.

b) A szogiik koszinusza tehat a vektorok szoge 135°-0s.
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Bontsuk fel a (3,—6,9) vektort a (2,—2,1) vektorral pirhuzamos és rd merdleges dsszetevdkre!

Megoldds: Az a = (3,—6,9) vektor vetiiletvektora a b = (2, —2,1) vektorra a’ = |bl|)2b = 257(2, -2,1) =
(6,—6, 3), a b-re merdleges komponens pedig a—a’ = (—3,0,6), tehat a felbontas a = (6,—6,3) + (—3,0,6).
Az eqységnyi élhosszisdgi kockdban az eqy csicsbol kiinduld két lapdtls vektora x és y. Szamitsuk ki az x -y
skaldrszorzatot! Mekkora sziiget zdr be ez a két vektor?

Megoldds: A két lapatlo végpontjat 6sszekots szakasz is lapatlo, igy a harom vektor szabalyos haromszoget
alkot. Tehat a két lapatlo szoge 60°-os, a hosszuk pedig /2, ezért a skalarszorzatuk /2 - v/2 - cos 60° = 1.
Az a, b, c vektorok pdronként merdlegesek. Bizonyitsuk be, hogy (a+b +c)? = a? + b? + c2/

Megoldds: (a+b+c)? = a? +b? +c? + 2ab + 2ac + 2bc = a? + b? + c2.

Bizonyitsuk be, hogy (a x b)? + (ab)? = a?b?! (Lagrange-féle azonossdg)

Megoldds: (a x b)?+ (ab)? = |a x b|? + (ab)? = (|a||b|sin )2 + (|a||b| cos ©)? = |a|?|b|?(sin? ¢ + cos? ) =
a? + b2,

Legyenek a és b merdleges vektorok. Mutassuk meg, hogy (a x b) x a = a’b/

Megoldds: (axb)xa mersleges a-ra, és benne van a és b sikjaban (ugyanis meréleges a sik normalvektorara,
a X b-re is), igy parhuzamos, s6t a jobbrendszer szorzasi szabalya szerint egyirdnya b-vel. A hossza pedig
la x b|-|a] = |a| - |b| - |a] = |a|?|b| = a%|b|. Tehat (a x b) x a = (a?|b|/|b|)b = a’b.
Az ABC hdromszdg csicsainak a koordindtdi A(—3,4,0), B(—9,11,42), C(1,2,4). Mekkora a hdromszdg
teriilete? Mekkora az A csicsndl levd szoge? Mekkora a B csicshoz tartozé magassdg hossza?

. ? — . . . 1 ? - 1
Megoldas: A —6,7,42), AC = (4,—2,4). A haromszog teriilete 5|A5 x AC| = $[(112,192,—-16)| =
8|(7,12,-1)| = 16\/19
Az a, b, c egyséquektorok kiziil a és b merdlegesek eqymdsra, c pedig 30°-0s szdget zdr be sikjukkal. Szdmitsuk
ki abc értékét!
Megoldds: |axb|=1-1-8in90° =1, és a X b mersleges a-ra és b-re, igy a ¢ vektor 60°-os szoget zar be
az a x b-vel. Tehat abc = (a x b)c = |a x b| - |c| - cos60° = 1.
Mutassuk meg, hogy ha a, b, c egy téglatest eqy csicsbdl kiinduld élvektorai, akkor |abc| = |a||bl|c|/

Megoldds: Az allitas nyilvanvald, ha felhasznéalhatjuk, hogy a vegyesszorzat abszolit értéke a paralelepipedon

térfogata, de most szamoljuk ki a vegyesszorzat definiciojabol! |a x b| = |a] - [b| -sin90° = |a| - |b|, ésa x b
parhuzamos c-vel, azaz a szogiik ¢ = 0° vagy ¢ = 180°, tehét |abc| = [(a x b) -¢c| =|a x b|-|c| - | cosp| =
laf - [b] - [c].
Mekkora az a(2,3,4), b(2,3,1), c(1,2,3) vektorok dltal kifeszitett paralelepipedon térfogata?
2 3 4
Megoldds: abc=|2 3 1|=2-7T—3-5+4-1=3.
1 2 3
Szamitsuk ki az ABCD tetraéder térfogatdt, ha a csicsainak koordindtdi A(2,—1,1), B(5,5,4), C(3,2,1),
D(4,1,3)!
—
Megoldds: Az A csicsbol kiindulo élvektorok E = (3,6,3), ﬁ (1,3,0) és AD = (2,2,2), igy
3 6 3
P e
ABACAD =|1 3 0|=3-6—06-2+3-(—4)=—6, és a térfogat ¢ - | — 6| = 1.
2 2 2

Déntsiik el, hogy egy sikban vannak-e az aldbbi pontok!
a) (2,-1,1),(5,5,4),(3,2,1), (4,1,3) b) (1,2,—1),(0,1,5),(=1,2,1),(2,1,3)

Megoldds: a) Ez a négy pont az el6z6 feladat tetraéderének csticsai, s minthogy a tetraéder térfogata nem
0, a csiicsok nem lehetnek egy sikban
b) Itt is a vegyesszorzatot kell kiszamolnunk: a négy pont akkor és csak akkor van egy sikban, ha az egyikbdl

-1 -1 6
a tobbi irdnyaba mend vektorok vegyesszorzata 0. Esetiinkben ez | —2 0 2|=-1-241-(-10)+6-2=0,
1 -1 4

tehét egy sikban van a négy megadott pont.
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Bizonyitsuk be, hogy az a, b, c vektorok akkor és csakis akkor a helyvektorai hdrom kollinedris pontnak, ha
axb+bxc+cxa=0/

Megoldds: Az a, b, ¢ helyvektorok végpontjai akkor és csak akkor kollinearisak, ha (b —a) || (c — a), azaz
(b—a)x(c—a) = 0. Ezt a szorzatot kifejtve: (b—a)x(c—a) = bxc—bxa—axct+axa=bxc+axb+cxa.
Tehat akkor és csak akkor kollinearisak a végpontok, haaxb+b xc+cxa=0.

Az a, b, c vektorok egy sik hdrom nem kollinedris pontjinak a helyvektorai. Bizonyitsuk be, hogy a x b +
b x ¢+ ¢ x a a sik eqy normdlvektora!

Megoldds: A 22. feladat szerint a megadott n = a x b+ b x ¢+ ¢ x a vektor nem 0, tehat elég belatni, hogy
merdleges az a, b, ¢ helyvektorok végpontjainak sikjara. Az elézé feladat megoldasaban szerepelt, hogy ez
az n vektor (b —a) x (c — a), tehat n mersleges a sik két nem parhuzamos b — a és ¢ — a vektorara, és igy
az egeész sikra is.

Bizonyitsuk be, hogy az a x b =b x ¢ = ¢ X a egyenldség egyenértéki az a+ b+ c = 0 egyenldséggel! (a, b,
¢ kozott nincs két kollinedris)

Megoldds: Mindkét feltételbdl kovetkezik, hogy c felirhato egyértelmiien az a és b vektorok linearis kom-
binaciojaként. Az egyértelmiiség abbol kovetkezik, hogy a és b nem parhuzamosak, és két kiillonb6zs felirds
kiilonbsége a 0 vektort adna nem trivialis kombinécioként. Ha a+b +c¢ = 0, akkor c = —1-a+ (—1) - b.
Haaxb=Dbxc=cxa=:n, akkor n # 0 (mivel a vektorok k6zott nincs két kollineéris), ezért a, b és c is
parhuzamos egy n normalvektoru sikkal, és igy c is felirhat6 a sik barmely két nem parhuzamos vektoranak,
igy a-nak és b-nek linearis kombinaciéjaként is.

Legyen ¢ = Aa+ ub. Erre az els6 egyenlGség tagjai koziil a masodik b x ¢ = —Aa x b, a harmadik pedig
c X a = —pa X b, ezért akkor és csak akkor egyenl§ egymassal a harom szorzat (minthogy a x b # 0), ha
1l=—-A=—pu, vagyishac=—-a—b.



