Mat. Ala 5. gyakorlat 2014/15, elsé félév

1. a) Irjuk fel aza, =1—(-1)" % sorozat elsé 6 tagjdt! Adjuk meg a b, = as,_1a2, sorozat dltaldnos tagjdt!
b) Adjuk meg n-nel kifejezve a 0, 2, 0, 2, ... sorozat n-edik tagjdt!
¢) Adjunk a rekurzivan megadott a; = 4, ant1 = 3a, — 2 sorozatra dltaldnos képletet!

Megoldds: a) ay =2, aQ:%,agzé,m:%,ag,:@ ag = 2.

bo= (1= (12 i) (1= () = (14 5i) (1 25) = 72 22 = 1.

b) an =1+ (~1).

¢) ant+1—1=3a,—3=3(an,—1), tehat a b, = a, — 1 sorozatra b, = 3b,_1 = 3%b,,_o = ... = 3""1b; =37,
amibdl a,, = 3" + 1.

2. Allapitsuk meg a kivetkezd sorozatok mindegyikérdl, hogy korlitos-e, monoton-e (névé vagy fogyid?),
konvergens-e (hova tart?), ha divergens, akkor tart-e co-hez vagy —oo-hez, mik a torléddsi pontjai!

an = cos 2F by, = 21 =1+ (-1" -1
d,= > 107 en =—2" o= (—1)F k2
k=1 k=1
Megoldds:
an = cos ™ korlatos (K = 1), a tagjai periodikusan, 8-anként ismétlGdnek:
%,O, —%, —1, —%,0, %, 1,.... Tehat minden lehetséges értéke torlodasi pont (a sorozat végtelen

sokszor felveszi ezeket), igy nem lehet konvergens, és lathatéan nem monoton. +oo-hez nem tarthat egy
korlatos sorozat.

b, = ”T_l =1- % korlatos (K = 1), monoton novs, 1-hez konvergal, és igy ez az egyetlen torlodasi
pontja.
e =14+ (=)™ % korlatos (K = 2 megfelel), nem monoton, 1-hez konvergal, és igy 1 az egyetlen

torlédasi pontja.

n
dp = > 107% korlatos (K = 1, s6t K = § is elég), monoton névd, §-hez konvergdl, igy ez az egyetlen
E=1
torlodési pontja.
e, = —2™ monoton fogyo, nem korlatos (csak feliilrsl), —oo-hez divergél, nincs torlodési pontja.
n

S (=1)F - k2 nem monoton. Az fo, = > ((20)2 — (20— 1)%) = 3. 40 — 1 = 2n(n + 1) — 1 részsorozata
k=1 =1

n n
oo-hez tart, az fopi1 = —1— > ((20+1)2 — (20)?) == -1 — > 40+ 1 = —2n(n + 1) — 2 részsorozata
=1 =1
pedig —oo-hez, tehat maga az f, sorozat nem konvergens, és co-hez vagy —oo-hez sem tart. Ebbél az
is latszik, hogy nem korlatos. Torlédasi pontja sincs, mert abszolat értékben co-hez tart.

3. Szdmitsuk ki a kéovetkezd sorozatok hatdrértékét!
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Megoldds:  a) n® —16n? +3n=n?(1— 18 + 3) - cc.
b) 37— 22"l =37 =2.4" = 47(3" - 2) - 00+ (~2) = —c0.
n® —2n+1 n®(1 —2n=* +n=9) o l—2n"%4n=°
c) = =n’- — 001 =o00.
nd+n?2—-32 n3(1+n-1—-32n"3) 1+n-1—32n"3
d) VnZ-2n —nyn+1 = Yn2(1-2n"1) — ny/nl+n"1) = n?3V1-2n"1 - n¥2/1+n1 =
n3/2(n—5/6 1=2n"T-V1i+nT) =500-(0-1)=—00.
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e) oo— oo alaki limesz, és a leggyorsabban végtelenhez tarto tag kiemelésével (ez mindkét Gsszeadanddban
az n) oo - 0 alaka lesz, tehat nem lehet megoldani a d)-ben hasznalt modszerrel. Bovitsiik a kon-

242)— (n? - 2
jugalttal, hogy kiessen az n: \/n2 +2 - \/n2 —3n = 42 - =30 _ 30 =

V2 +24+4vnZ—3n VnZ+2++vn?Z—_3n

n(%+3) 3
n(V1+2n2++1-3n1) 5;}

o Corwr _ w((25) +1)
)

(2t <( _

VnZ+1-n 1 (n*+1)—n?> Vn+l4+yn Vn+l+yn
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h) (n®—5m+1)-27"=n’(1-5n""4n"%).27" = Z—j (1=5n"°4n"% =0, mert tudjuk, hogy n® << b",
haa e NT ésb> 1. ) . Y

i) 21nfén 2 n;3 nz—n-l_gn g (1+(§)") :_2%.1—371 (1+(g) )—>o.

n—1 n—1

4. A lim {/n=16s lim (142)" = e limeszek felhaszndldsdval szdmitsuk ki a kivetkezd sorozatok hatdrértékét!
n—oo n—oo

b) (n2+5)2"+3™)"/*" y (2n +3)n

2n+1
¢) (n+2)/ve
Megoldds:  a) 0° tipust limesz (mint ahogy az {/n reciproka is).

n+2 \Y" /1 i42t N\t L™\ 1
n®—n?+1 S \n2 1-nl4n3 C(/n)?2 \1-n"1t+4+n3 12 -

2 3\—n
b) (n* +5)(27"+3™") = n (1 + 5n*2) (1 + (—) ) — 0, igy 0° tipust a limesz. Az elgbbi kiemelést

o 2
haszndlva: ((n? +5)(27" +37") """ = (n—z) - ((1 +5n72) (1 + (ﬁ)n))mn -

2
i _n 1/2n
_ Vn -2 3 1 0_ 1

2
¢) 0o® tipusi limesz. (n + 2)Y/V7 = (n(1+ 2" )V/V7 = ((\/ﬁ)l/ﬁ) (1427 /VE 512,10 = 1.
d) 1°° tipust limesz.
2
n2—n \" 1 —3n+3 \™" 1 B B T2 e
<n2+2n—3> N ( +n2+2n—3> B < Jr712—1—271—3>
nitiigs %
(1+ n;jg:i) — e ° mert (1 + a,)/* — e, ha a, — 0, és n;igi_gsim =
—15n>+15
P ran—3 — —15.
n TN
27 4+ 3\" 2 \" 2\
e) 1°° tipust limesz. (2n+1) = (1—|— 2n+1) = (1+ 2n+1) — €% = 1, mert

5. Legyen [ay] pozitiv tagi szémsorozat. Melyikbdl kiovetkezik melyik az aldbbi hdérom dllitds kézil? Mind a hat
esetre vagy bizonyitsuk, hogy igaz a kévetkeztetés, vagy adjunk ellenpélddt!
A: lim (ap41 —an) =0
n—o0
B: lim

n—oo an-‘,—l

A, -1
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C: [an] konvergens
Megoldds: C = A igaz, mert ha [a,] konvergens: lim = A € R, akkor a,+1 — A is igaz, tehat a limeszek
n—oo
miiveleti szabélyai szerint lim(a,+1 — a,) = A — A = 0. Viszont B nem jon ki ugyanigy abban az esetben,

amikor A = 0. Es ilyen esetbdl ellenpéldat is valaszthatunk: a,, = 2= — 0, tehat konvergens, de #11 — 2.

Tehét C % B. Ugyanez a sorozat mutatja azt is, hogy A # B, ugyanis a, — @n1 = —5a7 — 0. Azt, hogy

B # C és B # A, mutatja az a, = n sorozat: 17 — 1, de (n+1)—n=1—=1+#0, és az n — oo, tehat a
n

sorozat nem konvergens. Végiil az a, = Y 1 sorozat mutatja, hogy A # C, ugyanis ani1 — an = 745 — 0,

k=1
2i+1
de > % > 2k. 2k-1+1 = % miatt aor > 1+ %, igy a sorozat nem korlatos, tehat nem is konvergens.
k=2i+1

Bizonyitsuk be, hogy ha egy [a,] sorozatnak minden 0-sorozattal vett szorzata 0-sorozat, akkor [a,] korldtos!
Megoldds: Tegyiik fel, hogy az [a,] sorozat nem korldtos. Ekkor minden k& € N*-ra van olyan n; index,
hogy |an, | > k, és azt is feltehetjiik, hogy az [nj] sorozat szigortan monoton névs. Legyen b, az a sorozat,
amelyre b,, = 1/a,, minden k-ra, és a tobbi tagja 0. Ekkor [b,] 0-sorozat, mert minden £ > 0-ra van olyan
k, hogy % < g, és igy ng = ng-tol kezdve |b,| < e. Viszont [a,b,]-ben az ni-adik tagok 1-ek, tehat ez a
sorozat nem tart 0-hoz.

1 n
Bizonyitsuk be, hogy az (1 + —1) sorozat monoton fogyd, és e-hez tart.
n—

1 n+1 1 n 1 n+1 1
Megoldds: Azt kell belatni, hogy {1+ — < |(14+——) ,azaz {/(14+~ <14+ —— A
n n—1 n n—1

mértani és szamtani kozép kozotti egyenltlenséget alkalmazzuk (14 1)2re és n — 1 darab (1 + L)-re. Azt
kapjuk, hogy

. N G+ -1 (1+ L 11 1
()7 ey a1
n n n n n
és 1+ 4+ L+ <14 Lo mert 1 kivonasa és n®(n — 1)-gyel val6 beszorzés utdn az utobbi egyenlétlenség
n3 — 1 < n3 alakra hozhato.
Masreészt (1+—15)"=(1+ )" 11+ -L5) e 1=e.

An+41

(Hdanyados-kritérium) Bizonyitsuk be, hogy ha a,, > 0 minden n-re, és — q <1, akkor a, — 0.
an

a a

Megoldds: Legyen q < qo < 1. Ekkor létezik olyan ng, hogy n > ng-ra [=2= — ¢q| < qo — ¢, igy === < qo.
Tehat n > ng-ra 0 < a,, =

An . An—1 e an0+1
an—1 ap—2 ang

n—no

* Anyg < ls)

-y, — 0, ezért a,, — 0.

A hanyados-kritérium felhaszndldsdval adjunk bizonyitdst a kivetkezd limeszekre!
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Megoldds: = . =(l1+—-) ———=>1"-0=0<1 — — 0.
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igy # — 0. (Az, hogy e < 3, kovetkezik példaul a 7. feladatbol, ugyanis ha az ott szerepld sorozat
. DY n

monoton fogyéan tart e-hez, akkor minden tagja, igy a hatodik: (g)6 = 46656 — 9 985984 is nagyobb e-nél.)



