Mat. Ala 8. gyakorlat 2014/15, elss télév

1. Szdmitsuk ki az aldbbi kifejezések értékét (ha léteznek)!

a) arccos —% b) arcsin(sin —197) c) tg(arccos %)
d) arctg(tg8) e) sin(arcsin(—2)) f) arch((1 + €%)/2e)
g) arthb h) arcthb i) arccos(cos(2 arccos(—@)))
Lo 1 _ 3w
Megoldds:  a) arccos ——z =
b) arcsin(sin — 13T ) = arcsin(sin &%) = arcsin(sin ) = %

c) tg(arccos £) = 2v/2 (az 1 befogoji, 3 atfogoji derékszogi haromszoghal).

d) arctg(tg8) = arctg(tg(8 — 37)) = 8 — 3w, ugyanis a tangens fiiggvény periodusa m, és —F <
8 —3m < 3.
e) sin(arcsin(—2)) nincs értelmezve.
T —x 1 8 4 —4
f) arch((1+¢8)/2e?) =z, hachx = c _;e = ;_46 = +26 , é¢s x > 0. Ennek nyilvanvalo
e
megoldasa az x = 4, mas pedig nem lehet, minthogy ch z a [0, oo]-en invertalhato.
fgy arch((1 + €%)/2¢*) = 4.

g) arth 5 nincs értelmezve, mert az arth értelmezési tartomanya (—1,1) (ugyanis

e’ —e”
ert4e T

Sl <1).

h) Az arcth5 = =, azaz cthxz = 5 egyenletet kell megoldani. Atirva e®-re, és az egyenletet

Atrendezve a 4e” = 6e~ %, azaz e2* = % egyenletet kapjuk, amibdl x = %hl%

i) arccos(—@) = 3%, cos(5) = 1, és arccos § = Z. Tehat arccos(cos(2 arccos(—?))) =3
2. Bizonyitsuk be a kovetkezd azonossdgokat!
a) sh2z =2shzchx b) ch2z =ch®z +sh’x
¢) arshz = In(z + Va2 + 1) d) archx = In(z + Va2 — 1)
e) sharchx = a2 — 1
r _ ,—x T —x z\2 _ (,—x\2 2 _ 2z
Megoldds:  a) oshaocher—2. & ¢ CHt¢ () = (™) _ e C —sho
22 2 ) 2 2
T4e ® et —e " e?x+e 2 +2 e?x+e 2 —2

b) ch? W2y = (&T¢ ey _
) ch®x + sh®x ( 5 + 5 1 + 1

621‘ + 6—21‘

——————— =ch?2

5 ch 2z )
c) arshx = y, ha © = shy = # Ez atrendezés utan e¥-ra ad egy masodfoku egyenletet:
2 i\/4 2 4+
(e¥)? —2xeY — 1 = 0, amelynek a megoldasa ¥ = ° — ° rEt+vz?+1. Mivel eV >0
minden y-ra, csak az e¥ = x + Va2 + 1 megoldas lehet jo, azaz y = In(z + Va2 + 1).
e +e v

d) archz =y, hax =chy = ,6sy > 0. eY-ra az (¢¥)? —2ze? + 1 = 0 masodfoki egyenletet

kapjuk, amelynek a megoldasa ey = x + V2?2 — 1, de a két megoldas koziil csak = + V2 — 1
nagyobb vagy egyenlg 1- gyel ez is csak z > 1 esetén (a logaritmusanak pozitivnak kell lennie),

tehat y = In(z + V22 — 1). Igy archz = In(z + v/z2 — 1), ahol z > 1.
e) sh(archz) = 4/ch*(arch ) — 1 = £v/22 — 1, de arch z értelmezési tartomanya [0, 00), és ott
sh is nemnegativ, ezért sh(archz) = va? — 1.
3. a) Hatdrozzuk meg az arctg %—1-1 fiiggvény aszimptotdit!
b) Abrdzoljuk az arcsin(sinx) figgvényt!
c) Van-e abszolit mazimuma, illetve minimuma az arctg <i> fiigguénynek az értelmezési tar-

tomdnydn? Es az arch(cos ) fiigguénynek?
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Megoldds:  a) Fiiggsleges aszimptotaja legféljebb az egyetlen szakadasi pontjéban lehet, x = —1-

ben. De a fiiggvény jobb oldali limesze itt 5, a bal oldali pedig —7, tehat nincs fuggoleges
aszimptotija. i = arctg(0 = 0, ezért az y = 0 asmmptotaga a fiiggvénynek
r—+o0o T+ 1
oo-ben és —oo-ben is.
b) arcsin(sinz) = z, ha z € [-Z,Z]. A [Z,2]] intervallumon arcsin(sinz) = m — z. Mivel

a sinzx fiiggvény periodikus 27 periodussal, az arcsin(sinzx) fiiggvénynek is periodusa a 2,
tehit a [-7, 37”]—n megadott tordttvonalat kell ismételgetni az egész szdmegyenesen, vagyis
a (=% +2km,—5) és (5 +2km, 5) (k € Z) pontokat 0sszekots torottvonal az arcsin(sinz)

fiiggvény grafikonja.

¢) Az —— mindeniitt értelmezve van, és értékkészlete (0,1], mert chx értékkészlete [1,00).
chz

Az arctg fiiggvény szigorian monoton noévé a (0,1] intervallumon, tehat értékkészletét

meghatarozza a végpontokban folvett értéke, 0, illetve 7. Ezért az arctg(cﬁr) fiiggvény

kovetkezésképpen a fiiggvénynek abszoliit maximuma a 7, abszoltit mini-

értékkészlete (0, 7],

muma viszont nincs.
A cosz értékkészlete [—1,1], de ezen az intervallumon csak 1-ben van értelmezve az archx
fiiggveény, ahol 0-t vesz fol. Igy az arch(cos z) fiiggvény értékkészlete { 1}, és igy a fiiggvénynek

1 az abszolit maximuma és az abszolit minimuma is.

Van-e derivdltja a kévetkezd fligguényeknek a 0-ban? Ha igen, szamitsuk ki a derivdltat!

—1/z2
a) f(z) = Va? b) flz)=2x-|z| c) f(x):{e / ha x # 0
0 ha x =0
Megoldds: a) f'(z) = (z 2/3)/ = % —1/3 = 3\3/5 nincs értelmezve a 0-ban, igy a derivalt definicidjat
x2/3 _ 2/3
kell haszndlnunk. lim —————— = lim —, és ennek a limesznek nincs véges értéke, igy a
=0 -0 z—0 3

fliggvény nem derivalthaté 0-ban.
b) f'(0) = hn%]rfl = lim |z|=0.

x—0t
c) f(0) = lim 16_1/I2 = lim ye ¥ = lim 2 = lim L _ 0 (a L’Hospital-szabal
z—0 y—+oo y y—+oo 63/2 y—Foo 2yey p Y
felhasznalasaval).

. Szamitsuk ki az aldbbi fiigguények derivdltfigguényét!

a)%—i—\/x_g’ b) Ito—dve c) !

x (2 —=1)(z2+z+1)
d) z%e” e) (z° +e ¥)sinx f) - — 4T+ T
g) tgx —ctgx h) % i) sinzcosx
j) <1 - —>77 k) @ 1) sin® z
m) cos*(1 — 2x) n) m 0) 4Sinm
P) 2 + ° q) arctg(l — x?) r) arcsin(sin )

s) /1 + ch(2x) t) xarsh(2x + 1) u) 230" +1

1 ' 5
Megoldds:  a) (— + \/x5> =@t 2% = -z 4 2.%'3/2
T

14+2—4yz\
b) ( +z ﬁ) :(mfl+1—4x*1/2)':—x*2+2x73/2
T
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23— 32 +1

(22 — e ®)sinz + (22 +e7®

COS T 2

1
—4 7 = —=
<sinx Vot ) sin®x VT

) cos x

1 T 1 T4
(2 -D(z2+2+1)) \zt4+23-2-1) (24+23—z—1)2
T €T

g) (tgx —ctgz) = 1 + L _ sin® @ + cos” = 1 _ 4 vagy masképpen
cos?z  sin’z sin? x cos? x sin?zcos?z  sin?2x’ ’
(tgx —ctga) = <szx_—0082x> = (—2ctg2z) = —5—
coszxsinz sin? 2z
h) <1 + sinx)' _ (cosz)(1 —sinz) — (1 + sinz)(— cos z) __ 2cosz
1—sinx (1 —sinx)? (1 —sinx)?

2x —sin?x = cos 2z

2 (037 =097 ()09
9 (i) ~ et
) (sinz) = 3sin®z cosa
m) (cos*(1 — 2z)) = 4cos3(1 —

)

n <m> (% — 32 +2)°2) =

i) (sinzcosz)’ = cos

sin(tg )

1
cos?

~ cos?(tgx)cos? x

—2(x? — 3z +2)73

22)(—sin(1 — 2x)) - (—2) = 8 cos?(1 — 2x) sin(1 — 27)

(2 —3)

V14+

0) <4Sinm>,:4<cosm> ; 1:_\/5 ‘ 2\1/5 _ cos
(V) () - ()

vVt + 23

1 2x
2 /

q) (arctg(l —z )) =T a2 =) (—2z) = o713
1

Ccos T
V1-— sin? x

r) (arcsin(sinz))’ = cosx =

| cos x|

k € Z-re, és
9 ( 1+ch(2m)>' _ Nﬁwsmxm sh(2z)
1 +Ch(2$)>/ — (‘/QChQ z) = (\/ichx)’

elébbi eredménnyel!

,ami 1, ha x € (—F + 2k,

1+ ch(2z)’

= V2shz. (Ellenérizziik, hogy ez megegyezik az

VI + xy/x

1

5 + 2km) valamely

—1, ha z € (% 4 2k, 3 + 2k7) valamely k € Z-re (v.5. 3.b))

vagy a fliggvényt el6bb dtalakitva:

6. Teljesiilnek-e a Lagrange-féle kézépértéktétel feltételei az aldbbi fligguényekre a megadott inter-
vallumon? Ha igen, keressiink az intervallum belsejében olyan pontot, amelyhez tartozé érintd

pdrhuzamos a gorbedarab végpontjait dsszekdtd hirral!

a) f(z)= V2 a[-1,8]-on
Megoldds:  a) f(x) nem differenciadlhat6é 0-ban (I1d. 4.a)),

b) f(z)=a3-3x+1 az[1,2]-n

tehat nem teljesiilnek a Lagrange-tétel

feltételei. Ett6l még létezhetne olyan hely a (—1, 8) intervallumban, ahol a derivalt M =

% (csak a Lagrange-tételbsl nem kovetkezik), de f'(z) =

-(=1

%x*1/3 csak 8-ban egyenld %—dal.

b) f mindeniitt differencialhato és igy folytonos is, ezért teljesiilnek a Lagrange-tétel feltételei.
fl(x) =322 — 3 =LA 4 322 3 =4, azaz & = 4/, és ezek koziil \/g € (1,2).

7. Szamitsuk ki a derivdltakat a logaritmus fligguény segitségével!

23(x + 1)sinx

") e

b) xsin T

c) (x+1)ne
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Megoldds: a) In|f(z)] = 3In|z|+1In |z + 1| +In|sin 2| —In [22% 4 1| minden olyan z-re, ahol egyik
faktor sem 0. Vegyiik mindkét oldal derivaltjat. (Felhaszndljuk, hogy (In(—z)) = = - (-1) =
f(x) 3 1 cos T 4x

f(x)_E r+1  sinz 222+1°
23(z + 1)sinx (3 1 CoS T 4z

. / S S/ e —

fgy f'(z) = 272 + 1 <x+m+1 sinx 2x2+1>'

b) (msmx)/ = (esmxlnx), = ST (coszInz + T sinz) = z"%(coszInz + Lsinz).

/ 1 1 1
C) ((w+ 1)lng:)/ _ <e(ln9:) ln(m+1)> _ e(lnx)ln(erl) ( H(I’—i— ) " nx ) _

x rz+1
(.%' + 1)lnx (ln(ﬂf:rl) + glcn—-‘,-xl>

1 tehat (In|z])’ = 1, ahol a fiiggvény értelmezve van.)

8. Hatdrozzuk meg az f(z) = 2° + 3z — 5 fiigguény inverz fiigguényének érintdjét a (—1,1) pontban!
Megoldds:  f'(x) = 3z2 + 3, f'(1) = 6, tehat f érintSjének meredeksége az (1,—1) pontban 6,

ezért az inverz fiiggvény érint§jének meredeksége a (—1,1) pontban %, az érint§ egyenlete pedig

y—1= %(m +1), azaz y = %x + %. A meredekséget gy is kiszamithattuk volna, hogy hasznaljuk

1 1 1 1
——— képletet: ¢'(—1) = = =
f'g(x))

9. Irjuk fel az 23 +axy — y* = 1 gérbe érintdjének egyenletét az (1,1) pontban!

a g inverz fiiggvény derivaltjira a ¢'(x) =

frlo(-1)  f(1) 6

Megoldds:  Derivaljuk le a fiiggvényegyenlet mindkét oldalat = szerint (y-t az z fiiggvényének
tekintve): 322 +y + 2y’ — 3y?y = 0. Az xz = 1, y = 1 helyen az m = y'(1) meredekségre
behelyettesitéssel a 3 + 1 + m — 3m = 0 egyenletet kapjuk, amibsl m = 2, és az érints egyenlete
y—1=2(x—1), azaz y = 2z — 1.



