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1. Számítsuk ki az f(x) = x + 1 függvényhez, a [0, 1] intervallum Φ = { 0, 1
3
, 1
2
, 3
4
, 1 } felosztásához és

a { 1
4
, 2
5
, 2
3
, 4
5
} reprezentánsrendszerhez tartozó integrálközelít® összeget!

Megoldás: f(1
4
)(1

3
−0)+ f(2

5
)(1

2
− 1

3
)+ f(2

3
)(3

4
− 1

2
)+ f(4

5
)(1− 3

4
) = 5

4
· 1
3
+ 7

5
· 1
6
+ 5

3
· 1
4
+ 9

5
· 1
4
= 91

60
.

(Mellesleg ez elég jó közelítés is:

∫ 1

0
x+ 1 dx =

[

1
2
x2 + x

]1

0
= 3

2
.)

2. Legyen 0 < a < b, és Φn = { a, aq, aq2, . . . , aqn−1, b } az [a, b] intervallum egy felosztássorozata,

ahol q = n

√

b
a .

a) Bizonyítsuk be, hogy ez a felosztássorozat minden határon túl �nomodó.

b) Számítsuk ki az

b
∫

a

1
x dx integrált az el®bbi felosztássorozathoz tartozó fels® közelít® összegek

limeszeként.

Megoldás: a) Az intervallumok hossza a(q − 1) < aq(q − 1) < · · · < aqn−1(q − 1), ugyanis q =
n

√

b
a
> 1. Tehát a felosztás �nomsága a(qn−qn−1) = a

(

b
a
−

(

b
a

)(n−1)/n
)

, és ez a( b
a
− b

a
) = 0-hoz

tart, ha n tart ∞-hez

b) Mivel az f(x) = 1
x

függvény monoton fogyó az [a, b] intervallumon, a fels® közelít® összeg

reprezentáns rendszere a részintervallumok jobb végpontjaiból áll, és így a közelít® összegek

1
aa(q − 1) + 1

aqaq(q − 1) + . . . + 1
aqn−1 aq

n−1(q − 1) = n(q − 1) = n
(

n

√

b
a − 1

)

=

(

b
a

)

1/n
−1

1/n , ezek

limesze pedig megegyezik a következ® függvénylimesszel: lim
x→0

(

b
a

)x − 1

x
=

d

dx

(

b

a

)x
∣

∣

∣

x=0
=

(

b

a

)x

·

ln
b

a

∣

∣

∣

x=0
= ln

b

a
= ln b− ln a.

3. Keressük meg azokat a c számokat, amelyek kielégítik a megadott függvényre és intervallumra

vonatkozó integrál-középértéktételt!

a) f(x) = 3x2 [−4,−1] b) f(x) =
1

cos2 x
[0, π

4 ]

Megoldás: a)

1
3

−1
∫

−4

3x2 dx = 1
3x

3
∣

∣

−1

−4
= 21, és 3x2 = 21, ha x = ±

√
7, amelyek közül c = −

√
7

benne van a [−4,−1] intervallumban.

b)

4

π

π/4
∫

0

1

cos2 x
dx =

4

π

[

tg x
]π/4

0
=

4

π
. Az f(x) = 4

π
, azaz cos2 x = π

4
egyenletnek pedig van

megoldása a [0, π
4
] intervallumban, mivel

1√
2
<

√

π
4
< 1, így c = arccos

√

π
4
megfelel.

4. Határozzuk meg az alábbi deriváltak értékét!

d
dx

b
∫

a

sinx2 dx d
db

b
∫

a

sinx2 dx d
da

b
∫

a

sinx2 dx

Megoldás:

d
dx

b
∫

a

sinx2 dx = 0, mert

b
∫

a

sinx2 dx nem függ x-t®l.

d
db

b
∫

a

sinx2 dx = sin b2 az integrálfüggvényr®l szóló tétel alapján.

d
da

b
∫

a

sinx2 dx = d
da

(

−
a
∫

b

sinx2 dx

)

= − sin a2.

5. Határozzuk meg a következ®ket!

a) lim
x→0

∫ x

0
cos t2 dt

x
b)

d
dx

arcsin x
∫

0

√
tg u du
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Megoldás: a) Ez a limesz az I(x) =
x
∫

0

cos2 t dt integrálfüggvény 0-beli deriváltja, ezért az értéke

I ′(0) = cos2 0 = 1.

b) Legyen I(x) =
x
∫

0

√
tg u du integrálfüggvény. Ekkor

d

dx

arcsin x
∫

0

√
tg u du =

d

dx
I(arcsinx) =

I ′(arcsin x)
1√

1− x2
=

√

tg(arcsin x)
1√

1− x2
=

√

sin(arcsinx)
√

cos(arcsinx)

1√
1− x2

=

√
x

(1− x2)3/4
.

6. Hol folytonos és hol di�ereniálható az I(x) =
∞
∫

−1

f(t) dt függvény, ha f(x) = sgnx az el®jelfüggvény:

1, ha x pozitív, −1, ha x negatív, és f(0) = 0?

Megoldás: x < 0-ra I(x) =
x
∫

−1

−1 dt =
[

− t
]x

−1
= −x− 1. I(0) kiszámításához megváltoztathatjuk

a függvényt úgy, hogy 0-ban −1 legyen, és ez nem változtatja meg az integrál értékét. Így I(0) =
0
∫

−1

−1 dt = −1. Végül x > 0-ra I(x) =
∫ 0

−1
−1 dt+

∫ x

0
1 dt = −1 +

[

t
]x

0
= x− 1. Így

I(x) =

{

−x− 1, ha x ≤ 0
x− 1, ha x > 0.

Ez nyilván minden x 6= 0 helyen folytonos, és 0-ban is az: lim
x→0−

I(x) = lim
x→0−

−x − 1 = −1,

lim
x→0+

I(x) = lim
x→0−

x− 1 = −1, és I(0) = −1. A di�ereniálhatóságot is sak 0-ban kell ellen®rizni.

lim
x→0−

I(x)− I(0)

x− 0
= lim

x→0−

−x− 1 + 1

x
= lim

x→0−
−1 = −1 és lim

x→0+

I(x)− I(0)

x− 0
= lim

x→0+

x− 1 + 1

x
=

lim
x→0+

1 = 1 különböz®k, ezért I(x) nem di�ereniálható 0-ban.

7. Számítsuk ki az alábbi határozatlan integrálokat!

a)

∫

7x4 dx b)

∫

(x+ 2)(
√
x+ 3

√
x) dx )

∫

x3 − 3x+ 4

x2
dx

d)

∫

x3 + x

x+ 2
dx e)

∫

tg2 x dx f)

∫

(2x− 3)100 dx

g)

∫

ecos x sinx dx h)

∫

sinx cos x dx i)

∫

cos3 x dx

j)

∫

cos4 x dx k)

∫

2x+ 1

x2 + x− 3
dx l)

∫

1

x2 + 4x+ 8
dx

m)

∫

ln2 x

x
n)

∫

ex

ex + 1
dx o)

∫

1√
x2 + 2x

dx

Megoldás: a)

∫

7x4 dx = 7
5x

5 + C

b)

∫

(x+2)(
√
x+ 3

√
x) dx =

∫

x3/2+x4/3+2x1/2 +2x1/3 dx = 2
5x

5/2+ 3
7x

7/3+ 4
3x

3/2+ 3
2x

4/3+C

)

∫

x3 − 3x+ 4

x2
dx =

∫

x− 3

x
+

4

x2
dx =

1

2
x2 − 3 ln |x| − 4

x
+C

d)

∫

x3 + x

x+ 2
dx =

∫

(x+ 2)(x2 − 2x+ 5)− 10

x+ 2
dx =

∫

x2 − 2x+ 5− 10

x+ 2
dx =

= 1
3x

3 − x2 + 5x− 10 ln |x+ 2|+ C

e)

∫

tg2 x dx =

∫

sin2 x

cos2 x
dx =

∫

1− cos2 x

cos2 x
dx =

∫

1

cos2 x
− 1 = tg x− x+ C

f)

∫

(2x− 3)100 dx = 1
101

(2x− 3)101 1
2
+ C = 1

202
(2x− 3)101 + C

g)

∫

ecos x sinx dx =
∫

−ecos x(cos x)′ dx = −ecos x + C
h)

∫

sinx cos x dx =
∫

sinx(sin x)′ dx = 1
2 sin

2 x+ C
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i)

∫

cos3 x dx =
∫

(1− sin2 x) cos x dx = sinx− 1
3 sin

3 x+C

j)

∫

cos4 x dx =
∫ (

1
2
(1 + cos 2x)

)2
dx =

∫

1
4
+ 1

2
cos 2x+ 1

4
cos2 2x dx =

∫

1
4 + 1

2 cos 2x+ 1
8 + 1

8 cos 4x dx = 3
8x+ 1

4 sin 2x+ 1
32 sin 4x+ C

k)

∫

2x+ 1

x2 + x− 3
dx =

∫

(x2 + x− 3)′

x2 + x− 3
dx = ln |x2 + x− 3|+ C

l)

∫

1

x2 + 4x+ 8
dx =

∫

1

(x+ 2)2 + 4
dx =

∫

1

4
· 1

(12x+ 1)2 + 1
dx =

1

4
arctg(

1

2
x+ 1) · 2 + C =

1

2
arctg(

1

2
x+ 1) + C

m)

∫

ln2 x

x
=

∫

(ln x)2 · 1
x
=

1

3
ln3 x+ C

n)

∫

ex

ex + 1
dx =

∫

(ex + 1)′

ex + 1
dx = ln(ex + 1) + C

o)

∫

1√
x2 + 2x

dx =

∫

1
√

(x+ 1)2 − 1
dx = arch(x+ 1) + C

8. Számítsuk ki az alábbi görbék által határolt korlátos síkidomok területét!

a) y = x2
, y = 1− x2

b) y = x2
, y =

x2

2
, y = x

Megoldás: a) A két görbe az x2 = 1−x2
egyenlet gyökeinél, tehát ±1/sqrt2-nél metszi egymást,

és a két metszéspont között az y = 1−x2
függvény a nagyobb. Így a terület

1/
√
2

∫

−1/
√
2

(1−x2)−x2 dx =

[

x− 2
3x

3
]1/

√
2

−1/
√
2
= 2

√
2

3

9. Az

b
∫

a

√

1 +
(

f ′(x)
)2

dx képlet segítségével számítsuk ki az f(x) = 4
3
x3/2

(0 ≤ x ≤ 2) görbedarab

ívhosszát!

Megoldás: f ′(x) = 2
√
x, így az ívhossz

2
∫

0

√
1 + 4x dx =

2
∫

0

(1 + 4x)1/2 dx =
[

2
3
(1 + 4x)3/2 · 1

4

]2

0
=

1
6 (9

3/2 − 13/2) = 13
3 .


