10.
11.

12.

Mat. Alb 2. gyakorlat 2012/13, elsé félév

. Szamitsuk ki az alabbi komplex kifejezések értékeét:

2+
2—1

) b) (3F7) ¢) (141) d) (V2 —iv2)

. Az (1 + i)™ binomialis tétel szerinti kifejtésével bizonyitsuk be, hogy 4-gyel oszthato n

szamra, (g) — (g) + (2) T (—4)”/4.

. Abrazoljuk a z1 =244, 20 =1—1, Z1, z12Z1i, z1 + 22, z1 — 22 komplex szdmokat a

sikon!

. Adjuk meg a (—2,1) koézéppontt, 4 sugara kér komplex valtozos egyenletét!

. Mi a mértani helye a komplex szamsik azon z pontjainak, amelyekre

a) 1 <|z] <3 b) |z —2|+|z+2|=16 c) lz—i|l=1]z—2—14|?

. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket, illetve egyenletrendszert (x,y € R, z,u € C)!

(x+3)+(y—1)i
144

c)Z + 2u = 1+71
3z 4+ uw = 2-3i

a) =2—D5i b) |z| +z2=2+1

. Adjuk meg

a) az= V2 — V2 komplex szdm trigonometrikus alakjat;
b) a sin24° — icos 24° szam trigonometrikus alakjat;

¢) az u = 3(cos iT + isin iT) szdm algebrai alakjat.

. Mivel kell a z komplex szdmot megszorozni, hogy az eredmény helyvektorat a z helyvek-

toranak (origo koriili) +120°-kal vald elforgatasaval, és a vektor 2-szeresére nagyitasaval
kapjuk meg?

. Szamitsuk ki az aldbbi miiveletek eredményét trigonometrikus vagy algebrai alakban!

4 \" s . p— .
a) (m) b) vV —v2—iV6 c) vV—27i d) v—-3—4i

Oldjuk meg a 2*(2 — 3i) = —32 + 48i egyenletet!

Egy négyzet két csiicsat a z; = 0 és zo = 3 + 47 komplex szdmok adjak meg. Hatarozzuk
meg a négyzet hidnyzo cstcsait!

Oldjuk meg a komplex szamok halmazan a 25 — 23 + 1 = 0 egyenletet! Abrazoljuk
a megoldasokat a komplex szadmsikon, és mutassuk meg, hogy mindegyik megoldés
egységgyok, azaz valamelyik pozitiv egész kitevés hatvanyuk 1.
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Megoldasok
244 (2+i)(2+4+4d) 3 4.
1. = =4 =
) 57 .5 575
b) (3+1)- 7= = (3 —1i)(—bi) = —-5—15i

c) (1+1i)3 :1+3z+3z +id=-2+4+2i
Q) (V2 iV2) =241~ i) = 16+ (~20)* = 256,

2. (L+)" =Y, (M)im=0G)+Di+ G0+ G)(=i)+ (3) + (5)i+ ..., és ennek
a valos része () — (5) + (4) — (3) + ...~  Masrészt, ha n = 4k alaka (k € Z), akkor
(14 i)™ = (14 i)** = (2i)?F = (—4)*, amelynek val6s része 6nmaga, igy (7) — (5) + (}) —
(TL) _|_ e e — (—4)k_

6

3. z1 =2+4+ia(2,1), 20 =1—iaz (1,—1) koordinataja pont. z; a z; tiikérképe az = tengelyre
(a (2,—1) koordinataju pont), z1Z17 mint vektor a pozitiv y tengely irdnyadba mutat, és
|21|? = 5 hosszt ((0,5) koordinataja), a z; +20 = 3 és 21 — 22 = 1+2i szamok helyvektorait
vektordsszeadéssal, illetve kivonassal is megkaphatjuk a z; és zo helyvektorabol.

4. |z —(—2+41)| =4, azaz [z +2 —i| = 4.

o

a) Origo kozéppontu korgytirt, amelynek kiils6 sugara 3, bels6 sugara 1, és a hatar-
vonalak nem tartoznak hozza (azaz nyilt kérgytrd).

b) 2 és —2 fokuszpontu ellipszis, amelynek (vizszintes) nagytengelye 16 hossz, vagyis az
ellipszis a (—8,0) és (8,0) pontokban metszi az = tengelyt.

c) A komplex sik i és 2+i pontjait 6sszekotd szakasz felezd merdlegese (az x = 1 egyenleti
egyenes).

6. a) (x+3)+(y—1)i = (2—5i)(1+1i) =7—3i, ahol z,y € R, tehat mindkét oldal algebrai
alakban van, és az algebrai alak egyértelmiisége miatt z +3 =7 és y — 1 = —3, azaz
r=4é y=—2.

b) Legyen z = x + yi, ahol z,y € R. A |z| + z = 2 + i egyenletet atirva azt kapjuk, hogy
VarZ+y?+x+yi =2+, amibsl /22 +y?2 +x = 2, és y = 1. Az utobbit az elsGbe
behelyettesitve: V22 + 1+x = 2. Ebb6l 22 +1 = (2—2)? = 22 — 4z +4, tehat z = 3,
és z = % + 12 valéban megoldas.

c) Az els6 egyenlet haromszorosaboél kivonva a méasodikat: (6 — i)u = 1 + 64, amibdl

u = % =1i,ész=14+1—2u=1—1, és ez val6bban j6 megoldas.

7. a) |z| =2, esz—Q(\/— \/—)—Q(COS + isin 7).
b) a sin24° — i cos24° = —i(cos24° + isin 24°) =
(cos270° 4 isin 2700)(008 24° + isin 24°) = cos 294° + i sin 294°.

c) az u=3(cos iF +isin ) = 3(—3 ?i)——%—%i.

8. 2(cos120° 4 isin 120°)-vel, azaz —1 + \/gi—vel.

4
O7T+

9. a) 3

1;1 7= —iv/3 = 2(cos 4T + isin 4T ), és ennek a tizedik hatvanya 2'°(cos
isin 497) = 1024(47r + i sin 4—“) = —512 — 512/3i.
b) —v2—iv6=+8(—3 — 7 i) = v/8(cos 240° + i sin 240°), és ennek a harmadik gyokei

V2(cos(80° + k - 120°) + i sin(80° + k - 120°)), ahol k = 0, 1,2, azaz
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21 =V/2(cos 80° + i sin 80°)
75 =V/2(cos 200° + 7 sin 200°)

23 =V/2(cos 320° + 7 sin 320°).

c) —27i = 27(cos270° + isin 270°), és ennek a harmadik gyokei:
3(cos(90° + k - 120°) + i sin(90° + k - 120°)), azaz
21 =3(cos90° + isin90°) = 34
29 =3(cos210° + isin210°) = —37\/3 — gz
23 =3(c0s330° 4+ isin330°) = — — §Z
Ezt dgy is megtalalhatjuk, hogy a konnyen lathaté 3¢ gyokot elforgatjuk 120 és 240
fokkal.

d) Mivel a /—3 — 47 szogét csak kozelit6en tudnank meghatarozni (a szog koszinusza
—%), viszont négyzetgyokot algebrai alakban is lehet szamolni, inkdbb az utébbi
modszert valasztjuk. Ha a négyzetgydk z = x + yi, ahol x,y € R, akkor (z + yi)? =
x? — y? + 2zyi = —3 — 4i, tehat 2% — y? = —3 és 2zy = —4. Az y = —2-et be-
helyettesitve az elsé egyenletbe z2-re az z* + 322 — 4 masodfoki egyenletet kapjuk.
Ebbél 22 = —3 vagy 1, de mivel = valds, csak 22 = 1 és © = +1 lehetséges, amibél

y = F2. Igy /=3 —4i = £(1 — 2).
2t = =38 — 16 = 16(cosm + isinm). Ebb6l z = 2(cos(Z + k- L) +isin(F + k-

2-3i
azaz - -
21 =2(cos 1 + ¢sin Z) =V2+1iV2

),

vl

3 3
29 :2(COSZ7T +isin—7r) = —V24+iV2

4
) )
zg =2(cos ZW + isin ZW) = V2 -iV2
7 7
24 :2(003% + isin IW) =2 —iV2

Ha a z; = 0 és zo = 3 4 47 csticsok szomszédosak, akkor a z;-gyel szomszédos harmadik
cstcsot, z4-et a zo-nek az z; (azaz az origd) koriili 90, illetve —90 fokos elforgatasaval, azaz
i-vel, illetve —i-vel val6 szorzassal kapjuk, z3 pedig 2o + 24: 24 = —4+ 31 és 23 = —1 4 T4,
illetve z4 =4 — 31, és 23 =7+ 1.

A harmadik esetben z; és 2o a négyzet atlojat adjak, és ebbdl a két oldalt a z; =0
koriili +45°-os, % aranyu forgatvanyujtassal, azaz % + %i-vel val6 szorzassal kapjuk: ez a
két cstcs: (3+41)(3 + 3i) = -4 + Lies (3+4i)5 — 24) = 2 + L4,

23 = % =1+ ?i, tehat 22 = cos60° + isin 60° vagy 2> = cos(—60°) + i sin(—60°),
és igy 21,23 = cos(20° + k - 120°) + isin(20° + k - 120°), és 24,56 = cos(—20° + k- 120°) +
isin(—20° + k - 120°). Ezek az egységkoron a 20°, 100°, 140°, 220°, 260°, —20° szoégnél
levé pontok. Mivel mindegyik szog 20° tobbszorose, és a megoldasok 1 abszolitértékiek,
mindegyiknek a 18. hatvanya 1. (Masképp: a 2% — 23 + 1 polinomnak tébbszorose a
2 —1=0"-1DE+1) = (22— 1)(22 + 1)(2° — 23 + 1) polinom, igy az elsé polinom
gyOkei gyokei a masodiknak is.)



