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. A hatarértékek miiveleti szabalyait felhasznalva szamitsuk ki az alabbi limeszeket (ha csak
egyoldali limesz létezik, akkor azt)!
. . x . 1 _ 1
a) Jm(z—2)sinz + 57 b) oo ¢) lim o
3 1
VM e o Jm(e+nTE 0 hmE-HT
. Alkalmas egyszertsités segitségével szamitsuk ki a kovetkezd hatarértékeket!
. br? —4x—1 . bhr? —4x—1
a) lim —5—— b) [lim —o——
4_ 9,2 3 2
c) x x d) lim LA x

im ——
z—+oo 813 4+ 3
. Definicié alapjan bizonyitsuk be, hogy lim \/z = \/a, ha a > 0, é&s lim /x = oc.

. Szamitsuk ki az aldbbi limeszeket! Ahol sziikséges, “gyoktelenitsiik” a nevezét vagy a
szamlalot!
—-92-_9 —9283 4
a) lim Yo - = b hm WYTZ2VE o T os i3
r—6 r—06 xr——+00 T + % xr— 400
z+1

T
d) lim e) lim ———
)t V622 4 3 4 3z )l Vo482

. A kovetkezd hatérértékek kiszadmitaséanél hasznéljunk trigonometrikus azonosségokat, il-
sin x
letve a lin%) —— hatérértéket!
xr— €T
tgx —sinx tgdx sinx 1 —cos2z
a) lim gi?, b) lim g ¢) lim ——— d) lim ———
z—0 sin” x rz—0 sinx T—T x(ﬂ' — x) 70 32
202+ +3 . :
a) Mutassuk meg, hogy az f(x) = V7 fiiggvénynek aszimptotaja a g(z) = 22+3
x

fiiggvény, azaz 11141_1 f(z)—g(z)=0.

b) Hatéarozzuk meg a 4.c) feladat eredményének segitségével a vz + 2z + 3 fiiggvény
aszimptotait +oo-ben és —oo-ben!
sin? x
. Hol folytonos az f(z) = TP fiiggvény, és milyen tipustiak a szakadasai?

. Hatarozzuk meg a és b értékét tgy, hogy az alabbi fliggvény mindeniitt folytonos legyen!

SOm2 _cin2
2x?—sin® x hax<0

f(z) = ax+glg), ha0<x <1
Ve, hal<uz

202 — ¢

. Hatéarozzuk meg az f(z) = fliggvény Osszes aszimptotajat!
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Megoldasok

a) 2/7. (Az els6 tag a renddrelv miatt tart O-hoz (ha a sin fiiggvény folytonossagat nem
hasznaljuk): —|z — 2| < (x — 2)sinz < |z — 2|).

1
b) oF = = 400.
c) Nem létezik, de lim % =L = 00,65 lim 5 = %L = H-o00.
w—>2*( 2) 0 z—2+ + (2=2)
d) lim 2 + ;37 = lim =3 H-1% A ketoldali limesz nem létezik, de 1--ban 52 =
+00, és 11-ban 52 = —oo0.
e) ool = cc.
f) 27> =0
a) 0 tipusi, de egyszertsithetiink a 0-hoz tart6 tényezével:
. 52 —d4r—1 (x—1)(5z41) 5z+1 _ 6 __
}/,1_% wxz :i _}:_ﬂ (z—1)(z+1) _}/__Ig xw—l—l -2 = 3.
00
b) ps tipusi. Emeljiik ki a leggyorsabban oco-hez tarté hatvanyt:
2 4 4 1
o opg?dap1 .. T (5-3—2F) o =373
Jm ST = Jin sy = i e =5
: zt—222 _  q: $4(1_m%) 1 x(l—m%) ool
C) xll)rfoo 8x3+4+3 xll)rfoo 3 (8+5%) xll)rfoo 8+ 8 — OC.
d) —oo + oo tipusi. Hozzuk koz6s nevezdre, aztan a b), c) esethez hasonloan alakitsuk:
lim 2232’ _ z = lim @430 —a’—a _ |y BS¢’=w _ iy 3oy 3
oo TIHI 25 o *+1 T rSioo AL T 2T I+ 5
A f&tagok kiemelésével konnyen lathaté, hogy 2oHmom alakg klfeJezesek limesze +oo-ben
g g polinom

megegyezik a f6tagok hanyadosanak limeszével, igy a b), c¢), d) feladatok megoldéasa en-

4 2
A s Ltamd s . 2 gy . 2 . Tt =2z
nek segitségével is kiszamithato: lim 52 242=l — lim 32° = 5 lim ———— =
mmoo T- rmo0 @ a—rtoo 870 + 3
4
. x 2 e oo 77 2 z . 2_
lim — = lim = = +4o0, és d)-ben kdzds nevezdre hozas utdn lim 3L =2 —
z—+oo 813 z—+o0 8 oo T2+
lim 3% =3.
xX

r——00

|z — al | — al
Vitval© a
olyan § > 0, esetiinkben § = £/a megfelel, hogy 0 < |z — a| < ¢ esetén |\/x — /a| < ¢.
oo-ben: /z > K, ha x > K2, tehat minden K > 0-hoz van olyan x( (esetiinkben
ro = K? megfelel), hogy x > z esetén /= > K.

< g, ha |x — a| < ey/a. Tehat tetszleges € > 0-hoz van

a) g Y tipust; gyoktelenités utan lehet a 0-hoz tarté tényezével egyszertisiteni:
\/— 2 (Vz—2-2)(Vz—2+2) _ (Vz—2)?—22

lim e = I vy M eronT L ematveT —
=1
iy s =
b) <= tipusi; emeljiik ki a legnagyobb z-hatvanyt: lial_l AV +22‘/_4
rolim 222Vt gy P02 Y g, PO

r— 400 x—|—% r—-+00 z(1+ 2) a:—>—|—oo 1+ 2
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c) oo — oo tipusi. A legnagyobb z-hatvany kiemelése csak oo - 0 tipusfl limeszhez
vezetne, ezért elsbb gydktelenitiink. lim 22+ 27 + 3 — 2 = lim £f2et3—a® _

z——+00 t—+too VEZ+2z+3+x
. 2+3)
lim iChs: =1
z—too o\ /1+2+5+1)

(z+1) (\/65(22—|— 35(7) _ (z+1)(v/6x2+3—3x) _

0 42 , . z+1 — i
. 6x243-3z _ 6 __
Jim VI g1

e) 5 9 tipust, az egyszertisitéshez gyokteleniteni kell.

3 2 3
. Vz 8 )’ +2 Yz +8+4) . 3 2 3
lim — lim 2Vt = lim(/x + 8 2/x + 8+ 4 =12.
z—0 \S/T x—0 (z+8)-8 a:—>0( + ) + tet
. sin @ : 1
5. a) lim B2=502 — iy coece ST iy csz iy —l-cose gy 1
: 0 sindz =0 sindz 70 sin®z 70 cosz(l—cos?x) — 75 cosx(ltcosxz) T
1
2" .y
tgde _ i osindw 1 _ oy ZEEde 1
b) alcll)% sinz alcll)% sinxz  cosdx alcll)% S‘gm.x cosdxr 4.
c) 5 Y tipust. Felhasznalva, hogy sinx = sin(r—x), az y = 7—x helyettesitéssel lim o=
T— T
lim SRr—2) _ jiy siny _ =1,1 hm _sinz - _ 1
e € ) B &Y M0 a(m—a) T =
. _ 2 _ 2
d) lim 1—cos2z _ lim 2sin? z — lim sinx — 2
)$—>O 3x2 0 372 x—>03( T ) 3

. 2 . o2 .
6. a) lim Z 3 (274 3) = lim 20 4o43-20%—a43 _ |y 6 _ ),
rT— 00 z—1 xr— 00 r—1 Tr— 00 -1

b) A 4.c) feladat megoldasa szerint az f(z) = Va2 + 2z + 3 fiiggvényre lim f(z)—z =1,
igy lim f(x) — (x + 1) = 0, vagyis y = z + 1 aszimptotaja a fiiggvénynek a

: : . V/Z®i9%3 I \/1+ +5
+oo-ben. —oo-ben viszont lim ff) — lim VEEEEES gy
T—— 00 T—— 00 T—— 00

_ 2 : _(_ — : 2 — x +2x+3—$ —

1, és mEIEloo flx) — (—x) xEr_noo Vet +2x+3 + 2 mgr_noo /s

z(2+2) . . 2+3 . , .

xE L le\/1+ P = mg@mm = —1, tehdt —oo-ben az aszimptota
y=—x—2.

7. Mivel mindeniitt folytonos fliggvényekbdl raktuk ssze alapmiiveletek segitségével, csak ott

nem folytonos, ahol nincs értelmezve, azaz ahol cosz = 1, ez pedig az x = 2k7 (k € Z)
. in? (1 .
= lim =2 = Tim 14 cosz =

1+ cosa véges érték, ezért ezek megszuntetheto szakadasok.

sin’ z
l—cosx

helyeken van. Itt a fliggvény limesze: hm

8. f(z) folytonos a (—o0,0), (0,1) és (1,00) intervallumok mindegyikén, mert az f-et itt
definialo fiiggvények folytonosak. (Az elsé fiiggvényrsl ugyan ellendrizni kell, hogy valéban
értelmezve van-e a tartoményon, de geometriai okoskodassal 1athato, hogy x > sinz, hax €
0,2),és 2> Z >1> |sinz|, haz > I, végiil z < O-ra 22 —sin*z = (—x)? — sin®(—z) >
0, tehat 222 — sm2 r > 22 >0) Igy csak azt kell megnézni, hogy milyen feltételek
mellett egyezik meg az illesztési pontban a jobb— és bal oldali hatarérték és a fiiggvényérték.

lim f(x) = hm V2m2_sm - lim ———" = lim —y/2— (¥£)" = —1, mig
z—0~

r—0— r—0~

f0)=0b= lil%l+ ar+b= 11%1+ f(x), tehat a fuggveny akkor és csak akkor folytonos 0-ban,
ha b= —1. lim f(z) = lim ax+b=a+b= f(1), mig lim+ flz) = lim+ Ve =1, igy
1

r—1— r—1— r— r—
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a+b=1, ami b = —1 mellett akkor és csak akkor teljesiil, ha a = 2. Tehat f akkor és
csak akkor folytonos mindeniitt, ha a =2 és b = —1.

. f folytonos R \ {1}-en, tehat fiigg6leges aszimptotaja legfoljebb = = 1-ben lehet.
lim+ f(x) = +o0, tehat = = 1 valéban aszimptota. f limesze oo-ben oo, —oo-ben —oo,
r—1

tehat itt vizszintes aszimptota nem lehet. Ellendrizziik, hogy van-e ferde aszimptotaja

a fiiggvénynek oo-ben, illetve —oo-ben! lim &) — Jim 22z lim 22 = 2, és
lim f(z)—2x = lim % = lim —*5 =1, teh4t co-ben y = 2z + 1 aszimptota,

xT— 00 xT—00 T—00
és konnyen lathato, hogy —oo-ben is ugyanezeket a limeszeket kapjuk, tehat ott is ugyanez

a ferde aszimptota van. (A ferde aszimptotékat ebben az esetben polinomosztéassal is meg-

talalhatjuk: 222__1:” = (w_ll?gmﬂ) + 2 = (2z+1)+ -1, és a masodik tag a végtelenekben
0-hoz tart, igy f(x) — (22 4+ 1) 0-hoz tart, azaz y = 2z + 1 aszimptotija a fliggvénynek

mindkét végtelenben.)




