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. Irjuk fel az f(x) fiiggvény linearis kozelitését az xo pontban, és ezt felhasznalva adjunk
becslést a megadott ¢ szadmra.

a) f(z)= Yz, xo=16, c= V18

b) f(z)=2° zo=1, ¢c=1,038°

. Az alabbi limeszek koziil melyikeknél alkalmazhat6é a L’Hospital-szabaly? Szamitsuk ki a
hatarértékeket!

Inx e’

Inx

R e R Er I - I e
1 1
: 2 x . . x . 1
— — 1 h) lim(1 @
e) lim_z7 f) ili%x ctg g) Jim, & ) x%( + )

. Allapitsuk meg, hogy az alabbi fiiggvények hol monoton fogyok, illetve novék, és keressiik
meg a lokalis szélsGértékeiket!

a) f(z) = —

22 +4
. A fiiggvény menetének a vizsgalatabol allapitsuk meg, hany valés gyoke az f(z) = z3 +
622 — 152 + 3 polinomnak.

b) f(z) = Va? — 20 ¢) flx) = Vaellr

. Bizonyitsuk be, hogy tgz > z, ha x € (0, 7).

. Hol vannak lokalis szélsGértékei, hol konvexek, illetve konkavak az alabbi fiiggvények?
a) (22 —2z)e” b) arcsin z?

. Mi az abszoltit minimuma és maximuma az aladbbi fiiggvényeknek a megadott interval-
lumokon?

a) Va2 — 32? a[-1,V8]-on
b) x® + 622 — 152+ 3 a [—6,6]-on
¢) z+1In(z? —3) a[-10,—2]-n.
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Megoldasok

1. Az f(z) = f(xo) + f'(z0)(z — mo) kozelitést hasznaljuk xo-hoz kozeli = értékekre.

= Ja7¥ f(we) = f(16) = 2, [f'(x0) = f'(16) = 5,
+ f/(16)(18 — 16) = 2+ 55 - 2 = 2,0625 ~ 2,06
= 5a', f(xo) = f(1) =1, f(ao) = f(1) =5, 1,038° =
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Erre nem alkalmazhat6 a L’Hospital-szabaly, mert a szamlalé 0-hoz, a nevezd viszont
1-hez tart, de nincs is ré sziikség: a limesz % = 0.
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igy lim (1 —|—a:)% =e' =e.
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Az f fiiggvény mindeniitt értelmezve van és folytonos. A derivaltja f'(z) =
2 2
(z (—;;4:_ 4)3; 2z _ (;12 +x4)2, ami x = £2-nél 0, (—oo, —2]-n és [2, +00)-en negativ,
[~2,2]-n pedig pozitiv. Igy f monoton névé a [—2,2] intervallumon, monoton fogyd
(=00, —2]-n és [2,+00)-en. Ebbdl kovetkezik, hogy —2-ben van lokilis minimuma
(értéke —1) és 2-ben lokélis maximuma (értéke ).
Az f fiiggvény mindeniitt értelmezve van és folytonos. A derivaltja f/(z) = %x_l/ 32,
ami 0, ha z = 2%, és nincs értelmezve, ha x = 0. A derivalt elGjele: 0 el6tt negativ,
0<x< 2%—re pozitiv, 2% utan megint negativ. Tehat f monoton fogyd (—oo,0)-n
és 5=, +00)-en, monoton névé (0, 5-]-en, lokalis minimuma van O-ban (értéke 0), és

71 . 1 , 2
lokdlis maximuma 5=-ben (értéke 5=).

Az f fiiggvény értelmezési tartoméanya (0, +00), és itt folytonos is. A derivaltja f'(x) =
1 1 r—2
eV fret/r . = e/, Ez csak x = 2-ben 0, elStte negativ, utana pozitiv,

2\/x x?  2x\x

igy f-nek 2-ben lokalis minimuma van, amelynek értéke /2e.

4. Az f'(z) = 322 + 12z — 15 fiiggvény O-helyei —5 és 1, és az f'(z) elsjelébdl kideriil,
hogy f monoton névé a (—oo, —5] és [1, +00) intervallumokon, és monoton fogy6 a [—5, 1]
intervallumon. lim f(z) = —oo, f(=5) =103, f(1) = =5, és 11141_1 f(z) = +o0o,



6.

. Legyen f(x) = tgx — z. Ez a fiiggvény folytonos a [0
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tehat a folytonos fiiggvény a (—oo, —5), (—5,1) és (1, +o0) intervallumok mindegyikében
metszi egyszer az = tengelyt, igy pontosan harom valos gyoke van az f(z) polinomnak.

, 5) intervallumon, és derivaltja
1

f'(z) = —=—1 > 0 az intervallum belsejében (ugyanis ott cos® z < 1), igy f(x) szigortian
monoton n6vé a [0, ) intervallumon. Mivel f(0) = 0, a (0, ) nyilt intervallumon f(z) > 0,
azaz tgxr > .

a) Ha f(x) = (2% — 2x)e®, akkor f'(z) = (2z — 2)e” + (22 — 2x)e® = (22 — 2)e?, és
f"(z) = 2ze® + (22 — 2)e? = (22 + 2z — 2)e®. Az f'(z) fiiggvény 0-helyei +/2, az
f"(x) fiiggvényé —1 £ /3. A (—oo,—1 — /3) és (=1 + /3, +00) intervallumokon
f"(x) >0, igy f(z) itt konvex, a (—1 — /3, —1 + /3) intervallumon pedig f”(z) < 0,
és f(z) konkav. Szélssértéke f(x)-nek az f’(z) O-helyein lehet, azaz ++/2-ben, és ezek
koziil —v/2-ben lokalis maximuma van f-nek, mert f” (—\/5) < 0, és v/2-ben lokalis
minimuma van f-nek, mert f”(/2) > 0.

b) Ha f(x) = arcsinz?, akkor f'(z) = \/% és [ (z) :4(2x(1 — :z:4)_41/2)' =2(1 —

1 3 2 — 224 + 4z 242z p

5) - (—4a”) = (1—a4)3/2 — (1—g4)p3/2 Az f"(z)

fiiggvény pozitiv az f teljes értelmezési tartomanyanak belsejében, (—1,1)-en, tehat a

folytonos f fliggvény konvex a [—1,1] intervallumon. f’(x) csak O-ban vesz fel 0-t (és

1! 1étezik az f értelmezési tartomanyanak belsejében), tehat csak itt lehet szélsGértéke

az f fliggvénynek, és mivel f”/(0) > 0, f-nek itt lokalis minimuma van.

a) f(z) = Va2 —12% fl(z) = 22713 — 20 = 2271/3(1 — 2%/3). f'-nek O-helye *1-
ben van, ebbél az 1 van a (—1,+/8) intervallumban, f’ nem létezik a O-ban. Igy a
szélséértékek lehetséges helyei —1, 0, 1, v/8. Itt az f értékei %, 0, %, illetve —%, igy a
maximum %, a minimum —%.

b) f(z) = 23+6x%2—152+3, f'(x) = 32%+122—15, ennek 0-helyei —5 és 1 (mindegyik a
(—6,6) intervallumban), és f/ mindenhol létezik. Tehat a lehetséges szélsGértékhelyek
—6, —5, 1 és 6, az f értékei itt 93, 103, —5 és 345, igy a minimum —5, a maximum

345.
2

¢) f(z) =z +In(z?-3), fl(z)=1+ x22x 5 = ’ ;2963_ 3. Az f' 0-helyei a szamlalo
0-helyei: —3 és 1, ebbsl —3 van a megadott intervallumban. f’ nem létezik ott,
ahol a nevezd 0, azaz ++v/3-ban, de ezek az intervallumon kiviil esnek. Igy az f
szélsGértékei csak a —10, —3, —2 helyek koziil valok lehetnek. f(—10) = —10 + In 97,
, f(=3) = =3+ 1n6, f(—2) = —2, ezek kozil f(—10) = —10 + In97 a minimum, és
f(=3) = =3 4+ In6 a maximum.
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