Mat. A2 2. gyakorlat 2016/17, méasodik télév

1. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszereket!

x — 2y + 2z = 3 2 + y — 5z 4+ u = 3
a) 20 + y — z = 0 b)) = — y + z + 2u = 1
-3z + y + 2z = 11 r + 2y — 6z — wu = 2
Megoldds: a) Elemi sormiiveletekkel redukalt lépcsds alakra hozzuk a kibovitett
matrixot:
1 -2 1] 3 1 -2 1| 3 1 -2 1| 3
2 1 -1 | Ol |0 5 =3 | —6|+— [0 =5 5 | 20| —
-3 1 2 | 11 0 -5 5 | 20 0 5 -3 | -6
1 -2 1| 3 1 0 -1 | =5 1 00 | 2
0 1 -1 | -4~ |01 -1 | =4~ (0O 1 0 | 3
0 5 -3 | -6 o0 2 | 14 001 | 7
Ebbdl leolvashatd a megoldas: x =2, y=3, 2 =7T.
10 —% 1| %
b) A kibévitett métrix redukalt 1épesés alakja |0 1 —35 —1 | 3|, a megoldas:
0 0 0 0 | O
T % + %s —t 4/3 4/3 ~1
Yy 3tgs+t| _|1/3 7/3 ‘ 1
z s =lo|T* 1|t 0
U t 0 0 1

2. Az aldabbi matrixok kézil melyek vannak lépcsds, illetve redukalt lépcsds alakban? A redukdlt
lépcsdseknél irjuk fel a mdtrizhoz tartozo linedris egyenletrendszer megolddsat, vektoros
alakban is!

2 0 1 1 | 3 100 | 2 10010
a) |01 0 1 | 1 b) [0 1 0 | 1 ¢c) |01 1 2 ] 0
(0 0 0 0 | 2 0 0 1 | -1 1 000 | O
[1 0 0 2 | 1] (1 0 2 | 1]
d {0 0 1 3 | 2 e) |00 1 | -1
0000 1] O (0 0 0 | O]

Megoldds: a) Lépcsés, de nem redukalt (az elsd sor vezéreleme nem 1). A lépcesds alakbol
is leolvashato, hogy nincs megoldasa az egyenletrendszernek.
2
b) Redukalt 1épcsds, a megoldas 1 = 2, zo = 1, x3 = —1, azaz x = 1
—1
c) Nem lépcsss.
d) Redukalt lépcsss. Két szabad valtozoja van, zo és x4. Ezeknek tetszéleges s, t € R
paraméterértéket adva a megoldas x1 =1 —2t, zo = s, x3 =2 — 3t, x4 = t, azaz

1 0 —2
0 1 0
X = 9 + s 0 +t _3
0 0 1

e) Lépcsss, de nem redukalt (a méasodik vezéregyes oszlopaban van mésik nem nulla
elem).



Mat. A2 2. gyakorlat/2 2016/17, masodik télév

3. Oldjuk meg azokat a linedris egyenletrendszereket, amelyeknek a kibévitett mdtriza

1 1 2 10 0 1 3 | 144 1 2 -1 0 | 1
a) |2 1 =1 | 1| b) 1 1 =2 | =2 c) 0 3 -2 -1 | 1
1 1 0 | O 144 -1 -4 | =3 -1 1 -1 -1 | 2
Megoldds:
1 0 0 | 1 1
a) A redukalt lépcsgs alak: [0 1 0 | —1], a megoldas: | —1
0 0 1 | 0 0
b)
0 1 3 | 1+ 1 1 —2i | —2
1 1 =2 | =2 = |0 1 3 | 1434 —
144 -1 -4 | =3 0 —2—4¢ —6+4+20 | —1+4+2:
1 0 -3—-20 | —-3—i 1 0 0 | i
0 1 3 | 1+ = |0 1 0 | —2+44
0 0 5Y) | 5Y) 0 0 1 | 1
i
Tehat a megoldas x = | —2 414
1
1 2 -1 0 | 1
c) A lépesss alak, |0 3 —2 —1 | 1| mutatja, hogy az egyenletrendszer ellent-
00 0 0| 2

mondasos, nincs megoldasa.

4. Hatdrozzuk meg a kovetkezd sikok metszetét! Ha a metszet egyenes, adjuk meg az egyenes
explicit egyenletét vektorosan és koordindtdnként is!
a) 20 —y+32=3, v+y+z=4, —x+2y—z=2;
b) 20 —y+32=3, t+y+z=4, 3y—z=>5;
c) t+3y+z=2, v+2y+2z=>5.
Megoldds: a) A metszet az (1,2,1) pont.
1 0 4/3 | 7/3
b) Az egyenletrendszer redukalt lépcsds alakja |0 1 —1/3 | 5/3 |, és ebbdl le-
0 0 0 | 0
olvashato, hogy a metszet egy egyenes, amelynek vektoros egyenlete

7/3 —4/3 T = é — %t
r=|5/3|+t 1/3|, koordinatasan: y = 35 + 3t
0 1 z = t
c) A metszetiik egy egyenes, amelynek a vektoros egyenlete:
11 —4 x = 11 — 4t
r=|-3| +t- 1], koordinatasan: y = -3 +

0 1 z =

Tehat a metszet az az egyenes, amely atmegy a (11, —3,0) ponton, és irdnyvektora
(—4,1,1).
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. Adjuk meg az Sy : 2x —y+ z = 1 sik explicit (paraméteres) egyenletét, illetve egyenlet-
rendszerét! (Oldjuk meg az egyenletet mint egy egyenletbdl dllo egyenletrendszert, és irjuk
fel a megolddst vektorosan!)

Megoldds: Az egyenlet(rendszer) redukalt lépcsds alakja [1 —% 1 %], aminek a
x 1/2 1/2 —1/2

vektoros megoldasa |y | =| 0 [+s-| 1 |+¢t- 0 |, tehat a sik (egy lehetséges)
z 0 0 1

paraméteres egyenletrendszere x = % + %s — %t, y=s, z==t.

. Oldjuk meg az 1.a) feladatban szerepld egyenletrendszert Zs folott is! Hany megolddsa van?

Megoldds: Tetsz6leges n € Z egész szam Zs-beli szamot is jelent (agy értve, hogy n darab 1-
nek az Osszege, vagy negativ n esetén |n| darab 1 Osszegének a negativja. Tehat egy Zs =
{0,1,2,3,4 }-beli szamot felirhatunk tetszéleges olyan egész szamként, aminek ugyanaz
az Ottel vald osztasnal a maradéka. A miveleteknél is ennek megfelelen irjuk fel az
eredményt. Osztani természetesen csak nem nullaval, azaz 6ttel nem oszthaté szammal
lehet.

1 -2 1 | 3 1 -2 1 | 3 1 -2 1| 3
2 1 -1 | Ol — |0 5 =3 | -6 =10 02 | —6| —
-3 1 2 | 1 0 =5 5 | 20 0O 0 0 | 0
1 -2 0 | 6] 1 =2 0 | 1]
o 01| -3 =10 01| 2
0O 0 0 | 0] 0O 0 0 | 0]
1+ 2t 1 [ 2
A vektoros megoldés t = |0 +¢t-|1|. Mivel t otféle értéket vehet fel, az
2 2 0

egyenletrendszernek Zs-ben 6t megoldasa van.
. Linedrisan figgetlenek-e az (1,2,—1,0),(1,1,2,1),(2,0,1,3) € R* vektorok?
Megoldas: Akkor fiiggetlenek, ha az

1 1 2 r + y + 2z 0
2 1 o 2 + oy o
SRl Sl A Y B P B R R Y S Bl X
0 1 3 y + 321 Lo

homogén egyenlet(rendszer)nek csak trividlis megoldasa van. Az egyiitthatomatrix lépcsés
alakja,

1 0 -2
0 1 4
0 0 1
0 0 0

mutatja, hogy az egyenletrendszernek csak egy megoldésa van, tehat a harom vektor

fiiggetlen.

. Allitsuk el6 a vi = (1,0,1,1), vo = (2,1,-1,3) és v3 = (0,1, -2, —1) vektorok linedris
kombindcidjaként az a = (0,—1,3,—1), b = (1,1,0,1) és ¢ = (3,2,—-2,3) vektorok kiziil

azokat, amelyeket lehet!
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Megoldds: Erdemes a harom vektor elgallitasat szimultan egyenletrendszerként kiszamolni:

1 2 0| 01 3 100 ] 2 31
0 1 1 | -1 1 AN KNS SV B B O
1 -1 -2 | 3 0 -2 001 0 21
1 3 -1 | -1 1 3 000] 0 30

A harom konstansoszlopot kiilon tekintve leolvashatok a megoldasok: a = 2v; —vg, b nem
allithato els, és ¢ = v + vo + V3.

Vektorteret alkotnak-a a kovetkezd halmazok a természetesen definidlt dsszeaddsra €s
skaldrral valo szorzdsra nézve?

a) A wvalds polinomok halmaza, Rlz| az R test folott.

b) A legfeljebb n-edfoki valds polinomok.

c) A pontosan n-edfoki valds polinomok.

d) C az R folitt.

e) R a Zy folott.

Megoldds: a) Igen, konnyen ellendrizhetd, hogy a polinomok Osszeadéasa és skalarral
(azaz konstanssal) szorzasa kielégiti a vektortér axiomait.

b) Mivel ez részhalmaza az R[z|-nek, elég belatni, hogy nem iires, és zart a miiveletekre
nézve, azaz, hogy altere R[z]-nek. Ez pedig igaz, mert két legfeljebb n-edfokti polinom
Osszege, és egy ilyen polinom skalarszorosa is legfeljebb n-edfoku (a 0 polinomot is agy
tekintjiik, hogy legfeljebb n-edfoku).

c¢) Nem vektortér, mert nem is zart a miiveletekre nézve. Példaul (2% +z — 2) + (—22 +
2x + 1) = 3z — 1 két méasodfokt polinom Gsszege, de csak els6foki.

d) Igen a C test tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy az Gsszes vektortéraxioma is teljesiil.

e) Ha vektortér lenne, akkor a skalarral valo szorzas csak az 1-a = a és 0-a = 0 lehetne
tetsz6leges a € R-re, mert az elsd szerepel a vektortér-axiomak kozott, a masodik pedig
egyszeriien kovetkezik az axiomakbol. De akkor 0 =0-a=(14+1)-a=1-a+1-a=
a4+ a = 2a, de 2a # 0, ha 0 # a € R.



