Mat. A2 3. gyakorlat 2016/17, méasodik félév

. Hdny megoldasa lehet az aldbbi linedris egyenletrendszereknek a valos szamok kérében, ha
a *-0k tetszdleges (nem feltétleniil egyenld) szdmokat jelolnek?

01 = | 2 2. 01 3 | 1 « 1 | 0 (1)?;}8
00 3 | « 09 1 2 | 2 0 % | 0 00 1]
000 | 0 00 % 0 | 1 0 % | 0 000 | 0

Megoldads: Az els6 egyenletrendszernek végtelen sok megoldésa van, mert a matrixanak
lépesds alakjaban nincs ellentmondésos sor, és van olyan oszlop (az elsg), amelyben nincs
vezérelem, tehat van szabad valtozo.

A maésodik egyenletrendszer megoldasszama fiigg a * értékétsl. Ha a * helyén 0 &ll,
akkor a harmadik sor ellentmondéasos, tehat az egyenletrendszernek nincs megoldasa. Ha *
nem nulla, akkor a lépcsds alakban nincs ellentmondésos sor, de van szabad valtozo, tehat
végtelen sok megoldasa van az egyenletrendszernek.

A harmadik egyenletrendszernek mindenképpen van megoldésa, mert homogén.
Egyetlen megoldasa van, ha az els6 sor csillaga, és a mésik két csillag koziil valamelyik
nem nulla, az 6sszes tobbi esetben végtelen sok megoldésa van.

A negyedik egyenletrendszernek mindenképpen egyértelmid megoldésa van, mert
lépcs6s alaki, nincs ellentmondésos sor, és minden oszlopban van vezérelem.

. Az a és b paraméterek értékétdl fliggéen hdny megolddsa van a kévetkezd mdtrizokhoz tar-
tozo egyenletrendszereknek?

1 2 a+b | 0 120 | 3
a) | 3 -2 a | b b) |-1 1 1 | b
3 =6 a—b | 2 02 a | 1

Megoldads: A megoldasok szaméanak megallapitdsahoz elég 1épcsds alakra hozni a matrixot,
nem sziikséges a redukalt 1épcsds alak.
a)
1 2 a+b | O 1 2 a+b | 0
3 -2 a | b| — |0 =8 —2a—-3b | b
-3 —6 a—0b | 2b 0 0 4a+2b | 2b

Ha 4a + 2b # 0, azaz ha b # —2a, akkor egyértelmd megoldas van.

Ha b = —2a # 0, akkor nincs megoldas, mert a mésodik métrixnak van ellentmondésos
sora.
Ha b = —2a és b =0, azaz ha a = b = 0, akkor is 1épcs6s alakii a masodik méatrix, de

nincs ellentmondasos sora, és van szabad valtozoja, tehat ekkor végtelen sok megoldésa
van az egyenletrendszernek.

b)
1 2 0 | 3 1 2 0 | 3 1 2 0 | 3
-1 1 1 | b = |0 3 1 | b+3| = |0 1 §| b+ 1
0 2 a | 1 0 2 a | 1 00 a—% | —1-2b
Egy megoldés van, ha a # %, végtelen sok megoldéas van, ha a = %, és b= —%, végiil

: ; _2 4 3
nincs megoldéas ha a = 5, és b # —3
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3. Alteret alkotnak-e R®-ben az aldbbi részhalmazok? Amelyik altér, annak adjuk meg egy
bdzisdt is!

a)
b)
¢)
d)
¢)

{VGR3||V|:1}
{(z,y,2) |z +2y+2=0}
{(@y,2) [z +2y+2=1}
{(z,y,2) [2* +9* + 2> =0}
{(z,y,2) [2® +9y° +2° =0}

Megoldds: —a) Nem altér, mert 0 nem eleme ennek a részhalmaznak.

b)

)
d)

e)

Altér, ugyanis egy K test folotti n-valtozos homogén linearis egyenlet(rendszer)nek
megoldasai mindig alteret alkotnak K™-ben. A megoldas vektoros alakjaban sze-
replé vektorok béazist alkotnak a megoldastérben. Az egyenlet kibdévitett matrixa
[1 2 1 | 0] lépcsss matrix, a megoldas y = s, z =t, x = —2s — t, azaz

T —2 —1

yl =s- 1+t 0|, igy az altér bazisa {(—2,1,0), (—1,0,1) }.

z 0 1
Nem altér, mert nem tartalmazza a 0-t.
Ez a halmaz csak a (0,0, 0) vektorbol all, az pedig nyilvan alteret alkot (az 6nmagaval
vett Osszege és tetszoleges skalarszorosa is a 0 vektor). A béazisa az tireshalmaz.
Nem altér. Igaz, hogy zart a skalarral valo szorzasra (ha z3 + 33 + 23 = 0, akkor
Az)3 + (M) + (A2)2 = X3 (23 + 93 + 23) = X3 .0 = 0), de az sszeaddsra nem. Pl.
(1,—1,0) és (1,0, —1) benne van ebben a halmazban, de (2, —1, —1) nincs.

4. Tegyiik fel, hogy { b1, ba, bz } bdzisa eqy V wvalos vektortérnek. Déontsiik el, hogy az aldbbiak
fiiggetlen rendszert, generdtorrendszert, bazist alkotnak-e V -ben!

a) {b1, ba+bz} b) {bi+ba, bi—bs, by, ba+2bs} ¢) {bi+bs, ba+bs, bs+b; }
Megoldas:  a) Fiiggetlen, mert ha zby + y(bs + bs) = 0, akkor by + ybs + ybs = 0, igy

b)

a bi,bs, by vektorok fiiggetlensége miatt x = y = 0. Generédtorrendszer nem lehet,
mert akkor bézis is lenne, és minden béazisnak ugyanannyi eleme van.

Nem lehet fiiggetlen, mert akkor kiegészithets lenne egy legaldbb 4 elemii bazissa.
Generatorrendszer, mert ha az altaluk generalt altér U, akkor b; 4+ by, b; € U =
by = <b1+b2)—b1 € U, és bl—bg, b, € U = bs :bl—(bl—bg) € U, akkor
viszont { by, bo, b3 } minden lineéaris kombinacioja benne van U-ban, tehat a teljes V'
vektortér is.

A b) részhez hasonlé modon belatjuk, hogy a harom vektor altal generalt altérben
benne van by, by és bg is. A harom vektor Gsszege 2b; + 2bs + 2bs € U = by +
bs 4+ bs € U, és ha ebbdl levonjuk kiilon-kiilén a hdrom megadott vektort, akkor azt
kapjuk, hogy bs, bs, by € U. Tehat { b; + by, by +bs, bs+ by } generatorrendszer,
és egy haromelemt generatorrendszer egy 3-dimenzids térben sziikségképpen fliggetlen
(kiilénben lenne kisebb elemszami generatorrendszer, és végss soron bazis is), igy ez
a generatorrendszer bazis.

5. Vegyiik R*-ben a B = {(1,3,—-1),(0,1,1), (2, —1,0) } bazist. Melyik az a v vektor, amelynek

1
B szerinti koordindtavektora [Vlg = | 2|, ésmiaw = (3,0, —3) vektor koordindtavektora
—1

B szerint?

Megoldds: v=1-(1,3,-1)+2-(0,1,1) —1-(2,-1,0) = (=1,6,1). w-hez olyan z,y, z
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szamokat kell keresniink, amelyekre x - (1,3,—-1)+y-(0,1,1)+ 2 - (2,-1,0) = (3,0, —3).

10 2| 3 10 2] 3 10 2] 3
31 -1 | olw—= |01 =7 1] =9 =101 =7 | 9| —
~11 0 | -3 01 2] 0 00 9] 9
100 | 1 1
010 | -2 = [wg=]|-2
001 | 1 1

. Adjuk meg az aldbbi mdtrizok sorterének és oszlopterének eqy-eqy bdzisdt! Irjuk fel a tobbi
sor-, illetve oszlopvektort ezek linedris kombindcidjaként!

1 2 0 -1 1 ez 3

a) | 2 41 -1 3 b)
-1 -2 1 20

_ O =
—_
—_
|
—_

Megoldds:  a)

1 2 0 -1 1 1 2 0 -1 1 1 2 0 -1 1
2 41 -1 3| — [0 O 1 1 1{ — |0 0 1 1 1
-1 -2 1 2 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0

Az elemi sormitiveletek megvaltoztatjik a matrix oszlopterét, de megtartjak az osz-
lopok kozti lineéris kapcsolatokat. Legyenek vy, vsy,vs, vy4, vy az eredeti matrix osz-
lopai, v, v}, vi, vi, vi pedig a redukalt lépcsss alaké. Ekkor a vezéregyest tartalmazo
Vi = e; és v = e oszlopok nyilvan bazist alkotnak az utobbi matrix oszlopterében,
és a tobbi oszlop eldallitasa is kozvetleniil leolvashaté a matrixbol: v = 2e; = 2v],
vy, = —e1 +ey = —vi + Vi, VL = e +e = v+ v, Tehat az eredeti matrix
oszlopterének bézisa

1 0 2 1

{vi,vs} = 21, |1 és az el6allitasok: 4| =vg=2vy =2- 2
—1 1 —2 -1

-1 1 0 1 1 0
1| =vy4=—-vi+vy3=— 21411, 3| =vs=vi+vy = 2141
2 —1 1 0 —1 1

Az elemi sormiiveletek nem véltoztatjidk meg a sorteret, és a redukalt 1épcsés alak
nem nulla sorai linedrisan fliggetlenek, igy bazisat adjak a sortérnek. Ebben az esetben
ez a bazis {(1,2,0,—1,1), (0,0,1,1,1) }. Mivel a vezéregyesek oszlopaiban csak egy 1-es
van, a tobbi elem 0, a matrix sorainak a redukalt 1épcsds alak soraibol vald elgallitdsanak

c sz

els6 és harmadik helyen) all6 szamok:
(1,2,0,—1,1) = 1-(1,2,0,—1,1)+0-(0,0,1,1,1)

(2,4,1,-1,3)=2-(1,2,0,-1,1)+1-(0,0,1,1,1)
(-1,-2,1,2,0) = —1-(1,2,0,—1,1)+ 1-(0,0,1,1,1)
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Vegyiik észre, hogy az oszloptér bazisanak meghatarozasakor az eredeti oszlopvektorokbol
valasztottunk ki egy béazist (azaz egy maximalis fiiggetlen rendszert), a soroknél uj
béziselemeket talaltunk.

b)

B! 2 3 1 1 2 3 1 1 2 3 1

1 -2 -1 0 . 0 -4 -4 -1 . 0 1 1 -1 .
0 1 1 -1 0 1 1 -1 0 -1 -1 2

L1 1 2 3 0 -1 -1 2 0 4 -4 -1

1 0 1 3 1 01 0

0 1 1 -1 s 01 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1

L0 0 0 -5 0 0 0 O

redukilt lépcsGs alak. Ennek alapjan az eredeti matrix 1., 2. és 4. oszlopa bazisat
adja az oszlopterének:

1 2 1 3 1 2
1 —2 0 ) SR —2
B = NE 117 |21 , és a 3. oszlop: =10 4+ |
1 1 3 2 1 1

A sortérnek bazisa {(1,0,1,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1)}, és az eredeti matrix sorainak
elsallitasa:

(1,2,3,1) = (1,0,1,0) +2(0,1,1,0) + (0,0,0, 1),
(1,-2,-1,0)=(1,0,1,0) — 2(0,1,1,0),
(0,1,1,—1)=(0,1,1,0) — (0,0,0, 1),
(1,1,2,3) = (1,0,1,0) + (0,1,1,0) + 3(0,0,0, 1).

7. Linedrisak-e a kévetkezd, R®-6n hatd leképezések? Melyik vektortérbe képeznek?

a) (1,1,1)-gyel vald skaldrszorzds

b) a kézépsd koordindta elhagydsa

c) azx —2y+ z =15 sikra vald tikrézés

d) viev—((1,-1,0) x v)

e) v |v|

Megoldds:  a) R-be képez, és linearis: az a = (1,1, 1) jeloléssel (u + v)a = ua + va és
(Au)a = A(ua).

b) R?-be képez, és linearis: f(z,y,z) = (x, z)-re
flx+ay+y,z+2)=(v+2,2+7) = (x,2)+ (2/,2) = f(z,y,2) + f(',y, 7)),
és f(Ax, Ay, Az) = (A\z, A\z) = Az, 2) = Af(x,y, 2).

c) R®-be képez. Nem linearis, mert minden linearis leképezés 0-ba képezi a 0 vektort
(ugyanis f(0) = f(0-0) =0- f(0) = 0), de 0 nincs ezen a sikon, igy a tiikkr6zés nem
hagyja helyben.

d) R>-be képez, és linearis: az a = (1, —1,0) jeloléssel
(u+v)—ax(ut+v)=(u+v)—(axut+axv)=(u—axu)+(v—axv),
ésAv—ax (Av)=Av—-JAaxv)=Av—axv).

e) R-be képez, de nem linearis: [(—2)(1,0,0)| = [(—=2,0,0)] =2 # —2 = (-2)|(1,0,0)|.
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Tekintstk a legfoljebb harmadfoki valds polinomok Rlx]<s terén a p(x) — xp’(x) leképezést.
Bizonyitsuk be, hogy ez linedris transzformdcio! Hdany dimenzids a magtere és a képtere?
Megoldds: a(p(z) + q(@))' = 2(p'(x) + ¢'(2)) = 2p/ (2) + 2¢'(2), & a(ep(x))’ = vep!(x) =
c(xp'(x)), ha c € R, tehat a leképezés linearis, és a 4-dimenziés Rlx]<3 térbdl 6nmagéiba
képez.

xp'(z) pontosan akkor lesz a 0 polinom, ha p’(x) = 0, azaz, ha p(x) konstans. Tehat
a magtérnek egyelemii béazisa van (pl. a konstans 1 polinom), azaz a magtér 1-dimenzios,
és igy a dimenzidtétel szerint a képtér dimenzidja 4 — 1 = 3.



