Mat. A2 4. gyakorlat 2016/17, masodik félév

. Legyen
1 2 3 —1 -1 2
A=12 3 4|,B=[1 2 1],C= 2(,D= 2 3
3 4 5 3 3 4

Az aldbbi mdtrizmidveletek kézil végezziik el azokat, amelyek értelmezve vannak!
A+ A, A+ B, AB, AC, AC+20, AD-3D, D? (CC*, BC, CB.
Megoldds: A+ B, AB, D? nincsenek értelmezve.

2 4 6 12 10 15 14
A+A=14 6 8 AC = |16 ACH+2C = |20 AD—-3D = |10 20
6 8 10 20 26 11 26
1 -2 =3 -1 -2 -1
cct=|-2 4 6 BC = [6] CB=| 2 4 2
-3 6 9 3 6 3
. Igazak-e minden n x n-es A, B madtrizra az aldbbi eqyenldségek?
a) (A+ B)(A— B) = A? — B?; c) (A+ B)? = A% +2AB + B?;
b) (A+1,)(A—1,)=A?—1I2; d) (AB)T = ATBT.

Megoldds:  a) Nem igaz, mert (A + B)(A — B) = A? — B2 + BA — AB, és altalaban

1 1 ) |11 0
AB#BA,pl.A—{O O}—reesB—{l O}Je

(A+ B)(A—B) = {_(1) ﬂ és A2 — B2 — {_(1) (1)]
b) Igaz: (A+N(A-I1)=A2+TA-AI-1?=A>+A—-A-1*=A%>-]?
c) Ugyanigy nem igaz, mint az a). Ez is azon mulik, hogy éaltalaban AB # BA.
d) Nem igaz, helyesen (AB)T = BT AT, Pl. az a) ellenpéldajéara

12 0] T «r_ |1 0 r |11, o |11
Y ] B E P i o |

. Egy mdtrizot szimmetrikusnak neveziink, ha AT = A. Az 1. feladat mdtrizai kézott van-e
szimmetrikus? Bizonyitsuk be, hogy AAT mindig szimmetrikus mdtriz!

Megoldads: Az 1. feladat A matrixa szimmetrikus.
(AAT)T = (AT)TAT = AAT.

1 0 1
0 2 1}

a) Mik az X A oszlopai, ha X oszlopai 01, 027
b) Mik az AY sorai, ha'Y sorai sy, S2, S37

Megoldds: Az AB matrix oszlopai az A oszlopainak linearis kombinacioi a B megfeleld
oszlopabol vett egytitthatokkal,
a sorai pedig a B sorainak linearis kombinacioi az A megfelels sorabol vett egyiitthatokkal.
a) 01, 202 és 0] + 09.
b) s1 + s3 és 2s + s3.

. Legyen A = [
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. Hatdrozzuk meg a kévetkezd mdtrizok rangjat! (A mdtrix rangja az oszlopterének és egyittal
a sorterének a dimenzidja, ami megegyezik a lépcsds alakjiban a nem nulla sorok szamdval.)

1 2 3 1 2 1+2: 1 3 -2 -1
A=14 5 6 B=1]3 1 3—1 CcC=|-2 -6 4 2
7 8 9 49 -3 —14+4 -1 -3 2 1
Megoldads:
1 2 3 1 2 3 1 2 3
A=14 5 6| —» |0 -3 —6| — [0 -3 —6 = r1(A)=2
7 8 9 0 —6 —12 0O 0 0
1 2 1+ 2 1 2i 1+ 1 2i 1+
B=1|3 i 3—1| — |0 =5 -7 — |0 —b¢ —Ti = 1(B)=2
4i -3 —144 0 5 7 0 0 0

A C matrixrol rogton latszik, hogy a sorai egymas skalarszorosai (és persze az oszlopai is),
tehat csak egy fiiggetlen valaszthato ki koziilik. Igy a C matrix rangja 1.

. Adjuk meg a kovetkezd linedris leképezések mdtrizdt a standard bdzisban, illetve az a) és
h) részben szerepld linedris transzformdciok esetén a megadott B bdzisban is. R™ stan-
dard bdzisa { ey, e, ...,e,} = {(1,0,...,0), (0,1,...,0),...,(0,0,...,1) }, a Cr wvek-

tortér standard bdzisa {1,i}, a 2 X 2-es valds mdtrizok terének, R**%_nek a standard

et [g ) [o o] |3 5] [0 1))

a) azy = x egyenesre vald tikrézés, B ={(1,0),(1,1) };

b) azi= (1,0,0) vektorral balrél vald vektoridlis szorzds;

c) az (1,—1,2) vektorral balrdl vald vektoridlis szorzds;

d) ¢ :R> = R?, ahol ¢((2,y,2)) = (¢ +y,x +y);

e) a2 X 2-es valos madtrizokon a transzpondlds;

f) egy adott a + bi komplex szaimmal valé szorzds a C-n mint R folotti vektortéren;

g) a stk « szogi elforgatdsa az origo koril.

h) Az x — 2y + z = 0 sikra valé merdleges vetités standard bdzisban,
B={(1,1,1),(2,1,0),(1,-2,1)}

Megoldds: a) i—j= {(1)] ésj—1i= [(1)], igy a standard bazisban a transzformacio

1
1 0

br= (1,0~ (0,1)= (1) (1,00 +1-(1,1) = [f(br)ls = H}

matrixa [ ] . A B bazis elemeinek képe, és a képek koordinatavektora B szerint:

by = (1,1) = (1,1) =0+ (1,0)+ 1- (1,1) = [f(b2)]s = M'igy Fls = l_i (1)}

b)i— 0, j+— k, k +— —j, igy a standard matrix oszlopai rendre az 0, k és —j
0 0 0
koordinatavektorai, azaz a matrix |0 0 —1
0 1 0
c) Ebben az esetben érdemesebb kiszamolni a vektorialis szorzatot egy altalanos (z,y, z)
i j k
vektorra. (1,—1,2) X (z,y,2)=|1 -1 2|=(—2z-—2y, 2z — 2z, y+ x), tehat az A
r Yy =z
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d)

e)

standard matrixra

T —2y—z 0 -2 -1
Alyl| = 2 — z = A=12 0 -1
z x+y 1 1 0
Ha A a standard métrix, akkor
x
|ty |1 10
A1y _[xﬂJ - A_[l 1 0}
z
. a b a c . ‘o .
Mivel e d = { b d}’ a transzformécié standard A maéatrixanak hatasa a ko-
ordinatavektorokon:
a a 1 0 0 O
b c 0 01 0
Alel = 1s = A=1o 1 0 0
d d 0 0 0 1

1 — 1, amelynek koordinatavektora 1 — —1, amelynek koordinatavektora

1

0 9
0 . e 1] 0

[_1] , igy a standard matrix [O _1] .

Az « szogi forgatast komplex szorzéassal a legkonnyebb kiszadmolni:

(r+yi)(cosa+isina) = xcosa—ysina+i(zsina+ycosa). Ha a komplex szamokat

R? vektorainak tekintjiik, azt kapjuk, hogy {i} képe a forgatasnal

rsina 4+ Yy cos sin « CoSs &
Egy Py(xo,v0,20) pont képét megkaphatjuk ugy, hogy a ponton atmend, a sikra
meréleges (azaz a sik norméalvektoraval, (1,—2,1)-gyel parhuzamos) egyenest el-
metssziik a sikkal. Az egyenes egyenletrendszere x = xg +1t, y = yg — 2t, 2 = 20 + t,
ez a sik egyenletébe behelyettesitve:

[wcosa—ysinoc] . . {cosa —sina]
. gy a matrix .

1 2 1
($0+t)—2($0—2t>+(20+t>:0 = t:_6x0+6y0_620

b5 2 1222 1 2 5
0 (éxo + glo — g*os gTo + 6 Yo + g0 —gTo + g Yo + 620) ;
5/6 2/6 —1/6
tehat a vetités standard matrixa | 2/6 2/6  2/6
-1/6 2/6 5/6
A B bazisban val6 felirashoz érdemes észrevenniink, hogy (1,1,1) és (2,1,0) a sikkal
parhuzamos vektorok (a sik atmegy az origon, és ezek a vektorok kielégitik a sik
egyenletét), (1, —2,1) pedig a sik normalvektora. Tehat az els6 két bazisvektor képe
onmaga (igy a kép koordinatavektora eq, illetve es), mig a harmadik vektor képe O.

Tehat a transzformacidé méatrixa a B bazisban

o O =

0
1
0

o O O
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. Irjuk fel az f 2 (x,y,2) — (x4+y — 22,0+ 2,20 +y — 2,—x — 2) leképezés mdtrizdt!
Allapitsuk meg a mdtrix rangjdt! Hdany dimenzios f képtere és magtere? Adjuk meg a
képtérnek és a magtérnek eqy-eqy bazisdt!

Megoldads: Legyen A a leképezés standard matrixa, és hozzuk A-t elemi sormiiveletekkel
redukalt 1épcsés alakral

1 1 =2 1 1 -2 1 0 1

A— 1 0 1 o 0 -1 3 . 01 -3
2 1 -1 0 -1 3 0 0 0

-1 0 -1 0 1 -3 0 0 0

Ebbdl leolvashatd, hogy a matrix rangja 2 (a lépcsés alaknak két nem nulla sora
van), ami megegyezik a képtér, azaz a méatrix oszlopterének dimenzidjaval, és a magtér
dimenzidja a dimenziotétel szerint 3 — 2 = 1. A képtérnek bazisat adjak az A matrixnak
azok az oszlopai, amelyek helyén a redukalt 1épcsés alakban vezéregyest tartalmazo oszlop
all, azaz Im f bazisa {(1,1,2,—1), (1,0,1,0) }, a magtér pedig az Ax = 0 egyenletrendszer

-1
megoldastere. A megoldas vektoros alakja t - 3 |, igy a magtér bazisa {(—1,3,1) }.
1



