Mat. A2 5. gyakorlat 2016/17, méasodik télév

1. Szamitsuk ki az aldbbi determindnsokat!
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Megoldds: a) Els6 sor szerinti kifejtéssel:
2 4 1 4 1 2

3 1‘—2- 9 1 —i—(—l)-'2 3‘—1(2—12)—2(1—8)—(3—4)—5.

b) A sorok linearisan osszefiiggsk (az els6 két sor Osszege a harmadik), ezért a deter-
minans 0. De ki is fejthetjiik az els6 sor szerint:

c)

1.
2
1

1 0 1 0 1 1

1 1 1/-0+1-|/1 1 1|{-0=2-2=0.
2 3 4 1 2 4

3

5 =2-5-3-1=T1.

d) A maésodik sor szerint kifejtve: —(—1)-(8 =3) —1-(1—4) =8.

2. Haszndljunk elemi sor- vagy oszlopmiveleteket a determindnsok egyszerisitéséhez, és igy
szamitsuk ki a determindnsok értékét!
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Megoldds: a) Ot sorcserével és két determinanst nem valtoztato elemi sormtvelettel felss
haromszog alakra tudjuk hozni a determinanst:
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010 1 20 0 1 200
05 2 _, 51200 1|_ |0 =4 0 1|_ . . .
00 1=V 001 0T o o1 o~ LFHL2=8
2 0 0 00 5 2 0 00 2

b) Egy elemi sormiivelettel elérhetd, hogy az utolsé oszlopban csak egy nem nulla elem
legyen, és aztan az utolsd oszlop szerint fejtiink ki.
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2 3 -2 -1 0
4 0|=] 2 40:‘3 _i‘:—&
1 1 1 1 1
2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 )
0 0 0 4 1 0 0 0 2 1 00 0 2
01 0 3|=4-13 01 0 3|{=4-/0 0 1 0 =3/
0 0 0 2 2 0 0 01 0 0 0 0 -3
4 3 2 1 5 4 3 2 1 5 4 3 2 1
A negyedik, majd a harmadik, aztan a masodik sor szerint kifejtve, a determinéans
2 4
4-3-1'(—1)‘4 9 = 144.

d) Adjuk hozza az els6 sorhoz a tobbi harmat, emeljiink ki 5-6t, és az igy kapott els6
sort vonjuk ki a tobbibdl, igy haromszogmatrixot kapunk.
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2 1 1 1 5 5 5 5 1 1 1 1 1 1 1 1
121 1 _ 1 21 1|_ 5 121 1} _ 5 0 1 0 0]_ 5
1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 0 01 0
1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 0 0 0 1
. Szdmitsuk ki a kévetkezd n x n-es mdtrizok determindnsdt!
1 2 3 -~ n 1 2 2 2
0 0 1 -1 0 3 - n 2 2 2 2
4 0 1 0 B—|-1 -2 0 -+ n C=12 2 3 2
0 0 ) ) . . . .
1 0 0 : : e Do .
-1 -2 -3 --- 0 2 2 2 -+ n
Megoldds: a) [%} sorcserével (az els6 sort az utolsoval, a masodikat az utolso el6ttivel,

stb. cseréljiik fel) az egységmatrixot kapjuk. Igy a determinans (—1)"/2! azaz 1, ha
n = 4k vagy 4k + 1, és —1, ha n = 4k + 2 vagy 4k + 3 alakd.

b) Adjuk hozza az els6 sort az Gsszes tobbihez! Ekkor fels6 haromszogmatrixot kapunk,
amelynek az atlojaban rendre 1,2, 3,...,n van, igy a determinans n!.

¢) A maésodik oszlopot vonjuk ki az els6bdl, majd a keletkezett matrixban a masodik,
(0,2,2,...) sort az Osszes alatta levébgl. Ekkor fels6 haromszogmatrixot kapunk,
amelynek az atlojaban rendre —1,2,1,2,3,...,n—2 &ll, igy a determinans —2-(n—2)!.

. Legyen A eqy 5 X 5-6s mdtriz, amelynek determindnsa 3. Mi lesz a determindnsa a 2A™1,
(24)71L, és A% - AT - A= mdtrizoknak?
Megoldds: [2A7Y =25 |A7Y =25 |A|7! =
1_ 1
[(24) 7 = 24|71 = (2°- JA]) 71 = 967" = .
|A% - AT AT = A2 - |AT] - [ATY = AP AL AT = AP =09.

32
3

3 1 -1 1 1 1
. Legyen A= [0 1 1|1 ésB= 1|2 1 2|. Szimultin eqyenletrendszerként oldjuk meg
1 0 -1 1 0 1
az aldbbi madtrizegyenleteket!
a) AX =B
b) BX =A

¢) XA =B (azaz ATXT = BT)
Megoldds: a) Az AX = B egyenlet azt jelenti, hogy ha X oszlopai x;1, x5 és x3, a B
oszlopai pedig b1, bs és bs, akkor Ax; = b; teljesiil i = 1,2, 3-ra.

31 -1 | 111 10—1|101

01 1| 212101 1] 21 >
10 -1 | 1 0 1 31 -1 ] 11

(1 0 -1 | 1 0 1 10—1|10
01 1] 21 2|~ ]01 1|212~>
o1 2| -2 1 =2 00 1] -4 0 —4
1 00 | -3 0 -3 -3 0 -3
010] 61 6| = X=|61 6
001 | -4 0 —4 —4 0 —4

b)

1 11 ] 3 1 -1 1 11| 3 1 -1
212 | 01 1|+~ |0 -1 0] -6 -1 3| ~
101 | 10 -1 0O -1 0 | -2 -1 0
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1 1 1 | 3 1 -1
0 -1 0 | -6 -1 3 | mutatja, hogy az egyenletrendszer ellentmondésos
0 0 0 | 4 0 -3
(az els6 és a harmadik oszlop nem &ll el§), tehat nincs ilyen X matrix.
c)
30 1| 1 21 11 0| 110
1 1 0O | 1 1 0| — 3 0 1 |1 2 1] —
-1 1 -1 [ 1 2 1 -1 1 -1 | 1 2 1
1 1 0] 1 10 (11 0 | 1 10
0 -3 1 | -2 -1 1|~ |0 1 -1 | 2 5 3|
| 0 2 -1 | 2 3 1] 02 -1 | 2 3 1
(1 0 1 | -1 —4 -3] (1 00 | 1 3 2
0 1 -1 | 2 5 3 — |0 1 0 | 0 -2 - =
10 0 1| -2 -7 5] o0 1 | -2 -7 —
1 3 2 1 0 -2
XT'=| 0 -2 -2, ¢ésigyX=1|3 -2 -7
-2 -7 =5 2 -2 -5
6. Szdmitsuk ki az alabbi mdtrixok kézil az invertdlhatok inverzét!
2 1 1 2 1 0
A:B _” B:“ (1) _;} C=1|1 01 D=1 -1 1
0 1 0 0 3 =2

Megoldas: Szamitsuk ki az inverzeket szimultdn egyenletrendszerként: ha M négyzetes,
akkor az M X = I matrixegyenlet (szimultan egyenletrendszer) megoldasa M !, feltéve,
hogy az egyenletrendszer megoldhaté.

11 10 11 10 10 | 1/3 1/3
a)[Am:L —1I01} {0 —3}—2 1} {01{2?3 —1?3:
—1 a1
A7) = A=, |
b) B nem invertalhatd, mert nem négyzetes.
2 1 1 | 100 101010
ofCI=|1 01 ] 010~ |0101]00 1|
010 ] 001 211100]
(1 0 1 ] 0 10 10 1] 0 1 0
01 0] 0 01l ~1]01 0] 0 0 1| —
001 -1 | 1 -2 0 00 -1 | 1 -2 -1
(1 0 0 | 1 -1 -1 1 -1 -1
o101 0o o0 1|l=[HMCY = ct'=|o0 0 1
00 1] -1 2 1 -1 2 1
2 1 0] 100 1 -1 1] 010
d) D=1 -1 1| 010|122 1 0] 10 0|~
0 3 -2 ] 00 1 0 3 -2 ] 0 0 1
1 -1 1 ] 0 10
0 3 -2 |1 20
0 3 -2 |0 01

Mar ezen a ponton is latszik, hogy ellentmondésos az egyenletrendszer, tehét
a D matrix nem invertalhatdé. Mellesleg ezt a Gauss-eliminécio elkezdése el6tt
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is megallapithatjuk, ha példaul kiszamitjuk D determinansat (ami 0), vagy ha
észrevessziik, hogy az els6 és a mésodik sor kétszeresének kiilonbsége a harmadik

sort adja, vagyis D sorai linearisan Osszefiiggsk.

7. Szdmitsuk ki a madtrizok inverzét az aldetermindnsaik segitségével!

- 10 2 , 2 1 0
A:[—l 2} B=| 31 1 C:la d} D=|1 -1 1
-1 1 -2 ¢ 0 3 1
2 11" T2 2 -2
. _ - _ - “1_1 -
Megoldds:  a) |A|—4,adJA—{_2 1} —ll 1],1gyA 4[1 1}
3 5 417
b) IBl=1-(-2-1)+2-3+1)=5,ésadjB=| 2 0 —-1| =
-2 5 1
—3 2 -2
Bl'=1| 5 0 5
4 -1 1
o @ b] 1 d —b
¢c d| ad—bc|—c al
4 -1 31"
d) |D|=2-(-1-3)—1-1=-9,adjD= | -1 2 —6| =
1 -2 -3
4 1 -1
Dt=1%1| 1 -2 2
-3 6 3

8. A Cramer-szabdly felhaszndldsdval hatdrozzuk meg y értékét az aldbbi egyenletrendszerek

megolddsdaban!
x + 2z = =2 3r — y 4+ z = 2
a) 3x + y + z = 3 b))  + y — 2z =1
-z + y - 2z = 1 2 + 3y + 2z =9
Megoldds:  a)
1 -2 2
3 1
-1 1 -2 —7—-10+12
y: = :—1.
1 0 2 -3+ 38
3 1 1
-1 1 =2

Mellesleg észrevehetjiik, hogy az egyiitthatoméatrix éppen a 7. feladat B méatrixa,
amelynek ott kiszamoltuk az inverzét, tehat az egyenletrendszer megoldasa abbol is
z —2 2
kijon: |y | = B~} 3| =1]-1
z 1 —2
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b)
3 2 1 3 2 1
11 -2 75 0
2 9 1 1 7 0| 54
Y713 1 1] [ 3 -1 1] o1
11 -2 7 -1 0
2 3 1 140



