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1. Adjuk meg annak o T linedris transzformdcionak a standard mdtrixdt, amelyre
a) f:(1,0)— (3,1), (1,1)— (—1,2).
b) f:(1,1,0)— (0,1,4), (1,0,1)~ (1,2,4), (0,1,1)+— (—1,3,2).
Megoldds: — a) A standard matrix oszlopai az (1,0) és (0,1) vektorok képei. Az (1,0)

képe meg van adva, a masik konnyen kiszamolhat6: mivel f linearis,

f(07 1) = f(<17 1) - (170)) = f(L 1) - f<170) = <_17 2) - (37 1) = (_47 1)

3 —4

1 1|

Itt is kiszamithatjuk a megadott vektorokbol az i, j és k képét, de a matrixegyenlet
megoldasa az altalanos modszer. Olyan A maéatrixot kell keresniink, amelyre

Igy a transzforméacié standard matrixa

1 0 1 1 0 1
Altl=11|, Alo|l=|2| e A|1]|=] 3
0 4 1 4 1 2
azZaz
1 1 0 01 -1
Al1 0 1l=1]1 2 3
01 1 4 4 2

Matrixinvertalassal (vagy a transzponaltjat szimultan egyenletrendszerként) meg-

oldva:
-1

0 1 -1 1 1 0 1 -1 0
A=1{1 2 3 1 01 =10 1 2
4 4 2 0 1 1 3 1 1

2. Irjuk fel az aldbbi linedris transzformdciok mdtrizdt a megadott bdzisban!

1 1 1
a) f:x— Ax, ahol A= |1 2 1|,B={(1,2,0),(1,1,-1),(1,0,-1)}, [f]z ="
1 3 2
-1 1 3
b) [fls=1] 0 2 —1|, ahol B az a) részben szerepld bazis. [f]ij k) =7
-1 1 =2

c) Az origo kérili 90°-os forgatds a {(3,5),(2,3)} bdzisban
d) f : (172) = (274)7 (_173) = (17 _3)7 B = {(172)7 (_173>}' [f]B :?; f{i,j} =7

e) Az (1,1,0) wvektorral balrél valé vektoridlis szorzds az R® standard bdzisdban, és az

(1,1,0), (1,-1,0) és (1,1,0) x (1,—1,0) vektorokbdl dllé bdzisban.

Megoldds:  a)

1 1 1 1 0 1
Az attérés méatrixa P = | 2 1 0], inverze P71 = | =2 1 =2, igy
0 -1 -1 2 -1 1
10 3 -1
[fls=P AP = | -15 —4 2

8 2 -1
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b) P flijxP = [f]B, ezért [flijx = P[f]pP~", amibsl

11 1 -1 1 3] [ 1 o0 1 -10 4 -10
[f]i,j,k = |2 1 0f - 0 2 —1{- -1]-2 1 -2 = 0 -1 -5
0 -1 -1 -1 1 -2 | 2 1 1 13 —6 10
c) A transzforméacié standard matrixa {1 _(1) , & B bazisban felirt matrixa

3 2] o —1] [3 2] _[-3 2] o -1] [3 2] _[ 21 13

5 3 1 o |5 3] | 5 =3] |1 0] |5 3] |-3 -—-21|"
d) Itt a B bazisban koénnytd felirni a maéatrixot (legyen az a maéatrix B), és ebbdl

megkaphatjuk a standard A matrixot a B = P~'AP, azaz A = PBP~! 5sszefiiggés

1

segitségével, ahol P = { 9

_é] az Attérési matrix.
f(1,2)=(2,4)=2-(1,2) +0- (-1, 3) koord. vektora lg}
f(-1,3)=(1,-3)=0-(1,2) — 1- (-1, 3) koord. vektora [_(1]]

o-[s t)-aeror <3 3]0 L3 Y18 8

0 -1 2 3110 —1||-2/5 1/5 18/5 1/5
e) Egy tetszéleges (z,y, z) vektor képe a transzformacional
i j k
(1,1,0) X (z,y,2)=|1 1 0|= (2, —2, y—1x),
T Yy z
tehat a standard matrix

0 0 1
0 0 -1
-1 1 0

Az ﬁ.] bl = (17170)7 b2 = (17_170) és b3 = (17170) X (17_170) = (0707_2)
baziselemekre viszont konnyen lathato, hogy f(by) = 0 és f(by) = bs. Végiil
f(bs) = f(0,0,—-2) = (—2,2,0) = —2bs, igy a méatrix a {by, bs, b3} bazisban

0 O 0
0 0 =2
0 1 0

3. Adjuk meg (szamolds nélkil) a kévetkezd linedris transzformdciok sajatvektorait, sajdt-
értékeit, magterét és képterét:
a) azx —y — 2z = 0 sikra vald tikrozés R -ben;
b) az x tengelyre vald (1,1) irdnyi vetités R*-ben;
¢) r—(1,2,3) x r az R*-ben.
Megoldds:  a) Sajatvektorok a sik normélvektorai —1 sajatértékkel, a sikkal parhuzamos
nem nulla vektorok 1 sajatértékkel. A magtér {0}, a képtér R,
b) Sajatvektorok az (1,1) nem nulla skalarszorosai 0 sajatértékkel, az x tengely nem nulla
vektorai 1 sajatértékkel. A magteret az (1,1), a képteret az (1,0) vektor generélja.
c) Mivel (1,2,3) x r meréleges r-re, csak tugy lehet egyuttal parhuzamos is vele, ha
(1,2,3) x r = 0, azaz ha r barhuzamos az (1,2, 3) vektorral. Vagyis a sajatvektorok
t(1,2,3), ahol 0 # ¢t € R. A magtér az (1,2, 3) vektor altal generalt altér, a képtér az
erre merdleges x + 2y + 3z = 0 sik.
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4. Irjuk fel a kiovetkezd mdtrizok karakterisztikus polinomjdt, magjd_szamitsuk ki a sajdt-
értékeiket és sajdtvektoraikat! Melyek diagonalizdlhatok R folott? Es C folott?

-2 -8 —12 3 1 =2
A:ﬁ ;},B:H _;],C:[S g},D: 1 4 41, E=|-1 0 1
0 0 1 2 1 -1
) 2-\ 1 ) ,
Megoldds: |A—=AI| = 1 9\ = A" —4A+3=0= A2 = 1,3. Az 1-hez tartozo

sajatvektorok az (A — I)x = 0, azaz {1

1 1} x = 0 egyenletrendszer nemtrivialis

megoldéasai: ¢ - {_H (t #0). A 3-hoz tartozo sajatvektorok pedig az (A — 31)x = 0,

azaz 1 _1]xX= 0 egyenletrendszer nem 0 megoldasai: ¢ - “ (t #0). Mivel a

2 x 2-es méatrixnak van két fiiggetlen valos sajatvektora, diagonalizalhato R f6lott, és
a diagonalis alakja [(1) O] .

|B—X| =X —6A+10=0 = Ao = 3+1i. Tehat B-nek valos matrixként nincs
sajatértéke, igy sajatvektora sem, ezért nem diagonalizalhato R f6l6tt. Viszont C-ben
van két kiilonbozd sajatértéke, igy C {6lott diagonalizalhato.

C héaromszogmatrix, igy a sajatértékei leolvashatok az atlojabol: 3 és 5. A matrix
2 x 2-es, két kiilonbozs valos sajatértékkel, igy sziikségképpen diagonalizalhato. (A
sajatvektorai A\; = 3-hoz (—2,9), Ay = 5-hoz pedig (0, 1) nem nulla skalarszorosai.)
|D — M| = (1—-X)(A\%2 —2)\) = —A(A — 1)(A — 2). Mivel a matrix hdromszor harmas,
és van harom kiilénboz6 valos sajatértéke, ezekhez pedig tartozik harom fiiggetlen
sajatvektor, D diagonalizalhato is. A sajatvektorok az alabbi vy, v és vy nem nulla

skalarszorosai, és D diagonalis alakja a P = [vivavs] matrixsszal valo konjugalt,
P~'DP.
—4 —4 —2 0 0 O
vi=| 1 vo=1| 0 vi=| 1 PT'DP=10 1 0
0 1 0 0 0 2

|E—=X|=-X42\2-A=-AA—-12=0= )\ =0, A3 =1. A 0-hoz tartoz6
sajatvektorok ¢- (1, —1,1), és az 1-hez tartozok ¢- (1,0, 1), ahol ¢t # 0. Mivel ezek koziil
csak két fliggetlen vélaszthato ki, az E maéatrix nem diagonalizalhaté sem R, sem C
folott. (Masik indoklas: az 1 algebrai multiplicitasa 2, de a geometriai csak 1, ezért a
matrix nem diagonalizalhato.)

5. Van-e a sikban olyan linedris transzformdcio, amelynek nincs sajdtvektora? Es a térben?
Melyek azok a linedris transzformdciok, amelyeknek minden nem nulla vektor sajdtvektora?

Megoldas: Igen, példaul az origd koriili 90°-os forgatasnak nincs sajatvektora.

A térben viszont minden linearis transzformacionak van sajatvektora. Ugyanis a
karakterisztikus polinom harmadfoki, tehat feltétleniil van valos gyoke (a harmadfoku
polinom olyan folytonos fiiggvény, amely a —oo-ben —oo-hez, +oo-ben +oo-hez tart, igy
valahol felveszi a 0-t).

Ha minden nem nulla vektor sajatvektor, akkor csak egy sajatérték lehet, ugyanis
ha A # p kilonbozé sajatértékek, és v, u hozzajuk tartozo sajatvektorok, akkor v és u
fiiggetlenek, tehat f(v+u) = Av+pu # av + au semelyik « skalarra, igy ekkor v+ u nem
lenne sajatvektor. Ha \ az egyetlen sajatérték, és minden vektor A\-hoz tartozoé sajatvektor,
akkor f a A-val valo szorzas, és matrixa (barmely bazisban) AI.



Az A=
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? H mdatrix n-edik hatvdanydt!

. Diagonalizdlds segitségével szamitsuk ki az A = [
-1

Megoldas: A 4. feladatban kiszamolt sajatvektorokkal, a P = { 1

1 } Attérési matrixszal

1 0 1 -1
-1 -1 1
P AP_lO 3},aholP = 2[ 1 1].Igy

. 1 0 . 14-23” —1;—3"
A :p{ ]p :{ 7}
2 2

. Legyen V = {(z,y,2) € R®|z +y+ 2z = 0} < R>. Adjunk meg V-ben egy ortogondlis
bazist, és egészitsiik ki ezt R® eqy ortogondlis bazisdvd! Adjunk meg ugyanilyen tulajdonsdgi
ortonormdlt bazisokat is V-ben és R>-ben!

Megoldds: Az x + y+ z = 0 egyenlet megoldasabol azt kapjuk, hogy
V ={s(-1,1,0) + t(-1,0,1) | s,t € R}.

Ez kétdimenzios vektortér, és a (—1,1,0)-hoz kénnyen valaszthatunk bel6le ortogonélis
vektort:

a (—=1,1,0)(—s — t,s,t) = 2s +t = 0 egyenletet kell hozza megoldani. példaul s = 1 és
t = —2-re az (1,1, —2) vektort kapjuk. Igy {(—1,1,0), (1,1, —2)} ortogonalis bazisa V-nek,
és ennek ortogonalis kiegészitGje példaul (—1,1,0) x (1,1, -2) = (=2, -2, —2), vagy egy
skalarszorosa, (1,1,1). Tehat R3-nek ortogonalis bazisa {(—1,1,0), (1,1, -2),(1,1,1)}. Ha

ezeket a vektorokat leosztjuk a hosszukkal, a V-nek {%(—1, 1,0), %(1, 1,-2)}, R3-nek

pedig {%(—1, 1,0), %(1, 1,-2), %(1, 1,1)} ortonormalt bazisa.

mdtriznak ismerjik két fiiggetlen sajdtvektordt: (1,5,3) és (3,0, —1).

O~
L o =
—w o

Hatdrozzuk meg A 6sszes sajdtvektordt a hozzdjuk tartozo sajdtértékekkel egyiitt!
Megoldds:

1 1 0 1 6 1 1 1 0 3 3
1 4 3 5| =130 =6-1]5 1 4 3 0 = 01,
0 3 1 3 18 3 0 3 1 -1 -1

igy ehhez a két vektorhoz tartozo sajatértékek a 6 és az 1. Mivel A szimmetrikus, létezik
a sajatvektoraibol allo ortogonalis bazis R3-ben, sét barmely, sajatvektorokbol 4116 orto-
gondlis rendszert ki lehet egésziteni ilyenné. Ebben az esetben mindkét vektorra merdleges
vektor csak a vektorialis szorzatuk skalarszorosa lehet. (1,5,3)x(3,0,—1) = (=5, 10, —15),
vagy a skalarszorosa, (1, —2,3) lehet a harmadik sajatvektor. Ezt az A matrix (—1, 2, —3)-
ba, azaz a —1-szeresébe viszi, igy —1 a harmadik sajatérték. Ennél tobb sajatértéke
nem is lehet, és mindegyik sajatérték egy algebrai multiplicitasu, igy a hozzajuk tartozo
sajatvektorok is csak egydimenzios altereket feszitenek ki. Tehat az Gsszes sajatvektort
megkapjuk a felsorolt harom vektor nem nulla skalarszorosaként.



