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. Hatdarozzuk meg a kovetkezd fiigguénysorok értelmezési tartomdnydt és konvergenciatar-
tomdnydt!

a) g:()(H%)n b) Z <|x|) ¢) gm 4) ;(n_i): @;i)n

Megoldds: a) Az értelmezes1 tartoméanya R\ {0}.

{ = lim
n—oo

. 1 1 1 1
lim I+—-|=1+—-|<Lha-1<1+—-<1,azaz v < —3,
n—o00 €T T xT

(-1

tehat a (—oo, —%) intervallumon abszolut konvergens a fiiggvénysor, = > —% esetén

1
1+ —’ > 1, ezért ott divergens. = = —%—ben Z(—l)” divergens, mert a tagok
x
n=0
nem tartanak 0-hoz. Igy a konvergenciatartomany K = (—oo, —%)

oo

1
Az értelmezési tartomany R \ {0}. Ha x > 0, akkor a sor a Z — harmonikus sor,

n
n=1

pedig

oo

1
ami divergens. Ha = < 0, akkor a sor Z —(—1)", ami konvergens, mert Leibniz-sor.
n

n=1
Tehat a konvergenciatartomany (—oo, 0).
Az értelmezeési tartomany C\{—3} (a z valtozo utal arra, hogy komplex fiiggvénysorrol

van sz0).
1

(n+1)!(910+3)n+1 = lim - — 0 < 1 min-

e n—oo (n 4 1)|z + 3|
den z # —3-ra, tehat a fliggvénysor a teljes értelmezési tartomanyan abszolut konver-
gens: K =C\ {-3}.
Az értelmezési tartomany R \ {—2}. A konvergenciatartomanyt a gyokkritérium
segitségével hatarozzuk meg.

|0 (22)

ha n — oo, tehat a sor abszolut konvergens, ha

A hanyadoskritériummal: lim
n—oo

1 ‘Q—x

\"/n—l' 2+ x -

1 2—x
: —
{L/ﬁnl_l 2—|—$

2—x
24|’

2—x

<1, azaz ha |2 — z| < |2+ ],
+x

vagyis ha x kozelebb van 2-h6z, mint —2-ho6z, ez pedig x > 0 esetén teljesiil A sor
1)"

, ami

> 1, azaz, ha z < 0. A hataron, x = 0-ban a sor Z
n=2

divergens, ha
+x

Leibniz-sor, igy konvergens. Tehat a konvergenciatartomany [0, 0o).

. Hatdrozzuk meg a kévetkezd hatvdnysorok konvergenciatartomdnydt!

= (x—1)" = na! = n" ., = 3" 2on n
a);(nQ%Q% b);mx c)%(l—ﬁ)x d); - (x+1)

Megoldds: —a) Gyokkritériummal:

S =1 e -1 r—1]
n2-2n  (3Y/n)2-2 2 ’
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)

ha |z — 1| < 2, azaz z € (—1,3), tehat itt abszolut konvergens (a hatvanysor
konvergencia-kbzéppontja 1, a konvergenciasugara 2). A konvergenciaintervallum
hatéraiil: 3-ban a sor Z# konvergens (Zn—lp konvergens, ha p > 1), és —1-ben
> (_7112) abszolit konvergens, tehat szintén konvergens. Tehéat a konvergenciatar-
tomany [—1, 3].

A héanyadoskritériummal:

(n+1)z|" ! 2
n+2)2 . 1 . .
lim (,+7221 = lim (n+1)|z|- <n il ) — 00, ha  # 0, 0-ban viszont nyilvan
n—00 (Z.fl‘)z n—00 n + 2

konvergens a hatvanysor, tehat a konvergenciatartomény {0}.

1\" . 1
1——) 2z = lim (1——)|z| = |z,
n n—00 n

1 n
tehat |x| < 1 esetén a sor abszolut konvergens. A hatéarokon: Z (1 — —) -(=1)",

n—oo

A gyokkritériumot hasznaljuk: lim 7\L/

n—oo

1 n
illetve Z <1 — —) mindegyike divergens, mert a sor tagjai nem tartanak 0-hoz:
n

n—oo

1 n
lim (1 — —) = e 1. Tehat a konvergenciatartomany K = (—1,1).

n—oo n

3. Adjuk meg a kovetkezd hatvanysorok dsszegfiigguényét!

LD S AtV ZSHZQH(HD” 4) S(1 4 ni)(iz)"

o n X en+tl o gt
Megoldds:  a) Z nx-i—l = f(z) = f(z)z = Zoz"‘l = (f(z)z)" = (Z_%§+ 1) B

d)

Zx :L:>f( Jr = 11xx:—1n(1—x)+C,ésO—banO:>f(a:)x:

n2Mz—1)" =(@-1)-» 2" -nlz—-1)"" = (z-1) <22”x—1 ) =

n=1
/
> . 1\ 2xz-1)
(x —1) <HZO(2$—2) ) =(z—1) <3—2x) = (3—2x)2’ha |2x — 2| < 1, azaz ha
lr —1| < 3
Ha f(x) az Osszeg, akkor f’(x Z 3" 4+ 2")( Z 3z 4+ 3)" ! +
n=1 n=1

— 3 2 3 2

2(2242)" ! = hol a mindkét
> 22w+2) —(Br+3) T T-(2r+2) 238z _1_gp 2noramindse

n=1
mértani sor konvergens, azaz |z + 1| < %, vagyis z € (—3,—2) esetén. Itt f(z) =

i —2?:395 + _13230 dr = —In(—2-3x)—In(—1-22)+C, és az x = —1 behelyettesitésébsl
kapjuk, hogy C' = 0, vagyis a sor dsszegfiiggvénye — In(2+43x)(1+2z) (z € (—— —%))

Ez felbonthato egy mértani sor és egy > nz™ tipust sor Osszegére. Az utobbi Gsszege
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St = 3t < S - (ixn):x(ﬁ)':ﬁ,haw

n=1
&> . 1 o (i2) 1—iz—2
1. Ebbolnz0 (1+ni)(iz)" HZO(@Z) +Z7;)”(22) =7 —z‘zH(l —i2)2 (1—i2)2’

ha |iz| < 1, azaz |z| < 1.
4. Adjuk meg a kévetkezd figgvények 0 korili Taylor-sordt!
1
a) 211 b) xe® c) Vit c) cos’x d) arctgx
x
Megoldds:  a) Kiszamithatjuk a Taylor-sor képlete szerint is: f(z) = (z + 1) t-re f(® =
o0
(—=1)(=2) -+ (=n)(x+1)"""1 ami 0-ban (—1)"n!, igy a Taylor-sor > (—1)"z"; vagy
n=0
1 1
észrevehetjiik, hogy = egy —z hanyadost meértani sor 6sszege (ha
x+1 1—(—x)

oo oo
|z| < 1), igy 0 koriili sorfejtése Y (—x)" = > (—1)"z"
n=0 n=0

oo

1
b) Mivel ¥ = Z — 2" minden z-re, az xe” fliggvény 0 koriili sorfejtése

|
n= On
oo o0
1 1
ret = E —'x”H: E P 'x”.
n=0 s n=1 <n_ )

¢) f(z) = (1 + z)Y/3-nak is konnyen kiszamithatjuk az n-edik derivaltjat:

fl(x) = %(1 + x)—2/3, f(n) — % . <_§) . <_§) <_3n3— 4) (z + 1)—(371—1)/3 _

2-5-8-(3n —4)
3n

_ (_1)n—1 (x + 1)—(3n—1)/3 (TL > 2)

= 2.5.8-(3n—4
igy a 0 koriili Taylor-sor 1 + %x + Z(_l)n—l 5 83 (%n )x”.
"n:
n=2

d) Erdemes a cos? z fiiggvényt linearizalni, és arra hasznalni a cos z-re ismert sorfejtést:

2 _ B : 2n
cos” x = §+§COS (2z) 5 B gz —1-1—;:1 —(Qn)! T
e) (arctgz) = L _ ! = EOO (—1)"2®™ a mértani sor Osszegképlete alapjan,
1+ 1-(-2?) 4

igy az arctg fliggvényt megkapjuk ennek a tagonkénti integralasaval (ahol a konstans
tag 0, mert arctg 0 = 0):

oo

arctgr = Z ﬂm%ﬂ
= 2n+1 ’

=1 .1

1 > n
2 2:;:;1— :§Z<g> =D e =D et

z
2 n=0 n=0 n=1
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5. Adjuk meg az f(x) = 43 — 32% + 3z + 1 fiigguény 0 és 1 koriili Taylor-sordt!

Megoldds: A polinom 1+ 3x — 322 + 423 alakja egy 0 koriili hatvanysor, igy csak ez lehet
a 0 koriili Taylor-sora. A harmadfokt polinom negyedik derivaltja mar 0, ezért az 1 koriili
Taylor-sorhoz csak az ennél alacsonyabb rendi derivéltakat kell kiszdmolni:

fx) =42 =322 +3z+1  fl(x)=122> -6z +3  f'(x) =242 -6  f"(x)=24

) =5 F(1) =9 =18 )=
Tehét f(x) Taylor-sora f(z) =5+ 9(x — 1) + 9(x — 1)2 + 4(z — 1)3.

6. Alkalmasan vdlasztott hatvanysor segitségével szamitsuk ki az aldbbi szdmsorok 0sszegét!

=~ n - 2" — (—-1)"
KPSy Y I Lo

1
Megoldds:  a) e Z ol az it 1)!x” derivaltjaban az x"~! egyiitthatoja, vagyis a de-

o0
1
rivalt értéke 1-ben, és igy a keresett sorGsszeg a E ( x" Osszegfiiggvényének
n
n=0

+1)!
derivéltja az x = 1 helyen.

oo

x x
— (n+ 1)! T = (n+ 1)! x

et — (e* —1)

ennek a derivaltja , ami 1-ben 1-et vesz f0l, igy ez a feladatban szerepld

22
szamsor oOsszege.
— 1
b) Z —(—2)" az e” Taylor-sora az ¥ = —2 helyen, tehat a sorosszeg e 2.
n!
n=0

c) A 4.e) feladat megoldasabol lathatjuk, hogy ez éppen az arctgx fliggvény értéke az

/s
x = 1, helyen, azaz 7.

7. Szamitsuk ki a kovetkezd periodikus fiigguények Fourier-sordt!
a) f(x) =z a (—1,1] intervallumon, és [ periédusa 2
b) f(x) = |sinz|

c) f(z) =cos’x

Megoldds: a) f(z) paratlan fiiggvény, ha az egész helyeken fevett értékeket kihagyjuk, és
ez nem véaltoztatja a Fourier-sort. Igy a Fourier-sorban csak szinuszos tagok vannak:

Z by, sin(nmzx). A félperiodus 1, igy

n=1

1

1
1
2 2
by, = /f(x) sinnrz dr = 2/xsinn7rxdx = [——x cosmrx] + [ —cosnmxdr =
nmw 0 nmw
0

-1 0

1
) 2 (_1>n—|—1
sinnmx| = -——cosnm = —— - 2.
0 nmw nw

[ 2x
——cosnmwx +

nm n2m2
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Igy a Fourier-sor
n+1

= 2(—1
Z Q sin nmwx.
T nm

(Erdemes észrevenni, hogy — felhasznalva a tényt, hogy a Fourier-sor elsallitja a
fiiggvényt a folytonossagi pontjaiban — x = % behelyettesitéssel ebbdl is kijon a 6.c)

feladat megoldasa.

b) A félperiodus 7, és a fliggvény paros, igy a Fourier-sor ag + > a, cos nz alaku.
n=1

™ T
1 1 1 T 2
CLO:2_/|Sin.fll‘d£l):—/SiIl.CIJd.CC:—[—COS{b} = —
T T s 0o

—T 0

T

™
1 . 2 [
an, = — | |sinx|cosnxdx = — [ sinzcosnzxdx
T 7r
—T

0

I:/sinxcosnxdx: —cosxcosnx—l—/cosx(—nsinnx) dr =

= — COST COSNT — /TLCOS.ISiIlTL.Id.I =

2

:—Cosmcosnx—nsinxsinnx-i—/n sin x cosnx dxr =

= — cosxcosnx —nsinzsinnx + n’l =

1 n . .
I = 5 COS X cosSNx + 5 sinzsinnz + C =
n — n®—1
2 1 2 14+ (=1
an = ppoq(meosnT =) == e
.4 1 ) ) qan - :
ami —— - — T ha n paros, és 0 kiilénben. Igy a Fourier-sor
T n?—

c¢) A linearizalassal kaphaté cos? z = % + % cos 2x kifejezés maga is egy Fourier-sor, tehat

nem is kell integrédlassal kiszamitani az egyiitthatokat.

e n
. Szamitsuk ki a E ( 2) szdmsor 0sszegét annak a 2w periddusi fligguénynek a Fourier-
n

n=1

sordbdl, amely a (—n, | intervallumon x°-tel azonos!

oo
Megoldds: A fiiggvény paros, folytonos, és fél periodusa , tehat f(x) = ag+ >, a, cosnz
n=1
alaku, ahol
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™ s
1 2
a, = — [ 2?cosnzdr == | x?cosnz dz.
T T
—TT O

1 2
/xQ cosnx dr =—x° sinnx — x sinnx dx =

n

1
——.’132 sinnx + —.’13 CoOSNx — —COSTI.’I? dr =

n
1
=—z%sinnz + —2x cosnx — —3 sinnx + C, tehat
n n n
2 2 (-~ 1, «— —1)"
n = — - ﬁwcosmr—él 5 Gsigy f(x):§7r +E 4 - 5 cosna.

n=1

Ebbe z = 0-t helyettesitve azt kapjuk, hogy

1 o0
O:§W2+4~;(— n:>Z n2 :—E.




