Mat. A2 9. feladatsor 2016/17, méasodik télév

1. Szamitsuk ki az alabbi 2-vdltozos fligguények hatdrértékét a megadott helyeken, vagy bi-
zonyitsuk be, hogy a hatdrérték nem létezik!
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Megoldds:  a) 32—_2 =-2

b) A szamlalo és a nevezd is végtelenhez tart, ezért kiemeljiik mindegyikbdl a (leggyorsab-
1
Qxy—lzl, ny_l—m:

ban) végtelenhez tartd tagot, és egyszertsitiink. lim im T
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c) Bar cosy nem konvergens a végtelenben, a korlatossidga miatt hasznalhatjuk a
renddrelvet: —|x| < zcosy < |z, és x — 0 esetén a kisebb és a nagyobb fiiggvény is

0-hoz tart, igy a kozépsé is.

d) A hatarérték nem létezik, mert pl. az y = x gorbén tartva (0,0)-hoz, a limesz
iig% 70z =0, az y = 0 gdrbén tartva (0,0)-hoz pedig 11;1_% g—; =1.
e) 22 — xy +y? > zy, ugyanis 22 —xy +y? —xy = (x —y)?2 > 0. Igy z,y > 0-ra 0 <
1 1
x4y < t+y _ 1 + —, és a renddr-elv miatt ebbdl lim _rty 0
x2 — xy + y? Ty y x 2o w2 —xy + y?

f) A fiiggvénynek nincs limesze (0,0)-ban, mert kiillonb6z8 gérbék mentén tartva (0,0)-

2
hoz, kiilonb6z6 limeszeket kaphatunk. Pl. y = 0-ra ————
3 + y3

3

1
x — 0 esetén y — 0, és a fliggvény értéke ezen a gérbén 523 = 5 nyilvan §—hez tart
x

=0—0,de y = xre

a 0-ban.

sin(zy)

2. Hol folytonos az f(x,y) = fiigguény? Adjuk meg az értékét az R*\ D(f) halmazon

ugy, hogy f a lehetd legtdbb helyen folytonossd vdljon!

Megoldds: A fiiggvény folytonos ott, ahol értelmezve van, tehat az  # 0 helyeken, mert
folytonos fliggvényekbdl kompozicio és alapmiiveletek segitségével allitottuk els. Masrészt

b Smy) o sin(ay) e
(w,y)—>(0,yo) x (iC,?J)-)(O,yO) xy
kiterjeszteni, hogy f(0,y) = y legyen. A fliggvény igy mindeniitt folytonos lesz, mert
(0,y0)-ban {(x,y) |x # 0}-n és {(0,y) |y € R}-en is yo-hoz tart.

3. Hatdrozzuk meqg az aldabbi fligguények gradiensét a megadott pontokban, és irdnymenti de-
rivdltjat az adott pontban a megadott vektor iranydban!
a) flx,y) =ze™, Py(2,0), a= (4,3)

cos(x + )
b _OTY) pyo,
) s = D pyom)
C) f(.%’,y,Z) = .1132 +xyz — V z? + y2: PO(lvoa 2)7 a= (25 1a _2)
Megoldds: a) f, =e™ +axye™, f, =12, Vf(2,0)=(1,4), az a irdnyt egységvektor
4 3
5

e, = (5, %), az iranymenti derivalt (1,4) (%, ) = %6.
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—sin(z + y)(2? + y) — cos(z + y)
(22 + y)?

—sin(x + y)(2? +y) — cos(z +y) - 2z
(2% +y)?

afy: s

1

wr0m - (5.4)

x Y
¢) fo=2r4+yz— ———, f =1z = ————, f.=zy, Vf(1,0,2) =(1,2,0). Az
x2 + 12 Y 2 + y?

a vektor irdnyaba mutato egységvektor e, = 3(2 1,—-2), igy az a iranyud irdnymenti
derivalt Vf(1,0,2)ea = 3.

4. Keressiik meg az aldbbi feliiletek érintdsikjdat a megadott pontokban!
a) 2 +y* + 22 =3, Py(1,1,1)
b) 2 +y? — 2oy —x+3y — 2= —4, Py(1,2,3)
Megoldds:  a) A feliilet a g(x,y,z) = 22 + y? + 2? fiiggvény szinthalmaza, igy a feliilet

normalvektora g gradiense: Vg(x,y, z) = (2z,2y,22), Vg(1,1,1) = (2,2,2) || (1,1,1).
Az érintésik x +y + 2z = 3.

b) g = 22 +y? — 2zy — 2 + 3y — z-re Vg(z,y,2) = 22 — 2y — 1,2y — 2z + 3,—1),
Vg(1,2,3) = (—3,5,-1), az érint6sik: —3(x — 1) + 5(y — 2) — (2 — 3) = 0, azaz
—3x+ 5y — 2z =4.

5. Adjuk meg az f(x,y,z) = /22 + y? + 22 figguény linedris kizelitését Py(1,2,2) pontban!
Haszndljuk ezt a \/1,12 4+ 1,82 + 2,12 fiigguényérték kizelitd kiszdmitdsihoz!

. x Y z
Megoldas: V f(x,y,z) = , , ,
g f( Y ) (\/x2+y2+z2 \/m2+y2+22 \/x2+y2+22>
Vf(l 2 2) (% %7%)7 f(%,y,Z) ~ f(PO) +Vf<PO)<m_$07y_y07z_ZO) =
3+3(x—1)+2(y—2)+ 2(z — 2), ha (z,y, 2) kozel van (1,2,2)-hdz.
Igy V1,12 +1,824+2,12~3+1-.0,1-2-0,2+ 20,1~ 2,97.
6. Az f(x,y) figgvényre fr(2,1) =1 és f,(2,1) = —1, tovdbbd f(2,1) = 1. Szdmitsuk ki az
alabbi parcidlis derivdltakat a ldnc-szabdly segitségével:
a) f(u+ et u) derivdltja u szerint u = 1-nél;

b) /1+ f2(x,y) parcidlis derivdltja x, illetve y szerint az (x,y) = (2,1) helyen;
c) f(u?+wv,2v% +u) parcidlis derivdltja az u szerint az (u,v) = (—1,1) helyen!

Megoldds: a) u=1esetén u+e* "t =2 ésu =1, tehat a lancszabalyban az f fiiggvény
(2, 1)-beli derivaltjait hasznalhatjuk: %f(u—ke“*l,u) =1-(1+e* )+ (=1)1]y=1 = 1.

b) 81+f2(a:,y) = 9(f(z,y)), ahol g(u) = Vv1+wu Mivel ¢'(u) = ﬁa
o @) = ¢ @y) - felny) = g(f21) - L2 = g1) 1 = 5 &
S IF) = 9 (@) - flaw) = g (FRD) - H21) = ¢+ (1) =~

z (z,y) = (2,1) helyen.
c) %f(uQ—i-v,QvQ-l—u) = fo(u?+v,20* +u) - 2u+ f, (u? +v, 202 +u) - 1 = f,.(2,1)-(=2)+
fy(2,1)-1 =—-3¢és agf(uz—i—v, 202 4u) = fo(u?+v,20%+u)- 1+ f, (u? +v, 20° +u)-4v =
v
f2(2,1) -1+ f,(2,1) -4 = =3 az (u,v) = (=1, 1) helyen.

7. Hol vannak lokdlis szélsdértékei az alabbi fiigguényeknek?
a) f(z,y) =2’ +3zy +y°
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b) f(m,y):x—i—%%-s

¢) f(z,y) = xy + 2z — Inz?y
d) x? +y? + 22 + 22+ 2y — 62
e) yz —2x + 3z — (2% + y? + 2?)

16
fa+l4242
x oy oz

Megoldds:
a) f=32>+3y=0, f, =32+3y>=0=y = —2? és 3+ 3z = 3z(1+23) = 0, tehat
x =0 vagy z = —1, ami a (0,0) és (—1,—1) kritikus pontokat adja. Jao oy | _
fyz fyy
6; 63y , ami (0,0)-ban —9, ezért ott nyeregpont van, (—1,—1)-ben pedig 27 > 0,
mig f., = —6 < 0, tehat itt lokalis maximum van.
Y L8 . Jox  fa
b) fo =1— =% =0, = — — — = 0 megoldasa: (z,y) = (2,4). Yl =
) f 3 fo =3~ g e I
2y/x3  —1/x%]| | 1 —1/4| ) B
‘—1/1‘2 16/5% | és ez (2,4)-ben 14 14| 3/16 > 0, és fy(2,4) =1 >0,
tehat f-nek a (2,4) pontban lokalis minimuma van.
¢) fo=y+2-2/x=0, f, =z—1/y =0 megoldasa (z,y) = (3,2). Jaw Joy| _
) fyx fyy
‘2/;: 1/192 , & ez (3,2)-ben éf 1}4’ =1>0,6s frz(3,2) =8> 0, tehdt f-nek
lokélis minimuma van (3, 2)-ben.

d) f(z,y,2) =22 +y* +22+22+2y —6z-re Vf = 22+ 2, 2y +2, 22 —6) = 0, ha

\Y4
(x,y,2) = (=1,-1,3). | fya fyy [fyz| =10 2 0}, amelynek a féminorjai 2 > 0,
fzm fzy fzz 0 0 2
‘(2) g =4 > 0 és a teljes determinans 8 > 0, tehat a (—1,—1,3) pontban az f

fliggvénynek lokalis minimuma van.
e) f(x,y,2) =yz—2w0+32z— (22 +y?’ +2%)1e Vf = (-2—22, 2—2y, y+3—22) =0,

Jrz fﬂcy fzz —2 0 0
ha (z,y,2) = (-1,1,2). |fya fyy fyz| =10 —2 1 |, amelynek f6minorjai
—2<0,4>0¢és —6 <0, tehat f-nek a (—1,1,2) pontban lokilis maximuma van.
)
Y 1 z 1 16
mzl__7 Y z = T T o
Pe1-% h-i-% f-i-3

tehat a gradiens akkor 0, ha y = 2%, 2z = y*/x = 23, és y = 22/16-bol 2° — 1622 =
2?(z* — 16) = 0, vagyis £2 lehet (z = 0-ban nincs értelmezve a fiiggvény), és ebbdl a
kritikus pontok P;(2,4,8) és Py(—2,4,—8).

Jrz f:cy fzz 2y/1‘3 —1/l’2 0
Jyz Jyy STy | = _1/552 22/93 _1/y2 )
fZJE fzy fzz 0 —1/y2 32/23
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ami P;-ben és Py-ben

1 —1/4 0 -1 —1/4 0
~1/4  1/4 -1/16 és ~1/4 —1/4 -1/16].
0 —1/16  1/16 0 —1/16 —1/16

Az elsénél a sarokaldeterminansok rendre Dy = 1, Dy = 3/16 és D3 = 1/128
mind pozitivak, ezért Pj-ben lokalis minimum van, amelynek értéke f(2,4,8) = 8, a
masodiknal Dy = —1, Dy = 3/16, és D3 = —1/128, amelyeknek az elGjelei minusszal
kezdve valtakozok, igy Ps-ben lokalis maximum van f(—2,4, —8) = —8 értékkel.

8. Hatdrozzuk meg az f fiiggvény abszolut maximumdt és minimumdt a T tartomdnyon, ahol
a) f(z,y) =22 +y?>—2x—-2y—3, T a(0,0),(9,0),(0,9) pontok dltal meghatdrozott zdrt

hdromszégtartomadny;

b) flx,y) =22 +y? —do —dy, T ={(z,y)|z >0, y<2, y>2u};
C) f($,y>:6$y—4l’3—3332, T:{<l’,y)‘0§l’§1, Ogygl};
d) f(z,y) =a* +y* +ay, T={(,y)|2’ +y> <1}
e) f(z,y,2) =2 —2y+z, T={(,y,2) 2> +y> <z <4}.
Megoldas: a) Vf =2z —2,2y —2) = (0,0), ha (z,y) = (1,1), és a Py(1,1) pont benne

van a haromszog belsejében, ezért ez egy lehetséges szélsGértékpont (és méas belsd
pontban nem is lehet a fiiggvénynek szélsGértéke).

A hatéarol6é gorbék az y =0, x =0és z +y = 9.

Az y=0-n f(z,y) = f(2,0) = 22 — 22 — 3, igy a g(z) := x? — 22 — 3 kritikus pontjait
kell megkeresniink a (0,9) intervallum belsejében. ¢'(z) = 2x —2 =0, ha x = 1, igy
P1(1,0) lehetséges szélsGértékhely.

Az x = 0-n h(y) = f(0,y) = y* — 2y — 3, amelynek kritikus pontja y = 1, tehat
P5(0,1) is jelolt.

Végiil az y =9 — x (0 < x < 9) szakaszon k(z) := f(z,9—z) = 22 + (9 — 2)? — 22 —
209—2)—3,ésk'(z) =22 —2(9—2) =0, haz = 2, amibsl a P; (3, 2) pontot kapjuk.
Az abszolut szélsGértékhely ezeken kiviil lehet a csiicsok valamelyikében is: A(0, 0),
B(9,0), C(0,9) A fiiggvényértékeket Osszehasonlitva: f(FPy) = —5, f(P1) = f(P) =
—4, f(P3) = 2, f(A) = =3, f(B) = f(C) = 60. Tehat az abszolat maximum
60, amelyet a fiiggvény a B, C' pontokban vesz fel, az abszolut minimum pedig —5,
amelyet Py-ban vesz fel.

Vf(z,y) = (dx—4,2y—4) =0, a P1(1,2) € T, amely csticspontja a tartoméanynak. A
T tartomény hatarai z = 0, y = 2, és y = 2x. Az 2 = 0 hatarvonalon g(y) := y* — 4y,
g (y) =2y —4 =0 a P»(0,2) ponton, amely a tartomanynak cstacspontja. Az y = 2
hatarvonalon h(z) := 22? — 4z — 4, h/(z) = 4x — 4 = 0 az (1,2) ponton, amely méar
szerepelt. Az y = 2x hatarvonalon k(x) = f(z,2x) = 62% 12z, k' (z) = 12212 = 0,
az (1,2) ponton, ez megint nem ad 0j kritikus pontot. Igy a kritikus pontok csak
a csucspontok: (1,2), (0,2) és (0,0), a fliggvényérték ezeken —6, —4 és 0, tehat a
minimum —6, amelyet az (1,2) pontban, a maximum 0, amelyet a (0,0) pontban vesz
fel a fiiggvény.

Vf(z,y) = (6y — 1222 — 62, 62) = 0, a (0,0) pontban, amely a tartoménynak
csucspontja. A hatarvonalak az z = 0, z = 1, y = 0 és y = 1 egyenesek megfelels
szakaszai, és ezeken a (0,y) (0 < y < 1) és (3,1) kritikus pontokat talaljuk. A
csucspontokkal egyiitt a (0,y), (1,0), (%, 1), (1,1) pontokon kell 6sszehasonlitanunk a
fliggvény értékeit, és ezek az értékek: 0, —7, %, —1, tehat a minimum —7 (az (1,0)
pontban), a maximum pedig % az (%, 0) pontban.
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d)

Vf = 2+ y,2y+2) = 0, ha * = —2y = 4z, azaz (0,0)-ban. Ezen kiviil

még a hataroldo korvonalon lehet szélsGérték. FEzt érdemes polarkoordinatakkal

paraméterezni: (cost,sint).

g(t) :== f(cost,sint) = cos?t + sin®¢ + costsint = 1+ 1sin2t, ¢/(t) = cos2t = 0,

ha 2t = (2k + 1)3, azaz t = (2k + 1)7. Ez négy kiilénboz6 pontot ad a kordn:
3

(:t\/ii, :I:\/Li) Osszehasonlitva a fiiggvényértékeket azt kapjuk, hogy a maximum 5

amelyet f a i\%(l, 1)-ben vesz fel, a minimum pedig 0, amelyet az origoban vesz fel.
A fiiggvény gradiense sehol nem 0, igy a tartomény belsejében nincs kritikus pont. A
hatéarolo feliiletek a z = x2 + y? paraboloid és a z = 4 sik. Az elsére megszoritva a
fiiggvényt: g(x,y) := f(z,y, 22 +y?) = 20 —2y+2?+y? gradiense (2+2x, —2+2y) = 0
a (—1,1,2) pontban, amely a feliiletdarab belsejébe esik. A maéasodikra megszoritva:
h(x,y) = 2z —2y+4 gradiense sehol nem 0, igy itt nem kapunk kritikus pontot. Végiil
a két feliilet 22 + y? = 4, 2 = 4 egyenletii hatarvonalan a k(t) = f(2cost,2sint,4) =
4cost — 4sint + 4 fiiggvényre k'(t) = —4sint — 4cost = 0, ha tgt = —1, azaz
t = BQT” + km, és ez a (—v/2,v2,4) és (v/2,—+/2,4) kritikus pontokat adja. A harom
kritikus ponton a fiiggvény értéke —2, —4v/2 + 4, illetve 4v/2 + 4, tehat a minimum
—2 a (—1,1,2) pontban, a maximum pedig 4v/2 + 4 a (v/2, —v/2,4) pontban.



