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. Irjuk fel az alabbi fiiggvényeket f(z + yi) = u(x,y) + iv(z,y) alakban.

a) flz)=22+1 b) (Hf) f(z) = 2}
. Adjuk meg algebrai alakban a kovetkezd komplex fiiggvényértékeket! (Hf: b), e))
a) edtai b) el—tarcsin(l/3) c¢) ch(In3+4%) d) cos(—1) e) tg L
. Adjuk meg a kdvetkez6 komplex szadmok Gsszes logaritmusat, és a logaritmus f6értékét!
a) In(—5 + 5i) b) (Hf) In(—e). c¢) (Hf) In(v/3 + 1)
. Oldjuk meg az egyenleteket a komplex szdmok kdrében!
a) sinz = —2 b) (Hf) tgz = —i c¢) (Hf) cosz =iV3
. Szamitsuk ki a kovetkez6 hatvanyokat! (Hf: a), b), d))
a) i’ b) (i +1) c) 2% d) i'/?

. Differencialhatok-e valahol az aldbbi komplex fiiggvények? Ahol differencidlhaté, ott adjuk
is meg a derivaltat!

a) |2|? b) (Hf) cosz
. Hatéarozzuk meg azt a regularis f(z) = u(x,y) + iv(z, y) fiiggvényt, amelyre
2) ule,y) = i, fm =L b) (HD o(ey) = 2y(e+1), £) =201

A hazi feladatok megoldasa
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2. b) el miaresin(l/3) — ¢(cos(— arcsin(1/3))+isin(— arcsin(1/3))) = e ( 1-— (%)2 — %z) =
2v/2¢ €.
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3. b) A —e szam trigonometrikus alakja e(cos m+isin ), igy In(—e) = lne+i(m+2km)i =
1+ (2k + 1)7i, a logaritmus f6értéke pedig 1 + mi.

¢) V3+i=2(cos Z +isin %), igy In(v/3+414) = In2+4(% +2k), a logaritmus f6értéke
pedig In2 + i 5.
: —ish(s iz ,—1z ) )
4. b) tgz = e s (ZZ) = —ii, igy a tgz = —i egyenlet ¢"”* — e "% =
oS 2 ch(iz) e te®

e’* 4+ e~%* alakra hozhato6, ami az e~ ** = 0 egyenlettel ekvivalens, aminek nincs megoldésa.

c) cosz = iv/3 & chiz = iV/3 & e + 7% = i2V/3 & (7)? —i2V/3e”* +1 = 0. Ebbél
. 123 v —12 -4
o = 2V3 : — V32 =i

(\/§ +2). Az els6 megoldas trigonometrikus alakja
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(2+V/3)(cos Z+isin Z), amib6l iz = In(24+V/3) +i(Z +2k7), és z = Z+2kr—iln(2+/3),
a masodiké (2 — v/3)(cos(—Z) +isin(—Z)), amib6l iz = In(2 — V/3) + i(— % + 2km), és igy
z=—2+2kr—iln(2 — V3).

5. a) i' = e ahol Ini = In(1- (cos I +isin 3)) = 0+ i(3 + 2km), és gy i' = e~ (E2k™),
(A hatvany féértéke ott van, ahol a logaritmus féértékét vessziik, tehat i¢ fGértéke e~ 2.
b) (i+1)" = e+ ahol In(i + 1) = In(v2(cos Z +isin Z)) = Inv/2 +i(Z + 2km) =

2 4 §(Z 4 2kn), tehat (i + 1)" = e~ (T F2kmHinD/2 — o= (F42km) (o5 B2 4 jgip 102)

d) /2 = eW/DImi = ¢(/2) (T 4 2km) = (AT = cos(T + km) + isin(Z +
i(% + %z) (Ez természetesen megegyezik az i két négyzetgyokével, mert a

k)

hatvanyazonossagok érvényessége miatt az %—edik hatvany a komplex szdmoknél is az n-
edik gyokoket jelenti.)

6. b) cos(z + yi) = cos(z — yi) = cosx cos(yi) + sinzsin(yi) = cosxchy + isinzshy =
u(z,y) + iv(z,y). A kapott u(x,y) = cosxchy és v(x,y) = sinxshy kétvaltozos
fiiggvények mindegyike differencidlhat6. A Cauchy—Riemann-differenciilegyenletek szerint
azf fiiggvény differencidlhatésaghoz az kell még, hogy u, = v, és u, = —v, legyen.
Uy, = —sinxzchy, v, = sinxchy, uy, = cosxshy, és v, = cosxshy, tehat a két egyenlet
csak akkor teljesiilhet egyszerre, ha sinzchy = coszshy = 0. De chy > 1 minden y-ra,
tehat sinx = 0, azaz © = kn valamely k € Z-re, és a méasodik egyenletbél shy = 0 miatt
y = 0. Igy a fiiggvény a z = k7 helyeken differencialhato, és itt a derivaltja u, + iv, = 0.

7.b) uy = v, =2(x+1), ésuy, = —v, = —2y. Igy u(z,y) = [2(z+1)dz = (z+1)2+g(y),
amib6l u, = ¢'(y) = —2y, tehat g(y) = —y?> + C, és u(z,y) = (z +1)? —y?> + C, és
f(z+yi) = (x+1)2—y2+C+2y(z+1)i. Az f(i) = 2i—1 feltétel miatt 2i—1 = 1—1+C+24,
tehat C = —1, és f(z +yi) = (x + 1) —y? + 2y(z + 1)i — 1. (A fiiggvényt kifejezhetjiik
z-vel is: f(z) = 22 — y? + 2zyi + 22 + 2yi = 22 + 22.)



