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Mat. A3 11. gyakorlat 2012/13, méasodik félév

. Hatéarozzuk meg az alabbi differencidlegyenletek tipusat (explicit-e vagy implicit, milyen

rendd, illetve foki, homogén vagy inhomogén)!

a) y' =3y" — (tga)y’ +chz =0 b) y’ =e’Inz ¢) y' =y’cos’x

. Oldjuk meg a kovetkez8 (szétvalaszthato) differencidlegyenleteket, illetve kezdetiérték-

problémékat!
a) zyy' +y>—1=0
b) (2z +1)y" —3y =0, y(4) =
c) (Hf) (1+2%)y +2(1+y?)
d) (Hf) v1—22y +2y=0 az y( ) =0, illetve az y(2) = 1 kezdeti feltétellel

6

. Ha a differenciélegyenlet y' = ¢g(y/x) alakra hozhatd, akkor z = y/x fiiggvény bevezetésével

szétvalaszthatova tehets. Oldjuk meg ennek segitségével az alabbi differencidlegyenleteket!

a) 2zyy =y* —a*, y(1)=1
b) (Hf) zy’ = ze¥/* +y, y(1) =0

. Oldjuk meg a kovetkez6 els6rendii linearis differenciilegyenleteket!

1
a) y’—;y:a:Q

b) ¥ +y=e"
c) (Hf) y' + ycosz =sinzcosz, y(0) =1
d) (Hf) 2/ — (z + 1)y = 2% — 23

. Ellendrizziik, hogy az alabbi differenciidlegyenletek egzaktak-e. Ha nem, keressiink alkalmas

multiplikétort, amellyel egzaktta tehetSk, és tgy oldjuk meg!
a) #® —3xy® + (y* — 32%y)y’ =0
(Hf) Iny +ye” +2+ (7 +e” —chy)y’ =0

b)

c) (1 —xy)+ (zy — )y o
d) (Hf) (ysma: —1)+y cosx=0
e) (Hf) z(y’+1)+y(l—2)y' =0

f) (Hf) 22 + cosy — (z Slny)y' =0, y(1)=0
g) (Hf) e™ + (ze ¥ — 2ye )y =0

A hazi feladatok megoldasa
2. ¢)
y @
14+y2 14 a2

1 €T
dy= [ — d
/1+y2 Y / 1+a2 ™

1
arctg(y) = — B In(142?)+C

1 A
—tg [ —=1In(1 + 22 +C):t S
Y g( 5 ( ) gm

ahol A = ¢% > 0.
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y Y V1— 2?2 ’
Inly| =vV1—22+C

y =AeV 1—z%

ahol A = +e© tetszbleges nem 0 szam, vagy A = 0 a szingularis megoldas miatt. Az y(%) =

0 kezdeti feltételt az y = 0 megoldas, az y(2) = 1 kezdeti feltételt az y = e~ */5eV1=%"
megoldas elégiti ki.

3. b) A differencidlegyenlet 3/ = e¥/* + 4 alakra hozhaté. » = y/z, azaz y = zx
helyettesitésnél 3y’ = 2’z + z.

x4 2= +2

1
/e_zdz:/—dx
T

—e “=n|z|+C
z=—In(—In|z| - C))

Mivel az x = 1 koérnyékén érvényes megoldast keressiik, a z = —In(—Inz — C) lesz a
megfelels. Ebb6l y = —xIn(—Inz — C). Az y(1) = 0 feltételt a C = —1 elégiti ki:
y=—xIn(l —Inx).

4. c) (Egy elirast utolag javitottam a feladatban!) A megfeleld homogén differencial-
/

egyenlet, i/ + ycosx = 0, azaz Y — _cosz (ha y # 0), és ebbdl In|y| = C — sinx azaz
Y

y = Ae” %% ahol A € R tetszéleges. Az inhomogén differencidlegyenlet megoldasit az
allando varidlasaval y = A(x)e "% alakban keressiik. Behelyettesitve az eredeti egyen-
letbe: A’(x)e™ 5% — A(z)(cosx)e™ ST+ A(z)e™ 5% cos x = sinx cos x, azaz A'(z)e” S"% =
sinz cos z, amib6l A'(z) = 5% sinz cosz. Ebbsl A(z) = [ €% sinz cosz dr = [ ue" du,
ha u = sin x helyettesitést végziink. Ez parcialis integralassal: [ ue" du = ue" — [ e"du =
(u—1)e¥+c = (—1+sinz)esn® + ¢, és y = A(z)e” 5% = —1 +sinz + ce” 5%, A kezdeti
feltételt az y = —1 + sinx + 2~ 57 fiiggvény elégiti ki.
/

1
d) A megfelels homogén differencialegyenlet LA + — alakra hozhaté (y #Z 0 esetén,
Yy X

és a megoldasa In|y| = = + In|z| + C, azaz Inly| = Ine®eC|z|, tehat y = Aze®. Az
inhomogén differencidlegyenlet megoldasat az allandé varidlasaval y = A(z)xe®™ alakban
keressiik. Behelyettesités utan

Al(z)2x%e” + A(z)ze® + A(z)2?e” — (v + 1) A(z)2e” = 2° — 2°, azaz

Al(x)=e % —xe ™, ésigy
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A(m) = /e_x —xe Pdr=—e"F4 e ? — /e—x dr = xe * + c, tehat
y = 22 + cxe®.

5. b) P(z,y) = Iny+ye*+2, Q(z,y) = %—I—ex—chy, P, = %-I—ex, Q. = %—i—e Mivel P, =
Q., a differencialegyenlet egzakt, és a megoldasa u(z,y) = C, ahol u a (P(x,y), Q(x,y))
vektor-vektorfiiggvény egyik potenmalfuggvenye Uy = P-b6l u = xIny + ye® 4+ 22 + g( )
valamely ¢(y) fiiggvényre, és u, = ste+y "(y) = + +¢e" —chy, tehat g(y) = —shy, és
ezzel u(z,y) = xlny + ye® + 2x — shy megfelel. A differencidlegyenlet y megoldasat az
xIny + ye® + 2z — shy = C implicit egyenlet adja meg tetszéleges C' konstanssal.

d) 1. megoldds: P(x,y) =ysinz —1, Q(z,y) =cosz, P, =sinz, Q, = —sinz, tehat az
P, —Q, 2sinw - ) . 1e1s
= csak z-t8l fiigg, tehat van M (z) multiplikator.

egyenlet nem egzakt. =
Q cosx

Erre

2 si 1
lnM(x):/ Sln$dx:—2ln(cos:c)+c:ln 5— +o¢
cos T cos? x

tehat M (x) = ﬁ megfelels. Ezzel végigszorozva az egyenletet:
sin 1 1
cos?x  cos’xw cos T
i m4 4 . , ., sinx
ami mar valéban egzakt. Az 1j egyenlethez tartozd u(w,y) fiiggvényre u, = y——s— —
cos? x
1 . . . .
o2z’ és u, = ——, aminek az egyik megoldasa u = oss tgz, tehat a differencial-

egyenlet y megoldéasa az —tgax =C, azaz y = sinz + C cos z.

COS T

2. megoldds: A differencidlegyenlet lineéris, és a hozza tartozo homogén linearis y' cos x +
sinx

ysinz = 0 differencidlegyenlet y megoldasara In |y| = / — dr = Incosx + C, amibél

COS T
y = Acosz. Az inhomogén differencidlegyenlet megoldasa y = A(x)cosz alakd, ahol

A'(z) cos? ¥ — A(x) sinx cosz + A(z) coswsinz = 1, azaz A(z) = / 5—dz = tgr +c,
cos? x
és igy y = sinx + ccosx.
P, — 4 4
e) A differencidlegyenlet nem egzakt, —Z Qs = i = T csak z-t6l
Q y(l—2a?)  1-2?
4
fiiggd, és igy ad egy M (x) multiplikatort, amelyre In M (z) = / | a 5 dr = —2In(1 -
—x
1 1
z?)4+c=1In A=) + ¢, vagyis (¢ = 0-val) M(z) = Tk Ezzel végigszorozva a
differencidlegyenletet:
2 €T Y !
1 =0.
i e

Ennek az egzakt differencidlegyenletnek a megoldasat annak az wu(x,y) fliggvénynek a
segitségével tudjuk kifejezni, amelyre

2 .
(y“+1) s uy = 77—
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2
Ennek az egyik megoldéasa u = 1-|-7y2, igy a differencidlegyenlet y megoldasara
—x

2
.2 =C, azaz y = +/C(1 — x2) — 1.

f) A differencidlegyenlet egzakt, az u, = 2z + cosy, u, = —xsiny feltételeket kielégits
egyik u fiiggvény x2 + x cosy, tehit a differencidlegyenlet altalinos megoldasa

z? + xcosy = C.

Az y(1) = 0 feltétel 1+ 1 = C esetén teljesiil (x = 1, y = 0-t helyettesitiink az egyenletbe),
tehat 22 + x cosy = 2, azaz

2 — 122
Yy = arccos :
x
. sz _ — _ — 2 Py - Qm o
g) A differencidlegyenlet nem egzakt, P, = —e™ ¥, @, = e ¥, & ——— =
Q
—2e7Y -2 . - T .
= nem csak z-t6l fiigg, tehat nincs M (z) multiplikadtor. Vi-
xe Y — 2ye~2 T — 2ye~Y
Qx - Py Qe_y e e , . , . 1 , , .
szont =" 2 csak (legfoljebb) y-tol fiigg, tehat N(y) multiplikitor létezik:
e

InN(y) = [2dy = 2y + ¢ miatt N(y) = e? megfelel. A differencidlegyenletet ezzel
végigszorozva az
eV + (we¥ —2y)y' =0

egzakt differencialegyenletet kapjuk. Ennek megoldaséat az u(x,y) = xe¥ — y? fiiggvénybsl
az

ze¥ —y?> =C

implicit egyenlet adja.



