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Orai feladatok

1. A Cauchy-féle integralformula segitségével szamitsuk ki a kovetkezd integralokat:

Cos 2z
a) 7{ P dz, ahol G a —i kozeppontu s sugaru kor, pozitiv koriiljarassal;

h
j{ ¢ 52 dz, ahol G egy origd kozéppontu kor, negativ koriiljarassal;
z

g

7{ T dz, aholG a |z — 2| = 3 egyenleti kor, pozitiv irdnyban;
z

g

7{ dz, ahol G a —2,1 + 2¢,1 — 2i csticst haromszogvonal.
(z—10)2(z+1)

> a) Az integrandus szingularitdsai 0 és —i, ezek koziil csak —i van a kor belsejében. Igy az
= —2mchl.

z=—1

cos z

integrdal a Cauchy-féle integrdalformula szerint fg =

271'1 cos z
dz = =

S
2=0 12

c) Az integrandus szingularitdsai 0 és 1, mindkettd a kiér belsejében van. Legyen Gy és Gy
a két szingularitdast koriljaro, a G belsejében levd, egymdst nem metszd két kor, a G-vel

b) Negativ a koriljdrds, igy az integrdl —25 (ch z)@

1
megeqyezd, tehdt pozitiv iranyitdssal. fg m fg =Ll dy = 22”,’ (;_1)

23
27 € (z—l)z—Zez(z—2) o . e? . 2_3 _ 2mie
or (=—1)3 0 —omi, fgl 2(z—1) dz = fgl rdz = Grs

Osszesitve §;, f(z) dz = (2me — 2m)i.

d) Az mtegmndus szingularitdsai i és —1, mindketté benne van a megadott (negativ
iranyitdasi) hdaromszogtartomdnyban. Legyen G; eqy i korili, G_1 egy —1 kérili negativ
wranyitdsu kis kor.
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= 2mes.
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dz = dz = — == .
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Igy G-n az integrdl (7% — 1 — we™™) + w2,
2. Hatéarozzuk meg az alabbi differencidlegyenletek tipusat (explicit-e vagy implicit, milyen
rendd, illetve foku, homogén vagy inhomogén)!
a) ¥y =3y" — (tgz)y +chx b) ¥ =eYInx c) ¥ =y*y cosw
> a) Implicit, harmadrendi, elséfoki, inhomogén.

b) Explicit, mdsodrendd, nincs foka.
c¢) Explicit, mdsodrendd, harmadfoki, homogén.

3. Oldjuk meg a kovetkezs (szétvalaszthato) differencidlegyenleteket, illetve kezdetiérték-
problémakat!

a) zyy' +y?—1=0
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b) 2+ 1)y —3y =0, y(4)=6

> a) A differencidlegyenlet y # +1 esetén yg'_yl = —% alakra hozhato, amibdl integrdldssal
620

tInjy?> — 1| = —In|z| + C. Ezt tovdbb alakitva In\/[y?> — 1] = In T—;, azaz y? —1 =+,

vagyis y = +4/1 + m%, ahol A € R tetszdleges valasztdasa a kordabban taldlt y = +1 esetet is
magdban foglalja.

b) Ha y # 0, akkor a differencidlegyenlet % = 2;11 alakra hozhato. Ebbdl

Inly| = 3In|2z + 1|+ C, tehdt y = A|2z + 1>/? (A € R tetszéleges). A kezdeti feltételt az

A= % paraméter elégiti ki, és x = 4 kézelében 20 +1 > 0, igy a megoldds y = %(2:{:—1— 1)3/2.

Gyakorl6 feladatok

1. A Cauchy-féle integralformula segitségével szamitsuk ki a kovetkezd integréalokat:

1
a) %m dz,ahol G: |z —1| = %, pozitiv irdnyban;
g
1
b) %m dz, ahol G a |z| = 2 egyenletii kor, pozitiv irdnyban;
z
g
sin z 7 U
c) j{ (73 dz, ahol G a |z — 1| + |z + 1| = 4 egyenletii ellipszis, pozitiv irdnyban.

%)

2. Oldjuk meg a kovetkez§ (szétvalaszthato) differencidlegyenleteket, illetve kezdetiérték-
problémaékat!

a) (L+a?)y +z(1+y*) =0
b) V1 —22y +zy=0az y(3) =0, illetve az y(2) = 1 kezdeti feltétellel

Megoldasok

1. a) Az integrandus szingularitasai 0,+1 (a nevezs z(z — 1)(z + 1), a szamlalé pedig
regularis), és ezek koziil 0 és 1 vannak a koron beliil, tehat az integralt helyettesithetjiik
egy 0 koriili (Gy) és egy 1 koriili (Gy) kis koron vett integral Gsszegével.

1 = omi 1
= E L= |~ on
7{2(22—1) ‘ 7{ 2 FT00 22 2 1lmo o
Go Go .
1 o omi 1
T dr= EEE g =2 —
7{2(22—1) ‘ 7{2—1 T 2 gzl
g1 Go

Igy a G koron vett integral —2mi + mi = —ri.
b) Az integrandus szingularitasai +i (a nevezs 2?41 = (z+14)(2—1), a szamlalo regularis),
és mindkett6 benne van a gorbe altal bezéart tartomanyban. Legyen G; egy ¢ koriili,

G_; egy —i koriili kis kor.
1
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(z+1i)(z—1) z—1i 0! z+ils
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Igy a G-n az integral 0.

c) Az integrandus egyetlen szingularitésa %i, és ez az ellipszis belsejébe esik, mert

, . i 2mi
g g =14 <o §End = Teiny| -
Z (z—%) :
e m
Y i L — h_.
mi(— sin 2) 2 misin o = msh g
2. a)
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14+y2 1422

1 T
dy = | — d
/1—|—y2 y / 14 22 *

1
arctg(y) = — 5 In(1+2?) +C

1 A
= tg [ —= In(1 4 22 -l—C):t S —
Y g( 5 In(1+27%) & o
ahol A = e > 0.
b) /

y_ T

y— ﬁvagyyz()

/ld —/—Ldac
Yy v= V1—2? ’
Inly|=vV/1—-22+C

y =AeV 1—a

ahol A = e tetszdleges nem 0 szam, vagy A = 0 a szingularis megoldas miatt. Az y(%) =

0 kezdeti feltételt az y = 0 megoldas, az y(2) = 1 kezdeti feltételt az y = e~ 4/5eV1-2?
megoldés elégiti ki.



