Matematika A3 (k6zlekedésmérnskoknek), 2016. Gsz
2. zh
Megoldasok

Az r(t) = (cost,sint,cht) (¢ > 0) gorbe sebességvektora: ©(t) = (—sint,cost,sht), amibdl az iv-
hosszfiiggvény

t t t
s(t):/ |f(T)|dT=/ Vsin? ¢ + cos? t + sh 2t dT:/ ch () dr = sh (¢).
0 0 0

Vagyis t = arsh (s) alapjan r(s) = (cos(arsh s),sin(arsh s),ch (arshs)). Az @j paramétertartomany:
s> 0.
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Av(r)=e¥ -i+ (2zye?” +sin2z) - j+ 2y cos 2z - k vektormezd mindenhol értelmezett és a rotacioja:
i j k
_| 4 d d _ s v7y
rotv(r) =| 4 ay e = (2co0s(2z) — 2c08(22),0 — 0,2ye¥ —2ye¥ ) =0

M)

ey (Qxyey2 +sin2z) 2ycos2z

a teljes R3-on. Tehat létezik potencialfiiggvénye: u(z,y, z) = zeV’ + ysin(2z) + C.
A v-nek létezik potencialfiiggvénye, ezért a b) feladatban a zart gérbén vett vonalmenti integralja 0.

Az F iranyitott feliilet egy lehetséges paraméterezése: r(u,v) = (cos(u),sin(u),v), ahol u € [0, 27] és
v € [-1,1]. Ezzel v(r(u,v)) = (cosu,sinu,v? —1). A feliileti normalvektor:

i j k
nr(u,v) =| —sinu cosu 0 | = (cosu,sinu,0).
0 0 1
Igy az integral
1 2m
/ v(r) dF = / / (cosu,sinu,v? — 1) - (cosu,sinu,0) dudv = ... = 4.
F -1Jo

VAGY: a henger két alapjan a vektormezs harmadik koordinataja 0, és a feliileti normélvektor (0,0, A)
alaki, tehat ezeken a feliiletdarabokon a feliiletmenti integréal 0 . Ezért alkalmazhato a teljes hengerre

a Gauss-Osztrogradszkij tétel.
A henger belseje hengerkoordinatakkal: V(r, ¢, z) = (rcos ¢, rsin g, z), ahol r € [0,1], ¢ € [0,27], 2z €
[-1,1] . A koordinata-transzformécié Jacobi-determinansanak abszolitértéke pedig r.

Igy az integral
1 1 por
/v(r)d}':/divvdV:/ // (2+22)-r de dr dz = 47.
F 1% -1Jo Jo

Mivel a G gorbe az (z,y) koordinatasikban van, ezért a v(r) = —y-i+x-j+0-k. A vektormezs G-n
vett vonalintegraljahoz alkalmazhatjuk a Stokes-tételt (vagy egybdl a Green-tételt, mert G az (x,y)
sikban van). A G altal hatarolt F feliiletdarab egy lehetséges paraméterezése: r(u,v) = (u,v,0), ahol
uwe0,1] ésv €[0,2/(u+1) —1]. A feliileti normalvektor ezzel

i j k
nrF=|1 0 0 |=(0,0,1).
01 0
Igy

A vektormezs rotacioja

Igy az integral
1 r2/(z+1)—1
:/ / 0,0,2) - (0,0,1) dy dz = 41n2 — 2.
0 0

VAGY gorbementi integralként szamolva: a két koordinata-tengelyen a vektormezd merdleges az sza-
kaszok érintGvektoraira, ezért ezeken a gérbedarabokon a gérbementi integral 0. Az iv egy lehetséges



paraméterezése: r(t) = (1 —t,2/(2 —t) —1,0), ahol t € [0,1]. Ebbél #(t) = (—1,-2/(2 — t)2,0), az
integral pedig:

1
2 2t—4 2
/v(r)dr:/ -1- - 5 — sdt=...=-2+4mn2.
g A =)

F zart feliilet, ezért alkalmazhaté a Gauss—Osztrogradszkij-tétel, melyet felhasznélva:

/v(r)d}':/divvdV:---
F 1%

ahol V' a kocka belseje és divv = 3z + mcos mz. Ezzel az integral

ISR
:/// 1+3z+7mcosmzdz dy de =... =3/2.
o Jo Jo

VAGY feliiletmenti integralként szamolva a 6 lapon kiilén: ha y = 0, akkor v = (p,0,\) alakq,
ami merdleges a laphoz tartozé (0, —k,0) feliileti normalvektorra, emiatt ezen a lapon az integral
0. Ugyanigy, ha = 0, akkor v = (0, 4, A) alakt, ez a laphoz tartozé normalvektorra merdleges.
Hasonloan, ha z = 0 vagy 1, akkor v = (A, u, 0) alak, ami meréleges a laphoz tartozo norméalvektorra,
ezért ezen a két lapon is 0 az integral. Az integral egyediil az x = 1, ill. y = 1 sikokhoz tartozo lapokon
nem 0. Az x = 1 lapon az r(u,v) = (1,u,v) : u,v € [0, 1] paraméterezés mellett v - nr = 1, igy itt az
integral értéke 1. Az y = 1 lapon az r(u,v) = (v, 1,u)u,v € [0, 1] paraméterezés mellett az v -nr = z,
igy az integral értéke ezen a lapon 1/2.

A r(u,v) =shu-i+ e’ j+ uv -k feliletdarab feliileti normalvektora

i j K
n=|chu 0 v |=(—ve’,—uchu,e’chu),
0 e uw

ami pontosan az u = v = 0 valasztéas mellett lesz (0,0, \) alaka és emaitt merdleges az (z,y) koordina-
tasikra. Az u = v = 0 paraméterértékekhez a feliilet r(0,0) = (0,1,0) pontja tartozik, amit az (x,y)
koordinatasik is tartalmaz, hiszen a harmadik koordinéata 0, ezért ebben (és csak ebben) a pontban
lesz a koordinétasik érintdsik.



