Mat. A3 1. feladatsor 2016/17, elsé félév

1. Szdamitsuk ki az aldbbi komplex kifejezések értékét/értékeit:
a) B+1)- 535 b) (1+14)3 c) (V2 —iV2)8 d) (—i)",n€Z
e) v/—16 f) V/—4V2 +i4v2 g) Y/ (1+1i)5 h) (V1+414)°
Megoldds: — a) 3+i)~rz(3—i)-M:5—5i.

(

b) (1+4)2=(1+4)*1+4)=2i(1+1i)=—-2+2i

) V2—iv2=2(5 - %z) 2(cos(—§)+isin(—§)) =
=928

= —1)2 =1,a(—1 )” értéke csak az n 4-gyel vett osztéasi maradékatol

fiigg: (—i)** =1, (—i)* ! = —i, (—i)*+2 = =1 ¢és (=) =,

e) —16 = 16(cosm+isinm) = /—16 = 2(cos(5 + k%) +isin(F +k2T)), ahol 0 < k < 3,
és ez ++/2 £ i1/2 mind a négy lehetséges értéke.

f) —4/2 +i4/2 = S(COS °F +isin 3”) =
V—4v2 +i4v/2 = 2(cos(Z + kZ) +isin(Z + k20)) (k=0,1,2).

g) /(1 +1)° egyik értéke nyilvan (1+1), és akkor a tobbit megkapjuk, ha ezt megszoroz-
zuk cos(k%”) + isin(k’%’r)—tel k = 1,2,3,4-re. Grafikusan: felrajzoljuk azt az origd
kozépponti szabalyos 6tszoget, amelynek egyik csticsa 1+i. Trigonometrikus alakban
felirva az eredményeket: 2(cos(F + k25) +isin(f + kZ)) (k=0,1,2,3,4).

h) A gyokvonas definicidja szerint az 1+¢ mindegyik 6t6dik gyokének 1+i az 5. hatvanya,
tehat az eredmény 1 4 1.

2. Mi a mértani helye a komplex szamsik azon z pontjainak, amelyekre

a) |z+2—-3i|=4 b) 1< |z—i| <3 c) |z—=2|+]z+2|=16
_ . . |z =3

d) Re((1+)z) = 4 =z —2— —9 7

) Rel(1 +1)2) o la=il-lz-2-i] ) ED

Megoldds: a) |z+4+2—3i| = |z — (—2+ 3i)|, és ez a z tavolsaga a —2 + 3i ponttol. Tehat
a z pontok mértani helye a —2 + 37 koriili 4 sugara kor.

b) Ez egy i kdzéppontu korgytrtd a hatarai nélkiil, ahol a belsé hatarolo kor 1 sugari, a
kiils6 pedig 3 sugart.

c) Azon pontok, amelyeknek két adott ponttol (a fokuszpontoktol) vald tavolsaganak
Osszege allando, ellipszist alkotnak, tehat a mértani hely egy ellipszis. (Koézéppontja
a két fokuszpontot Osszekots szakasz felezGpontja, ami most az origd, és konnyen
kiszamithato, hogy a vizszintes tengelye 8, a fiiggéleges pedig v/60 hosszu.

d) Irjuk fel z-t algebrai alakban: z = z + yi, ahol z,y € R. Ekkor az egyenlet: 4 =
Re((1+i)(z+yi)) = Re((x—y)+ (x+y)i) = x —y, vagyis a mértani hely azy =z —4
egyenes.

e) Azokrol a z pontokrol van szo, amelyek az i és 2+i pontoktol azonos tavolsagra vannak,
vagyis az i és 2 + i vizszintes szakasz felez6 merdlegesének (Rez = 1) pontjair6l.Az
egyenest felirhatjuk koordinatasan is, ha behelyettesitjiik az egyenletbe a z = x + yi-t,
négyzetre emeljiik, és egyszeriisitjiik az egyenletet: 22+ (y—1)%2 = (x —2)2 + (y — 1)2,
azaz r = 1.

f) Az e) koordinatas felirdsanak a mintajara azt kapjuk, hogy (z — 3)? + y? = 4((z +
3)2 +4?), azaz 322 430z + 3y?> +27 = 0. Atrendezve ez (x+5)?+y* = 16, a —5 koriili
4 sugaru kor egyenlete. Mivel ezen nincs rajta a z = —3, az eredeti hanyados alak is
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értelmezve van a kér mindegyik pontjaban, tehat a kor minden pontja hozzatartozik
a mértani helyhez.

. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket a komplex szamok halmazdn!
a) 22—62+13=0 b) 22+ (1+i)z2+i=0 <¢)254+234+2=0 d)|z|=—

6+ +/—16

Megoldds: a) z= N 3+ 2i.

b) z =

d)

—(141)++/—2¢

( +2)2 Z. A /—2i értékét kiszamithatjuk trigonometrikus alakban:
—2i =2 (cos S +isin =F ) amibdl /—2i = \/ﬁ(cos(?ﬂfr +k-7)+ iSin(% + k- 7T)) =
+(—1+14), igy 21 = —1 z9 = —i.

—2++—4
2 = f = —1 + i trigonometrikus alakja /2(cos2E + isin2T), illetve

V2(cos 2T + isin 27), igy z értékei

21,23 = \/§ (cos(Z —|— k25) 4+ isin(Z + k), é

2156 = V2 (cos(3% + 1432”)-1—25111(57r k2)) (k=0,1,2).

A bal oldal abszolut értéke [Z| = |z|, a jobb oldalé pedig | — 4z| = 4]|z|, tehat csak
akkor lehetnek egyenldk, ha |z| = 0, azaz z = 0, az pedig valoban megoldas is.

. Déntsiik el, hogy konvergensek-e, abszolit konvergensek-e az aldbbi szamsorok!

DN ) 2 ) 2

S (1;‘)” o S 2"

Megoldds:  a) Mivel 0 < 2= < #, és > # konvergens, a majoranskritérium miatt

o0

n : .
> e, is (abszolut) konvergens.
n—

A sor tagjai nem tartanak 0-hoz ( lim = ), ezért a sor divergens.
n— oo

A sor konvergens, mert Leibniz-sor: véltakozé elGjelii, a tagok 0-hoz tartanak, és

abszolit értékben monoton csokkensk (n;:—l > (nffS%H s nn?+2n+2) > (n+

Hn2+1) e nd+2n2+2n>n+n>+n+1en?+n> 1). Viszont nem abszolit
oo o0

konvergens, mert 5 > g%y = 5, 65 Y 5 =3 21% divergens.
n= n=

Ez mértani sor, s mivel a hanyadosanak, 1"2H—nek az abszolat értéke @ < 1, abszolut
konvergens.

2+0)n 2+ S
A gyokkritériumot alkalmazzuk: ¢ u 2+ — £ > 1, ezért a sor
n2n 23/n 2

divergens.

. Hatdrozzuk meg a kévetkezd fiigguénysorok konvergenciatartomdnydat!

> (x—1)" > n! > 1\" > n
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Megoldds:  a) A gyokkritériumot alkalmazzuk. A sor m-edik tagja abszolut értékének
n-edik gyoke ‘;T\_/%' — @ <1, halzr—1] <2,és > 1, ha |z — 1| > 2. Tehat a sor

abszolut konvergens a (—1, 3) intervallumon, és divergens, ha x < —1 vagy x>3. A

hatarokon: z = —1-re > (—1)"1 konverges Leibniz-sor, de z = 3-ra E divergens,
n=1 n=1
tehat a konvergenciatartomany K = [—1, 3).

b) A hanyadoskritériumot alkalmazva azt kapjuk, hogy a sor (n+ 1)-edik és n-edik tagja

(n+1)?

5|z| = 00, ha z # 0, igy a sor csak z = 0

(n+2)

hanyadosanak abszolut értéke (n+1)
esetén konvergens.
¢) ¢/(1—=2L)rz[* = (1 — L)z| = |z| < 1 esetén konvergens, |z| > 1 esetén divergens.

Ha |z| = 1, akkor a sor tagjai abszolut értékben E—hez tartanak, tehat nem tartanak
0-hoz, igy ott a sor divergens. A konvergenciatartomény K = (—1,1).

d) o/ |z—ni|" - Vo, 1 7 < 1 esetén konvergens, |Z+Z| > 1 esetén divergens a sor. Ha

|z—1] |z—1

|z —i| = 1, akkor # = n — oo, tehat akkor is divergens. A konvergenciatar-
tomany K = {z||z—i| > 1}, azaz a komplex siknak az a része, ami az i kdzéppont,

1 sugaru zart korlap kivagasa utan megmarad.

6. Adjuk meg a kovetkezd szamsor, illetve hatvdnysorok dsszegét!

CL) Z 21—|—+z Zn—|—1 b) ZO nx—: 1 C) Zl n: 2n<x - 1)n

Megoldds: a) Ez egy mértani sor 11 hanyadossal. Az a kezdStagi, ¢ hanyadost (valos

2+i

vagy komplex) mértani sor pontosan akkor konvergens, ha |g| < 1, és ekkor az Gsszege
li+i| _ /2 . .. 1 1 241

—t Esetiinkben |q| = T = \/;< 1, és az Gsszeg SRR %ii =0 1

b) Ez a sor abszolat konvergens a (—1, 1) intervallumon, és itt szabad tagonként derivalni

© n+1
vagy integralni. Tehat ha az dsszegfiiggvény f(x), akkor (xf(z)) = (Z x+ 1) =
n

n=0
= 1
an =10 amibdl zf(z) = [——A;dr = —Injlz — 1|+ C = —In(1 —z) + C.
— T

Az z =0 behelyettesitésébdl kapjuk, hogy C' = 0, tehat az Osszegfiigvény f(z) =
1
—=—In(1—x).

c) Zn~2”(w—1)”:(x—l)Zn~2”(x—1)”_1 = (z —1) (ZQ”x—l ) =

/
= 1 2
(z—1) <nz:%(295 - 2)”) = (z—1) (3 — Qx) = (z— 1>m, ahol a sor abszolit
konvergens, azaz x € (

1.2) esetén.

7. Adjuk meg a kovetkezd fiigguények O korili Taylor-sordt!

1
a) r+1

Megoldds: Felhasznaljuk azt, hogy ha f(x) el6allithato az xg egy teljes kornyezetében egy

b) xe® c) cos?x d) arctgx
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o0
S an(z — x0)" hatvanysor 6sszegeként, akkor f(")(zo) = nla,, tehat ez a sor a fiiggvény
n=0

0 kbriﬂi Taylor sora.

a) - +1 = ( o @ — hanyadost, 1 kezdStag mértani sor Gsszege (lx| < 1-re), tehat
oo o0
e Z Z —1)"z" a fliggvény 0 koriili Taylor-sora.
oo n 0
b) Z nl Z %xn—kl.
=0 n=0
c) coslz=1(14cos2z)=1+1 % L7 (2x)*" = Z 47 p2n
2 272 2 @n)! 2 @n)!
d) (arctgz) = — ! i(w?” értani sor Gsszegképlete alapjs
arctg x = = —1)"z*" a mértani sor Osszegképlete alapjan
g iy ghép pjan,
1)n 2n—|—1
és igy arctger = C + Z Az x = 0 behelyettesitésével megkapjuk, hogy
2n + 1
. S (_1)71 2n+1 P o 4
C = 0, tehat arctgz = Z — , ha |z| < 1, és igy ez az arctgz fliggvény
o 2n +1

Taylor-sora.



