Mat. A3 2. feladatsor 2016/17, elsé félév

1. Irjuk fel az aldbbi fiigguényeket f(x 4 yi) = u(x,y) + iv(x,y) alakban.
a) f(z) =2+ 3 b) f(2) =24
Megoldds: a) f(zx+yi) = (z+yi)’+

b) flo+ 2,)_x—l—yi—i—l_x+1+yi_(x—l—l%—yi)(x—l—yi)_
Y CxH4yi—1 x—14yi (x —1)2 + y? N

2 4+y?—1-2yi 22 +y:-1 —2y

@—12+y> (@-12+¢%  (@-12+y%

2. Bizonyitsuk be, hogy % = e*e* minden z,u € C komplex szdmra!

Megoldds: Felhasznaljuk, hogy ha a Z ay, €8 Z by, (komplex) szamsorok abszolut konver-
n=0

gensek, akkor a Cauchy-szorzatuk, Z <Z agby— k) is abszolit konvergens, és az Osszege
n=0

a két sor Osszegének szorzata. Igy

et = (fj %Zn) . (i%un) :ni)(E e k) _

- £ (o) = £ (S 304 ) = £ drur =

3. Ldssuk be, hogy e*/? az e* eqyik négyzetgyoke! Mi a mdsik? Fejezziik ki azt is e

hatvdnyaként!
Megoldds: A 2. feladat szerint (e*/2)? = ¢*/2e*/2 = ¢33
+i

e*. Ekkor nyilvan (—e?*/2)?
e* is igaz, és —1 = €'™/2, tehat a masik négyzetgyok e3+

[ME] ||

4. Adjuk meg algebrai alakban a kévetkezd komplex fligguényértékeket!
a) e2t3l b) el—tarcsin(1/3) ¢) ch(In3+:%) d) cos(—1) e) tg X

Megoldds: —a) e>T2" =¢%-e2' =ed(cos Z +isin %) = €.

b) el~taresin(l/3) — ¢(cos(— arcsin(1/3)) +isin(— arcsin(1/3))) = e ( 1-— (%)2 — %2) =
2v/2e e

3 3

(;) ( Z%) _ R _ 3(COS 4—|—zsm—>+%gcos(—%)+isin(—%)) _

+-14

(% ﬁz)zé(ﬁ \/51') = 9H9itl—i 5 4 4;3,/9

= 5
d) cos(—i) =cosi =chl = eJ;E

im sin®  jshT T
e) tg — = 2 = —2 = jth—

2 cos% ch 2

5. Szamitsuk ki a kovetkezd komplex logaritmusok Osszes értékét, és adjuk meg a foértékiiket!
a) In(—5 + 57) b) In(—e). c¢) In(v/3 + 1)
Megoldds: a) —5+5i = 5v/2 (cos 3T + isin 3”) fgy In(—5+5i) = In(5v/2) + (2 +2k)i,
a logaritmus f6értéke pedig ln(5\/_ )+
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b) A —e szam trigonometrikus alakja e(cos w4+ isin7), igy In(—e) = Ine +i(m 4 2k7)i =
1+ (2k + 1)7i, a logaritmus féértéke pedig 1 + mi.
¢) V3+i= 2(cos § +isin §), igy In(v3414) =In2+ i(§ + 2km), a logaritmus féértéke
pedig In2 + i 5.

. Oldjuk meg az egyenleteket a komplex szdmok kérében!
a) sinz = —2 b) tgz = —i c) cosz =i\/3

eiz o e—iz
2i

tel, és ezt e**-vel beszorozva, és atrendezve az (€'*)?+4ie”” —1 = 0 masodfoki egyenletet

kapjuk e’*-re, aminek a megoldasa e’ = —2E —=— —16+4 — _9; + /3i = (-2 + V/3)i. Ez

trigonometrikus alakban (2 F /3) (cos 3% 4+ isin 2T), amibdl logaritmus szamitasaval

azt kapjuk, hogy iz = In(2 F v/3) + (38 + 2km), tehdt z = (2L + 2k7) — iIn(2 F V/3).

Megoldds: a) sinz = , igy az egyenlet ekvivalens az e?* —e~%* = —4i egyenlet-

sin z —ish(iz e — etz . . .
b) tgz = e ch(ii) ) = —im, igy a tgz = —i egyenlet e —e™ " = €"* +
e~%* alakra hozhato, ami az e~** = 0 egyenlettel ekvivalens, aminek nincs megoldésa.
gy g

c) cosz = iVvV3 < chiz = 2\/_ 3o et 4o =23 & ()% — i2v/3¢* +1 = 0. Ebbél
, 12V 3 + \/—12
el = V3 = iv3 4 2i = i(vV/3 £ 2). Az els6 megoldas trigonometrikus
alakja (2—i—\/_)(cos Z+isinZ), amib6l iz = In(2+/3) +i(Z +2k), és 2 = T +2km —
iIn(2 + v/3), a masodiké (2 — v/3)(cos(—Z) + isin(—2)), amibél iz = In(2 — v/3) +
i(—Z + 2km), és igy 2 = —Z + 2km — iIn(2 — V/3).

. Szamitsuk ki a kévetkezd hatvanyokat!
a) it b) (i+4 1) c) 25 d) i'/?
Megoldds: — a) i* = e'™%, ahol Ini = In(1- (cosZ +isinZ)) = 0+ i(Z + 2km), és igy
it = e~ (312 (A hatvany féértéke ott van, ahol a logarltmus foértéket vessziik,
tehat i’ foértéke e 2.
b) (i+ 1)" = e!mEHD ahol In(i + 1) = In(v/2(cos T + isinF)) = Inv2 +i(Z + 2k7) =

W2 4 (2 +2km), tehat (i 4 1)" = e=(§+2hm)+illn2)/2 — ¢ ( +2h7) (cos B2 4 sin 182).

d) it/2 = eM/AWmi = o(/(F+2km) = HTHRT) = cos(Z + kr) + isin(E + kr) =
+ ( 7 + \/— ) (Vegyiik észre, hogy ez megegyezik az i két négyzetgyokével!)



