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A Cauchy-féle integralformula, illetve a Cauchy-integraltétel segitségével szamitsuk ki a kovetkezo
integralokat.
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Megolddas: A tort szamlaloja és nevezdje is mindeniitt differencialhato, és a nevezé 0-helye, —i nincs
benne a haromszogben, ezért az integrandus regularis egy a haromszoget tartalmazoé egyszeresen
ésszefiigg(’i tartoményon, kovetkezésképpen az integralja 0.

z°—1
1. 7{ ~dz, ahol G a —1, 1 — 4, 1 4+ cstcsi zdrt hdromszéguonal pozitiv irdnyban.

2. a) }{ o 22 e dz, ahol G : |z — 2i| = 1, pozitiv kériljdrdssal
b) 7{ —— dz, ahol G eqy origd kizépponti kir, negativ kériljdrdssal

c) j{% dz, ahol G a |z — 1| + |z + 1| = 4 egyenletd ellipszis, pozitiv irdanyban
z—1

Megoldds: a) Az els6 tag szingularitasa, 2i a kor belsejébe esik, igy az els6 tag integralja
er” 271 »
7{ 5 dz = (;T' e = 27mie*™ = 27i. A masodik tag szingularitasai az In(—1) értékei.
z—2i 2=2i

g
—1 = 1(cos m+isin ) trigonometrikus alakban, igy In(—1) = (2k + 1)mi, és ezek egyike sincs a
korben (a legkézelebbiekre |mi —2i| = (m —2) > 1, és | —mi —2i| = m+ 2 > 1), ezért a masodik

tag integrélja 0, és 0 it dz = 2mi.
ag integralja 0, és Ssszesitve § ——- + — 7 4z = 2mi
g
0 .
b) ;Z(Ch z)@ T 7;—; ch0 = ITE Mivel a koriiljaras negativ, j{— dz = —%

c) Az integrandus egyetlen szingularitasa i, és ez az ellipszis belsejébe esik, mert

\—1+z\+\1+zy—f+f_2f<4

sin z 2mi
j{m dz = 2—7T!(sin z)" = mi(— sin z) .= —misini = —mwi®sh1 = wsh1.

COS z
3. a) 7{ dz ahol G a —i kozeppontu 5 sugaru kor, negativ koriljdrdssal
b) }{ dz ahol G : |z — 1| = 3, pozitiv irdnyban

c) 7{ D) dz, ahol G a —2,1 + 2i,1 — 2i csicsu hdromszdguonal, pozitiv irdanyban
(z —1)
g
d) }{ T 5 dz, ahol G a |z| = 2 egyenleti kir, pozitiv irdnyban

g
e) 7{ . 5 dz, aholG a |z — 2| = 3 egyenleti kir, pozitiv irdnyban

Megoldas. a) Az integrandus szamlaloja és nevezdje reguléris, nevezdje 22 + iz = 2(z + i), tehat
az integrandus szingularitdasai 0 és —i. A 0 nincs benne a korben, tehat csak —i koriil kell
hasznalni a Cauchy-féle integralformulat (a negativ koriiljarasra is figyelve).

7{ cosz' dz:]é%,dzz—@'cosz :_QMCOS( )—271'(31’11
z(z+1) z+1 0! z lz=—i —1

g g




Mat. A3 4. feladatsor/2 2016/17, elsé félév

b)

Az integrandus szingularitasai 0,+1 (a nevezd z(z — 1)(z + 1), a szamlalo pedig regularis), és
ezek kozil 0 és 1 vannak a koron belill, tehat az integralt helyettesithetjiik egy 0 koriili (Go)
és egy 1 koriili (Gy) kis koron vett integral osszegével.
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————dz= ¢ = dz = ——— = —2mi.
j{ z(22 = 1) - j{ 2 T2 1lmo m
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Igy a G kOron vett integral —2mi + wi = —mi.

Az integrandus szingularitasai i és —1, mindkett6é benne van a megadott haromszogtarto-
ményban. Legyen G; egy ¢ koriili, G_1 egy —1 koriili kis kor.
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= 2mi < (z4+1) —e = 27?1'M = (7 — %) — 7.
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Igy G-n az integral (m — 72 + me™™) — 7.
Az integrandus szingularitdsai 4 (a nevezs 22 + 1 = (2 +1i)(z — 1), a szamlalé regularis), és
mindketté benne van a gorbe altal bezart tartomanyban. Legyen G; egy ¢ korili, G_; egy —i

korili kis kor.
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Igy G-n az integral 0.

Az integrandus szingularitasai 0 és 1 (e® regularis, és a nevezs 2% —23 = 23(2—1)), és mindketts
benne van a korben, tehat az integral felbonthat6 egy 0 koriili és egy 1 koriili kis koron vett
integral Osszegére.
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aminek a 0-ban vett helyettesitési értéke —b, tehat az els6 integral értéke —5mi.
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dz = m(2e — b)i.
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