Mat. A3 6. feladatsor 2016/17, elsé félév

1. Allapitsuk meg a kovetkezd gorbékrol, hogy a megadott paraméterezésiik twhosszparaméteres-e!
Hatdrozzuk meg a gorbék kisérd triéderét az adott paraméterértéknél!
a) v(t) = (t+1, 2, 2t —3), to =2

b) r(t) = <sm§, cos 5, ?t), to=0

c) r(t)= (et —t)i+e?j—(2+e bk, to=0

Megoldds:  a) r(t) = (1,2t,2), |£(t)] = v/5 + 4t2, tehat nem ivhosszparaméteres. ¥(t) = (0,2,0),
H2) = (1,42), 52 = 0.20) i) xF(2) - < 40,2 =220, ebit £2) = i (14.2)
b) #(t) = %cos— ——sm%, ?), lr(t)| = \/ cos2§+%sin2§+§ = /5 +35 =1, tehat

ivhosszparaméteres, t = s.

r'(s) = <lcos£ —lgin$ £>, r’(s) = (—isin$, —Lcos £, 0), t(0) = 1'(0) = <%, 0, £>,

3 37 3 37 '3 9 3 9 3 o
r/l(o) ) X
n(0) = EZOTRE (0,—1,0), és b(0) = £(0) x n(0) = <¢T§ 0, _5)_

c) 7(t) = (ef —1,2e%",e7t), |i(t)] = Vet — 2et + 1+ 4e*t + e~2! nem azonosan 1, igy r(t) nem
ivhosszparaméterezés.
I'(t) = (6t,4€2ta _eit)a
£(0) = (0.2.1), §(0) = (L 4,~1), #(0) x §(0) = (-6.1,-2),
igy b = F( 6,1,-2), t = %(0 2,1),és n=bxt= \/2%(5,6,—12).

2. Irjuk fol az aldbbi gorbék megadott pontjdban a simuldsik eqyenletét!
1 t
f=Zi+—j—tk, to=1
W) 1(t) = i+ i— 1k, to
b) r(t) = (cos?t, sin2t, tgt), tog=

1
1 t
Megoldds: a) r(t) = (— — —75>, r(l) = (1, 3, —1),

N 2 2 . 1
I'(t) - (tg’ _(t—i- 1)3a 0>> I'(l) - (2’ VR 0)
(1) x#(1) = (-1, —2, 1), tehét ez, illetve az ezzel parhuzamos (1,8, 1) vektor normélvektora
a simulosiknak, (1, 2, — ) pedig egy pontja. Igy a simulésik egyenlete (z—1)+8(y— )+(z+1)
0, azaz x4 8y + z = 4.

b) #(t) = (—2costsint, 2cos 2t, 1 + tg?t) = (—sin2t, 2cos 2t, 1 + tg?t),
i(t) = (—2cos2t, —4sin2t, 2tgt(l +tg?t)). Igy r(5) = (3,1,1), ©(F) = (-1,0,2),
i (%) = (0,—4,4), ¥ xF = (84,4)||(2,1,1), tehat a simulostk normalvektora (2,1,1), és
a sik Atmegy az (%, 1, 1) ponton, ezért az egyenlete 2z 4+ y + z = 3.

3. Keressiik meg azr(t) = (t+ 1, t2 —t, 2t) gérbének azokat a pontjait, ahol a normdlsik parhuzamos
az (1,1,1) vektorral! Hatdrozzuk meg itt a rektifikdlo sik egyenletét!

Megoldds: 1(t) = (1, 2t — 1, 2) a normélsik norméalvektora. A normaélsik akkor parhuzamos az
(1,1,1) vektorral, ha a normalsik norméalvektora meréleges ra, azaz (1, 2t—1, 2)(1,1,1) = 2t+2 = 0,
vagyis t = —1. Itt
I'( ) (0’ 2a _2)

r(—=1) = (1,-3,2) 11 ¢t
it(-1) = (020)
r(—1) x ¥(=1) = (=4,0,2) 1T b

fgy n =bxt 1 (i(—1) x #(—1)) x #(—1) = (6,10, 12). Tehat a rektifikalo sik egyik normalvektora
az n-nel parhuzamos (3,5, 6) vektor, a sik egyenlete pedig 3x + 5y + 6z = —2.
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4. Szdamitsuk ki az aldbbi gorbék gorbiiletét és torzidjat a megadott helyen!
1
a) r(t) = <;a t2, 2+t2>; to=1

b) v(t) = (e7t t, €'), to=0.
Megoldds: a) ©(t) = (—t72, 2t, 2t), ©(1) = (-1, 2, 2), (1) =3
(1) = (20, 2, 2), (1) = (2, 2, 2),
T(t) = (-6t=%, 0, 0), T(1) = (-6, 0, 0),
(1) x #(1) = (0, 6, —6), [(1) x #(1)] = 632, #(1)(1) F(1) =0,
igy a gorbiilet 6v/2/27 = 21/2/9, a torzié pedig 0 (ez utébbi abbol is latszik, hogy a gdrbe
kielégiti a z — y = 2 sikegyenletet).
b) £(t) = (—e " 1,e"), £(0) = (~1,1,1), [£(0)] =3,
I‘(t) = ( -0, et)v (0 ) (1 1)
r(t)=(—e t,O,e) I‘(O):( 1,0,1).
f<o>xr<o>| (. - b
rxr rrr -2
Tehat « 7 =5 T=

1
P L =% =3 az adott pontban.

5. Bizonyitsuk be, hogy az r(t) = (sin®t, sin2t, cos®t) gorbe sikgorbe!

Megoldds: A gorbe kielégiti az x4 z = 1 egyenletet (ui. sin® ¢+ cos?t = 1 minden t-re), tehat rajta
van az ilyen egyenleti sikon. De bizonyithatjuk az allitadst azzal is, ha belatjuk, hogy a torzidja 0.
= (2sintcost, 2cos2t, —2sintcost) = (sin2t, 2cos 2t, —sin 2t)
= (2cos 2t, —4sin2t, —2cos 2t)
r = (—4sin2t, —8cos2t,4sin 2t)
sin 2t 2cos 2t —sin 2t
ITT =| 2cos2t —4sin2t —2cos2t| =sin2t-(—16) —2cos2t-0 —sin2t- (—16) =0 =
—4sin2t —8cos2t 4sin2t

e xE
6. Milyen feliletet irnak le a kivetkezd egyenletek?
a)z:rZiy2 b)z:\/x?i—l—y2 c) z=x+y>
Megoldds: a) z értéke csak az (x,y) pontnak az origotol vett tavolsagatol fligg, tehat a feliilet
forgésszimmetrikus a z tengelyre. Az xz sikkal vett metszete a z = I% Hhiperbolaszer” gorbe
(a végtelenekben 0-hoz, az 0-ban mindkét oldalrol +oo-hez tart), a feliiletet ennek a z tengely
koriili kérbeforgatasaval kapjuk.

b) Ugyanigy, mint az a)-nal, ez is forgasszimmetrikus a z tengelyre. A pontok z koordinataja
megegyezik az zy sikra vett vetiiletiik origdtdl vett tavolsidgéaval, igy a feliileten levé pontok
helyvektora mindig 45°-0s szoget zar be az xy sikkal. Ez azt jelenti, hogy a feliilet egy z tengely
koriili, felfelé nyilo végtelen kip, amelynek alkotéi 45°-0s szdget zarnak be az xy sikkal, és igy
a kap tengelyével is.

c) Rogzitett © = xg értékre a 2 = x + y? gdrbe egy parabola az yz koordinatasikkal parhuzamos
T = xg sikban, a parabola alsé pontja xy magassagban van az x tengely folott. Tehéat a feltletet
tgy kaphatjuk meg, hogy a z = 32, x = 0 parabolét végigcstsztatjuk az xz sikban levs, az x
tengellyel 45°-0s szbget bezar6 z = z, y = 0 egyenesen.

7. Paraméterezzik

a) az x + 2y + z =5 egyenletd sikot;

b) az origo kézépponti, 2 sugari gombfeliletet;

c) azt a ferde kippaldstot, amelynek alapja az x* + y?> = 1 egyenletd kér a z = 0 sikon, csicsa
pedig az (1,2,3) pont;

d) azt a feliiletet, amelyet a z = %, x > 0 gorbe z tengely kérili forgatdsdval kapunk!
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Megoldds: a) Valasszunk egy pontot a sikon, pl. FPy(1,1,2), és két a sikkal parhuzamos, de
egymaéssal nem parhuzamos vektort, azaz az n = (1,2, 1) normélvektorra mergleges vektorokat.
Ilyenek példéaul az (1,0,—1) és (0,1,—2) vektorok. A sik pontjainak helyvektorait ekkor az
r=(1,1,2)+s(1,0,—1)+¢(0,1,-2) = (1+s, 1+t, 2—s—2t) (s,t € R) paraméteres egyenlet
adja meg.

b) A gbémbi koordinaték rogzitett sugarral megadnak egy paraméterezést:

r(p, ) = (2cos psindd, 2sinp,sindd, 2cosd), 0 < p <27, 0 <Y <.

c) A kuppalastot lefedhetjiik az alkotoival mint paramétervonalakkal. Fzek szakaszok, ame-
lyeknek egyik végpontja az A(1,2,3) pont, a méasik az xy sikbeli egység sugara korén levs
P,(cosu,sinu,0) pont. Ezeket paraméterezziik a v paraméterrel: r(u,v) = OA + UA—>PU =
(1,2,3)+v(—1+cosu, —2+sinu, —3) = (1—v4wvcosu, 2—2v+vsinu, 3—3v) (0 <wu < 2m,
0<wv<1).

d) A felilletet az xy-sikkal parhuzamos korokre bonthatjuk: u magassdgban a kor sugara 1/u,
kozéppontja pedig (0,0, u), igy paraméterezése r(u,v) = (% CoS v, %sin v, u), ahol u > 0, és
0<v<2m.

8. Hatdrozzuk meg a kovetkezd feliiletek normdlvektordt a megadott pontban! Irjuk fel az adott pontbeli
érintdsik egyenletét is!

) ¥(,) = (1 202 0 v)
b)z=z y+2y . Po(21,
c) zy? + 22 =12, Py(1,2,
d) z=y+Ing, Po(lll)

e) r(u,v) = iu+jcosusinv + kcosucosv, ugp =7, vo= 7%

(uo,v0) = (1,1)

Megoldds:  a) r, = (2u,3u?0), r, = (—4v,0,1), és a normélvektor (ug,vy) = (1,1)-ben
(2,3,0) x (—=4,0,1) = (3,—2,12). Az érint6sik atmegy az r(1,1) = (—1,1,1) helyvektoru
ponton. Az egyenlete 3x — 2y + 122 = 7.

b) A feliilet egyenlete g(x,vy,2) = z — 2%y — 2y = 0, igy a g haromvaltozos fiiggvény gradiense a
feliilet normalvektora: (—2wzy, —x? — 4y, 1), Py-ban (—4,—8,1). A Py(2,1,6) ponton Atmend,
(—4,—8,1) normalvektoru érintésik egyenlete —4x — 8y + z = —10.

c) A feliilet normalvektora a g(z,y, z) = xy? + 2% — 12 gradiensének (y2, 2xy, 32?) Py-beli értéke,
(4,4,12), vagy az ezzel parhuzamos (1, 1,3) vektor. A sik egyenlete x + y + 3z = 9.

d) z, = %, 2y = 1, és igy a normélvektor a Py pontban (%, 1,—1) =(1,1,—1), az érint6sik pedig

(x—1)+@y—-1)—(2—1)=0,azaz x +y —z = 1.

e) r, = (1, —sinusinv, —sinucosv), r, = (0, cosucosv, —cosusinv),

r, X1, = (sinucosu, cosusinwv, cosucosv), és ez azug = 7, vo = 3 helyen (2\/5, 2\/5, 2\/—>
tehat ez, illetve a vele parhuzamos (1,+/3, 1) vektor normalvektora a felilletnek az r(ug,vy) =

<Z7 %, m) pontban vett norméalvektora, és itt az érintésik egyenlete 4+/3y+2z = 1 T +2.



