Mat. A3 7. feladatsor 2016/17, elsé félév

1. Szamitsuk ki a megadott feliiletek felszinét!
a) r(u,v) = (ucosv,usinv,2v), 0<u<2, 0<v<2rm
b) z=a—y?, 2 +y* <1
¢) #?=2yz, 0<2<1, 1<y<2
Megoldds: a) r, = (coswv, sinv, 0), r, = (—usinv, ucosv, 2),

r, Xr, = (2sinv, —2coswv, u) |ru><rv|—\/4sin2v—|—4coszv+u2—\/4+u2
227

A felszin f f V1+u?dvdu = f 27V 4 + u? du. Itt az uw = 2sht, du = 2chtdt helyettesitéssel

megszabadulhatunk a negyzetgyoktol
arsh 1 arsh 1 arsh 1 :| arsh 1

o | VA +4sh®t-2chtdt =27 / Ach®tdt = 2 / 2+20h2tdt—27r[2t+sh2t
47Tarsh1—i—47r V2 = 47T(1D(1—|—\/—)—|—\/—)
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b) [ A4z +4y?+1 dwdy—ff\/47"2 17"d<pd7°—f27r7°\/47°2 ldr =

2+y2<1

f r(4r2 + )Y2dr = T [(4r2 +1)3/2 - 2] = T(5/5 - 1).

22 z 22
c) z= 2z -,
2y2
ot 4 4x2y? + 4yt 22 + 292 x?
NE: l=Z+-—5+1= = =1+53
2422+ \/ + v \/ 1y 2y? + 27

2 1 2

1 2 2
1 1 1
esaf61821n//1+—dxdy—/[az+7} dy:/ +@dy: [y_@L:l_;
1 1

1

2. Szdmitsuk ki a gorbementi integrdlokat (ha sziikséges, elébb paraméterezziik a gorbét)!
a) v(r) = (2%, v +vy+ 2z, yz), G az AB szakasz A-bol B-be, ahol A(1,1,1) és B(2,0,—1).
b) v(r) = (42 — 22)i + 205} — a7k, G < v(t) = (,12,8%), (0<t<1)
c) viry=r, G:2*+y?> =1, kir x > 0 féltérbe esé része, (0,1)-nél kezdve
d) v(r) = (e*, xyz, 2), r(t) = (t3, 1, cost), 0<t <

Megoldds: ) G: v(t) = O0A+tAB =(1+t,1—t,1—2t), (0<t<1), #(t)=(1,-1,-2),
v(r(t)) = ((1+1t)?, 3—2t, 2t> =3t +1), és v(r(t))r(t) = —3t> + 10t — 4

g[v(r)dr = [ -3+ 100 -4 = (3 + 5t — 4], = 0.
b) ©(t) = (1, 2t, 3t?), v(r(t)) = (t* —t2, 2t°, —t2), v(r(t))i(t) = 45 — 2t* — 12,
1

gfv(r) dr = 0f4t6 =2t — 2 dt = — .

c) G: r(t) = (cost,sint), ahol § >t > —7, ©(t) = (—sint,cost), v(r(t)) = (cost,sint),
v(r(t))r(t) = —costsint + sintcost = 0, igy az integralja is 0. (Ezt egyébként eldre lehetett
tudni abbdl, hogy a vektormez§ a kor sugara, ami mindenhol merd&leges az értintére, tehéat az
érintévektorra vett vetiilete végig 0.)

d) v(r(t)) = (e, t2cost, cost), ©(t) = (2t,0,—sint), v(r(t))i(t) = 2te’” — sintcost, és az
s ™
integral [ otet” —sintcostdt = |et’ + Lcos’t| =e™ —1.
0 0

3. Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi vektor-vektorfiiggvények potencidlosak. Szdmitsuk ki a megadott
integrdalokat a potencidlfiiggvény segitségével!
a) v(r) = (y?> — 2%, 1422y, —222), G:(2cost, 2sint, t), 0 <t <)
b) vir) = (y+2, x4+ 2, z+vy), G az ABCD toréttvonal, ahol A(1,1,1), B(1,2,0), C(3,2,1),
D(3,1,2).
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Megoldds:  a) rotv=| = " 7 | =
y? — 22 1422y —2xz

= (& (-202) - £+ 20y), £(* - 2% — Z(-202), £(1+22y) - (s - 2%)) =
= (0—0, —22+42z, 2y—2y) = 0, ezért v-nek van potencialfiiggvénye. Ha u a potencialfiiggvény,
akkor u, = y? — 22 = u = [y? — 22dr = xy® — 2z + g(y, z) valamely z-t6l nem fiigg
g(y, 2) fiiggvényre. Igy u, = 27y + g,(y, z), masrész u, = 1 + 2xy, tehat g,(y,z) = 1, amibsl
9(y,z) = y+h(2), tehat u = zy? —z22+y+h(z). Végilu, = —2x2—h'(2) = 222 = W' (2) =0
= h(z) konstans. A v potencialfiiggvényei u = zy?> — x2%2 +y + C. A gorbe két végpontja

(—270771')
r(0) = (2,0,0) és r(m) = (—2,0,7), amibdl az integral értéke [myQ —z2? + y]( : = 272,
2,0,0
b) A v vektor-vektorfiiggvény egy potencialfiiggvénye u = zy + xz + yz,
(3,1,2)
1gyf dr—[my—i—xz—i—yz}( ):11—3:8.
1,1,1

s

r Yy
) V) = (y AP
b) v(r) = grad|r|
c) v(r) = (2% +y3, 122y — 3z, zy2?)
d) v(r) = (%y +y°, 2° —zy?)

Megoldds: a) divv =1 +%+ﬂ:, rotv = <0, -2, —%—Fy%)-
b) v(r) = grad |r| = grad \/2? +y* + 2% = (\/z2+y2+z2 \/1‘2+xy2+z2’ \/1‘2+my2+22>.

2 2
2 (2@ + P+ 22)72) = (@ 4y +22) T P a( =) (@ P+ 2P) T 3”-2x—%,’

oz
hasonléan kapjuk a masik két tag megfelels derivaltjat, tehat divv = W +Z2—;(fy 1222);/(21‘ +’)

\/ﬁ. Mivel rot grad w = 0 minden w vektor-vektorfiiggvényre, ami kétszer folytonosan
differencialhato, v = grad |r|-re rot v = 0.
c) divv = 2z + 12z + 2zyz = 142 + 22yz, rotv = (122, —yz2,12y — 3 — 3y?)

d) divv = 0, rotv = (0, 0, 222 — 4y?) (a v fiiggvényt v = (z2y + y>, 2% — 2y?,0) alakban
R3-belinek tekintve)

. Keressiik meg a kovetkezd vektor-vektorfiiggvények potencidlfiiggvényét, ha léteznek!
a) v(r) = (3z%y —y°)i+ (¢ — 3zy?);
b) v(r) = (bx?y — dxy, 322 — 2y)
c) v(r) = (yz, xz, xy)
d) v(r) = (yz — xy, ©z — %CEQ +yz2, 2y +y32)

Megoldds: a) Olyan u : R? —» R fiiggvényt keresiink amelyre u, = 3z%y —y>, és u, = 23 — 3wy?.
Az els6b6l u = [ 32?y —y3dx = 23y — zy +g(y) és erre Uy = a3 — 3xy +g '(y) = o3 — 3zy?,
tehat ¢/(y) = 0, és g(y) = C konstans. Igy u = x y—xy® + C.

b) A keresztbe vett derivaltak nem egyeznek meg: 3y O (502y—4ay) = b’ —4x és %(3x2—2y) = 6,
ezért ennek a vektor-vektorfiiggvénynek nincs potencialfiiggvénye.

c¢) Ha gradu = v(r) = (yz, zz, zy), akkor u, =yz = u=xyz+ ..., ahol a ... nem fiigg z-t8l.
De u = xyz-re uy, = vz = vy és u, = yz = v3 is igaz, ezért u = xyz potenciélfiiggvénye v-nek.

d) Olyan u : R?® — R? fliggvényt keresiink, amelyre u, = yz — xy, Uy = TZ — %xQ + y22,
u, = xy + y?2. Az elsébol u = [yz — zyde = zyz — 2%y + g(y,2), amire u, = zz —
3772+ gy(y, 2) = w2 — §a® + Y22, tehat g, (y, 2) = y22, igy g(y,2) = [yz*dy = 59°2> + h(2).
Visszahelyettesitve az u-ba: u = zyz — %x2y + %y2z2 + h(z). Ezt Osszevetjiik a harmadik
feltétellel: u, = xy + y?z + h'(2) = 2y + y*2, amibél A’ (2) = 0, azaz h(z) = C konstans, tehat
u=ayz — 2%y + 1y22% + C.




