Mat. A3 9. feladatsor 2016/17, elsé félév

. Hatdarozzuk meg az aldbbi differencidlegyenletek tipusdat (explicit-e vagy implicit, milyen
rendd, illetve foki, homogén vagy inhomogén)!

a) 3y — (tgx)y +chax =0 b) y' =eVInzx c) y' =y*cos?x
Megoldds:  a) Implicit, harmadrend, els6foku (azaz linearis), inhomogén.

b) Explicit, masodrendd, nincs foka.

c) Explicit, masodrendii, masodfoki, homogén.

. Oldjuk meg a kovetkezd (szétvdalaszthato) differencidlegyenleteket, illetve kezdetiérték-
problémdkat!
a) zyy +y>—1=0
b)@x+Dy—-y—0 y(4) =
¢) (1+ )y+wﬂ+y) 0
d) V1—a2y +ay =0 azy(3) =0, illetve az y(2) = 1 kezdeti feltétellel
Megoldas: a)
Y _
Vi

/1 5 dy = /ldx

1
—Eln\l—yQ\ =ln|z|+C

8=

vagy y = +1

In——— =Ine|z|
11— 2

A
1— 9> =—, ahol A € R tetsz.
x

A

y’ 3
= 2x—l—1 vagy y =0

d
/‘ v= /éx+1

In|y| = 1n\2x—|—1\—|—C’

Y :A- |12 + 1[3/2

Az y(4) = 6 kezdeti feltétel miatt 6 = a - 93/2 = 274 = A =
(mert x = 4 kornyezetében 2z + 1 > 0, tehat |2z 4+ 1| =2z + 1

c)

)% =y = %(2x—|—1)3/2

/

Yy T

1+y2  1+a?

1 T
dy= [ - d
l/1+w Y / 12

1
arctg(y) = — 5 In(1+2% +C
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1 A
—tg | —=In(1+22)+C ) =tgln ——,
y g( 5 ( ) ) gl Z=—

ahol A = ¢© > 0.
d)

/

Yy T

y— ﬁvagyyzo

/ld—/——i—%x
Yy v= V1— 2?2 ’
Inly|=v/1—-22+C
y =AeVi=o

ahol A = +e tetsz6leges nem 0 szam, vagy A = 0 a szingularis megoldés miatt. Az y(%) =

0 kezdeti feltételt az y = 0 megoldas, az y(%) = 1 kezdeti feltételt az y = e~ */%eV1-**
megoldés elégiti ki.

. Ha a differencidlegyenlet y' = g(y/x) alakra hozhatd, akkor z = y/x figguény bevezetésével
szétvdlaszthatovd tehetd. Oldjuk meg ennek segitségével az alabbi differencidlegyenleteket!

a) 2zyy =y* — 22, y(l)=1
b) zy' = ze¥/* +y, y(1)=0

Megoldds:  a) A differencidlegyenlet y' = 5= — 3y = $(4) — 1(¥)~! alakra hozhato, igy
alkalmazhatjuk a z = ¥, azaz zx = y helyettesitést, amelynél 2’z 4 2z = ¢/, tehat a
1 1.-1

. ., / _
differencialegyenlet 2’z +2 = 52 — 52

2 1
z . —_
z+ 271 T

(A kezdeti érték kozelében x, y, és igy z is pozitiv, tehat nem kell foglalkozni azzal,
hogy osztottunk-e 0-val.)

;221

2+1

2z
/22+1dz—/—5dx
ln(22—|—1):—ln|x|+C’:1n|e—|

x
A
2 A
x x
y==+\Axr — 22

Az y(1) =1 feltételbsl A = 2, és y = V2 — 22.
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b) A differencidlegyenlet 3y = e¥/* + Y alakra hozhaté. z = y/x, azaz y = 2z
helyettesitésnél 3/ = 2’z + =.
dr+z2=e"+z
1
e F =
x
1
/ e “dz = / —dx
x
—e * =Inz|+C
z=—In(—In|z| — C))
Mivel az z = 1 kérnyékén érvényes megoldast keressiik, a z = —In(—Inz — C) lesz a

megfelels. Ebbdl y = —zIn(—Inz — C). Az y(1) = 0 feltételt a C = —1 elégiti ki:
y=—zln(l —Inx).

4. Oldjuk meg a kovetkezd elsdrendd linedris differencidlegyenleteket!

1
a) ?JI—EQZWQ

b))y +y=e"
c) y +ycosx =sinxcosz, y(0)=1
d) vy — (x+ 1)y =22 — 23

Megoldas: Barmelyik egyenletet megoldhatjuk multiplikatorral vagy allandok varialasaval
is. a) Multiplikatorral: Az 3’ + p(z)y = q(x) egyenletet e (®)-szel kell beszorozni,
ahol P’'(x) = p(x). Ekkor az egyenlet bal oldala (ep(x)y)/ lesz.
pz)=—-1, P(z)=-Inz=Imhi, L@ =1

T’

Allandok varialasaval:
A homogén differencialegyenlet: 3’ — %y =0

< |

1
=— vagy y=0
x

/l y:/ldx
y x
In|y| =In|z|+ C
y =Az (A € R)

=
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Az inhomogén megoldasat y = A(z)z alakban keressiik.

Al(z) =x
1
A(x) :/xd:v: §x2 +c
1
Y :§x3 +cx

b) Multiplikatorral:
p(z) =1, P(z) =z, eF®) = ¢=,
exy/ + 6$y :1
(e"y) =1
e‘ry:/ldm:x—l—c
y=e “(x+C)=e"z+Ce ",
(Az allandok varidlasanal a homogén d.e. megoldasa A - e~* lenne, az inhomogén
megoldasat y = A(z)e™" alakban keressiik, és A(z)-re x + ¢ jon ki.)
c) A megfelels homogén differencidlegyenlet, y" + ycosx = 0, azaz yo_ —cosz (ha
Y

y # 0), és ebbdl In |y| = C —sinz azaz y = Ae™ 5% ahol A € R tetsz6leges. Az inho-
mogén differencidlegyenlet megoldasat az allando varidlasaval y = A(x)e™ 5" % alakban
keressiik. Behelyettesitve az eredeti egyenletbe: A’(x)e™ 5% — A(z)(cosz)e™sn% +

A(x)e 5T cosx = sinzcosz, azaz A'(zx)e” "% = sinzcosz, amibdl A'(z) =
e *sinzcosz. Ebbsl A(z) = [e*sinzcoszdr = [ue“du, ha u = sinx
helyettesitést végziink. Ez parcidlis integralassal: [ue"du = ue" — [e“du =

(u—1)e* +c = (=1 +sinz)es™® + ¢, és y = A(z)e” 5% = —1 + sing + ce™ 50T,
A kezdeti feltételt az y = —1 4 sinx + 2~ 5% fiiggvény elégiti ki.

(Ha multiplikatorral oldjuk meg, akkor es"“-szel kell beszorozni a differencialegyen-
letet.)

/

1
d) A megfelels homogén differencialegyenlet £ — 1+ = alakra hozhato (y # 0 esetén),

y x
és a megoldasa In|y| = = + In|z| + C, azaz In|y| = Ine®e’|x|, tehat y = Aze®.
Az inhomogén differencidlegyenlet megoldasat az allando varidlasaval y = A(x)xe”

alakban keressiik. Behelyettesités utan
Al(z)z?e” + A(z)ze” + A(z)2%e” — (v + 1) A(z)2e” = 2% — 2°, azaz
Al(x) =e ™ —xe™ ™, é&sigy

A(;]j) = /e_x —xe Pdr=—-e"F4xe " — /e—x dr = xe * + C, tehat

y = 2% + cxe®.
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(Ha multiplikatorral oldjuk meg, az

alaki d.e.-bél kell kiindulnunk, itt p(z) = —2H =141 és [1+ L de = z+1In|z|+C,
tehat e 0% = e%g-szel kell beszoroznunk a d.e.-et.)

5. FEllendrizziik, hogy az aldbbi differencidlegyenletek egzaktak-e. Ha nem, keressiink alkalmas
multiplikatort, amellyel egzakttd tehetdk, és ugy oldjuk meg!
a) x* = 3ry® + (y* — 32%y)y’ = 0
b) lny+ye$—|—2+(§+ew —chy)y’ =0
¢) (1 —ay)+ (zy —a?)y' =0
d) (ysinz — 1) +y' cosx =0
¢) x(y® + 1) +y(l —2%)y’ =0
f) 2z +cosy — (zsiny)y’ =0, y(1) =0
g9) eV + (ve™¥ = 2ye” )y =0
Megoldds: a) P = a3 — 3zy?, P, = —6xy,

Q =y* - 32%, Q, = —6zy.

Mivel Py, = @, a d.e. egzakt, és olyan u(z,y) fiiggvényt kell keresniink, amelyre
u, = P =23 —3zy? és u, = Q = y? — 323y.

u= [x3—3zy*dr = ta* — 322y% + g(y),

uy = =32y +¢'(y) = v* = 3%y = ¢'(y) =y> = g(y) = 33> + ¢ Tehat u =

i:v‘l — %x2y2 + %yg megfelel, és a differencidlegyenlet megoldasa az
Ly 3290 135

implicit egyenlettel megadott y fiiggvény, tetsz6leges C' konstansra.

P(z,y) = Iny + ye* + 2, Q(z,y) = % +e* —chy, P, = % +e* Qp = % + €e”.
Mivel P, = @, a differencidlegyenlet egzakt, és a megoldasa u(x,y) = C, ahol u a
(P(z,y),Q(x,y)) vektor-vektorfiiggvény egyik potencidlfiiggvénye. u, = P-bdl u =
zlny + ye® + 2z + g(y) valamely g(y) figgvényre, és u, = ;e + g (y) = Ttet —
chy, tehat g(y) = —shy, és ezzel u(x,y) = xlny + ye® + 2z — shy megfelels. A
differencialegyenlet y megoldasat az x Iny+ye® 4+ 2z —sh y = C' implicit egyenlet adja
meg tetszGleges C' konstanssal.

P=1-zy, P,=-z, Q=uazy—2* Q.=y—2z, P, # Q,, tehat a d.e. nem
egzakt.

Py—Qu=x—y,és PyéQ”c = x(xy__yw) = —1 csak -6l fiigg, ezért van -6l fiiggs M (z)
multiplikdtor, amelyre In M (z) = [—1dz = —In|z| + ¢, azaz M(z) = e""® = 1

megfelel.

(2 —y)+ (y— 2)y’ =0 mér egzakt: itt P=1 —y, P, =-1, Q=y—2z, Q, = -1
= P, =Q;.

Keresiink egy olyan u(x,y) fliggvényt, amelyre u, = % —yésuy, =y —x llyen az
u=lInlz| —zy+ %yQ. Tehat a d.e. megoldésa In|x| — zy + %yz =C.

1. megoldds: P(z,y) = ysinx — 1, Q(z,y) = cosz, P, = sinz, Q, = —sinz,
. P, —Q, 2sinx e .
tehat az egyenlet nem egzakt. 0 = csak z-t6l fiigg, tehat van M (z)
cosx

multiplikator. Erre

2si 1
lnM(x):/ Smxdx:—21n(cosx)—i—c:ln72+c,
cos T cos? x
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tehat M (z) = = megfelels. Ezzel végigszorozva az egyenletet:

sin x 1 , 1
Yodr o2y Y =0
COos“T  COS* cos T

sinx

ami mar valoban egzakt. Az 0j egyenlethez tartozo u(z,y) fliggvényre u, =y

1
———, és u, = ——, aminek az egyik megoldésa u =
2 Y coszx’
cos* x CoS T

cidlegyenlet y megoldasa az —tgx =C, azaz y = sinz + C cos .

cos? x

— tgx, tehat a differen-

2. megoldds: A differencidlegyenlet linearis, és a hozza tartozé homogén linearis

y' cosx + ysinx = 0 differencidlegyenlet y megoldasara Inly| = / _ome dr =
COS T
Incosz + C, amib6l y = Acosx. Az inhomogén differencidlegyenlet megoldasa
y = A(z) cosz alakil, ahol A’(x)cos?x — A(x)sinxcosz + A(z) cosxsinz = 1, azaz
1
A(x) = s—dr =tgr +c, ésigy y =sinz + ccosz.
cos? x
P, —Q, 4 4
A differencidlegyenlet nem egzakt, — ¢ = A T csak z-t6] fiiggs,
Qe i) 1-a
4
és igy ad egy M (x) multiplikatort, amelyre In M (z) = / ] _x 5 dr = —2In(1— z?) +
1
c = lnm + ¢, vagyis (¢ = 0-val) M(x) = (e Ezzel végigszorozva a
differencialegyenletet:
x
(y* +1) + Ly =o.

1—a2)2  1—227

Ennek az egzakt differencidlegyenletnek a megoldéasat annak az u(x,y) fliggvénynek a
segitségével tudjuk kifejezni, amelyre

. _ Y
és uy =

_ 2
ve = W )y ey

2

Ennek az egyik megoldasa u = ] igy a differencidlegyenlet y megoldéasara

— 22
Lty = C, azaz y = +/C(1 —22) — 1
1—a22 v= ’
A differencidlegyenlet egzakt, az u, = 2z + cosy, u, = —xsiny feltételeket kielégits

egyik u fiiggvény x2 + x cosy, tehat a differencidlegyenlet altalanos megoldasa
z? + xcosy = C.

Az y(1) = 0 feltétel 1 + 1 = C esetén teljestil (x = 1, y = 0-t helyettesitiink az
egyenletbe), tehat 2 + z cosy = 2, azaz

2 — g2

T

Y = arccos
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P, — x
g) A differencidlegyenlet nem egzakt, P, = —e Y, Q, = e Y, és %
_2e_y —2 . . . :
= nem csak x-t6l fligg, tehat nincs M (x) multiplikator.
xe Y — 2ye~2Y x — 2ye~Y
. Qx - Py 2€_y .oy e L, . , . ] .
Viszont = = 2 csak (legfdljebb) y-tol fiigg, tehat N(y) multiplikator

P ey
létezik: In N(y) = [2dy = 2y + ¢ miatt N(y) = e*¥ megfelel. A differencislegyenletet
ezzel végigszorozva az

eV + (ze¥ —2y)y' =0

egzakt differencidlegyenletet kapjuk. Ennek megoldasit az u(x,y) = we¥ — 1>
fliggvénybdl az
ze¥ —y? =C

implicit egyenlet adja.



