Mat. A3 10. feladatsor 2016/17, elsé félév

1. Vezessiik vissza elsdrendire, és ugy oldjuk meg az aldbbi hianyos mdsodrendd differencidl-
egyenleteket!
2

a) (Pt 28/119) zy" —y' = x?sinz, y(%)=Z-, y’(g) =7

b) (Pt 28/105) 2yy" = (y')?

c) (Pt 28/111) 2y" + (v')> =0

d) (Pt 28/109) (zlnz)y”’ —y' =zn’z

e) (Pt 28/104) y"(1+y*) =y(y')? y(1)=0, y(1)=1
Megoldds: a) Vezessiik be a z = 3’ helyettesitést. Ekkor 3" = 2/, és a differencialegyenlet
2sinz alaku elsérendd linearis lesz. A 2/ — 1z = zsinz alakbol latszik,
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2 —z ==z
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hogy ef_m @ _ g—Inz — %—szel megszorozva %z' — w%z = (%Z)/ = sinx, tehat %z =
[sinzdr = —cosz + C, amibsl y = z = —zcosz + Cx. Az y' (%) = 7 feltétel miatt
C=2ésy= f—xcosx+2xdw = —xsinx—l—fsinxdx—i—x2 = —xsinz—cosz+22+c,

és a masik kezdeti feltétel miatt ez —xsinz — cosx + 22 + 5

b) Ebb6l a masodrendii differencidlegyenletbdl az x hianyzik, tehat az 3y’ = p(y)
helyettesitést érdemes elvégezni, amelynél y” = p(y)p'(y), és az 4j differencialegyenlet
2upp’ = p?, azaz 2yp’ = p, és az 1j differencidlegyenletben y a valtozo, és p a kere-
sett fiiggvény (p-vel leoszthattunk, mert a p = 0 megoldas igy is megmaradt). Ez
szétvalaszthato:
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p=AVIyl (AeR)
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2\/y=Axz+ B
1
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Ha y > 0, akkor ennek a (—1)-szeresét kapjuk, és ezek mar magukban foglaljak a
p = 0 esetben kapott szinguléris konstans megoldésokat is.
c) z=1', 2/ =1y" helyettesitéssel
27 4+ 22 =0
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vagy z = (0 esetén y = a.

y/:Z::t

d) z =19/, 2/ = y” helyettesitéssel, és atrendezéssel:

, 1

z=Inzxz.
rlnx

Ezt az els6rendd inhomogén lineéris differencidlegyenletet multiplikatorral oldjuk meg.

p(.’]?) = _a:lilam f_mliqmdx = —ln|lnx\ +C = eP(x) = e_ln(lnw) = ﬁ megfelel

multiplikdtornak.

1, 1
z
Inx z(Inx)?

1
—z=x+C

Inz

Y =z=zlnzx+Clnz.

J(z+C)lnzdr = é(x—l—C’)anx—%f%dx:

—l—C)anx—f%x—i—C’—l—g—;dx:%(x—l—C’)anx—%xz—Cx—%2lnx+D:
24+ Cx)lnz — Cz — 122+ D.

Az y' = p(y), y" = pp’ helyettesitéssel:

pp'(1+y*) =yp

1
Infp| = 5 In(1 +y?) +

Yy =p=AV1+y?

/
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arshy = Ax + B
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y =sh(Az + B) (A, B € R tetsz. ).

2. Oldjuk meg a kévetkezd dllando egyiitthatds, homogén, linedris differencidlegyenleteket!
a) (Pt 29/29) y" — 5y + 6y =0
b) (Pt 29/42) y" — 6y’ +9y =0, y(0)=1, 3'(0)=2
c) (Pt 29/52) y'" +4y =0
d) y@ +2y" +y=0
Megoldds: a) A karakterisztikus egyenlet m? — 5m + 6 = 0, aminek a gyokei m = 2,3, a
d.e. alapmegoldasai e?* és €3, az altalanos megoldésa y = c1€%® + cge3?.
b) A karakterisztikus egyenlet m? — 6m + 9 = (m — 3)? = 0, tehat 3 kétszeres gyok =
az alapmegoldasok e3* és ze3?, a d.e. altalanos megoldasa pedig y = c1€3% + coze3®.
A kezdeti feltételek: y(0) =1 = c; =1, és ¥’ = 3¢13® + co(1 + 32)e3®, 3/ (0) =2 =
3c1 + ¢y =2 = ¢y = —1. Tehat a kezdetiérték-probléma megoldasa e3* — xe3”.
c) m? +4 = 0 gyokei m = +2i, a 2i-hez tartozé alapmegoldasok cos 2z és sin2x, az
altalanos megoldas y = ¢ cos 2x + ¢4 sin 2z.
d) A karakt. egyenlet m* 4+ 2m? +1 = (m? 4+ 1)? =0, azaz (m — i)?(m +14)%2 = 0. Tehat
1 kétszeres gyok, és a hozza tartozo alapmegoldésok cosz, sinz, x cosx, xsinz, a d.e.
altalanos megoldésa pedig y = c¢1 cosx + co sinx + c3x cosx + cqx sin z.

3. Irjuk fel az dltaldnos megolddsdt annak a homogén, linedris differencidlegyenletnek, amely-
nek karakterisztikus egyenlete m?(m — 1)3(m? +1). Melyik ez a differencidlegyenlet?

Megoldds: y = c1 + cox + c3€” + cyxe® + csx’e® 4 cgcosx + ¢y sinx.
m2(m —1)3(m? +1) =m" — 3mS + 4m® — 4m* + 3m3 —m? =
a differencialegyenlet: y(7) — 3y(6) 4 4y®) — 4y 4 39" — " = 0.

4. Milyen probafiigguényt haszndlndnk ahhoz az dllando egyiitthatdos, inhomogén, linedris
differencidlegyenlethez, amelynek jobb oldaldin a kévetkezd figgvény dll? A karakte-
risztikus egyenlet milyen gyokei esetén kell még alkalmas x-hatvdnnyal megszorozni a
probafiigguényt?

a) bz —1 b) xcos3x c) e*®sinx

Megoldds: a) y, = Az?*+ Bz + C. Ha a 0 s-szeres gyoke a karakt. egyenletnek, akkor ezt
még meg kell szorozni x°-nel.
b) yp = (Az+ B)cos3z + (Cx + D) sin3x. Ha a 3i s-szeres gyoke a karakt. egyenletnek,
akkor ezt még meg kell szorozni x*-nel.
) yp = Ae** cosx + Be** sinz. Ha a 2 + i s-szeres gydke a karakt. egyenletnek, akkor
ezt még meg kell szorozni x*-nel.

5. Oldjuk meg a kévetkezd inhomogén, linedris differencidlegyenleteket!
a) (Pt 29/88)y" +2y +y=sinx
b) y' +2y +y=aze, y(0)=1, y'(0)=-1
c) (Pt 29/94, csak mds kezdeti értékek) y' +y = —4cosz, y(r)=0, y(r)=m
d) y/// _ y// _ 2y/ — £L’3 + e*

Megoldds: a) A karakt. egyenlet m?+2m+1 = (m+1)? = 0, tehat a —1 kétszeres gyok,
az homogén y” + 2y’ +y = 0 egyenlet alapmegoldasai e™* és xe™*, és a homogén d.e.
altalanos megoldasa y, = c1e™* 4 coxe™".
A probafiiggvény az inhomogén d.e.-hez:
yp = Acosz + Bsinz
Yy, = —Asinz + Bcosz

Yy, = —Acosx — Bsinx
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Behelyettesitve:
2Bcosx — 2Asinz = sinx
2B=0, 24=-1, == A=-1, B=0=
Yy = —% cosr + cre”? + coxe™”
b) yn = c1e”* + coxe”*, mint az el6bb. Az inhomogén d.e.-hez tartozo probafiiggvény:
yp = (Az + B)e™® - 22 = (Ax3 + Bx?)e™®
y, = (—Az® 4+ (34 — B)z® + 2Bx)e™"
y) = (Az® + (—6A + B)z® + (6A — 4B)z + 2B)e™ "
Behelyettesitve:
(02 + 022 + 6Ax + 2B)e™* = xe % =
6a=1,2B=0= A=}, B=0 =
Y = %xge_x +cie ™ + coze .
c¢) A karakterisztikus egyenlet m? + 1 = 0, gyokei +i. A homogén d.e. alapmegoldasai
cosx és sinz, a homogén d.e. altalanos megoldéasa ¢y cosx + cosinx. Probafv. az
inhomogénhez:
Yyp = (Acosz + Bsinz) - & = Az cosz + Brsinz
y}g = Acosx + Bsinxz + Brcosx — Axsinx
Yy, = 2Bcosx — 2Asinz — Arcosz — Brsinx
Behelyettesitve: 2B cosx — 2Asinx = —4cosx = 2b = —4,
—2A=0= A=0, B=-2 =
y = —2xsinx + ¢ cosx + cosinz. A k.é.p. megoldéasa: y = (7w — 2z)sinx.
d) A karakterisztikus egyenlet m® —m? —2m = m(m —2)(m+1) = 0. A gyokok 0,2, —1
(mindegyik egyszeres), a homogén altalanos megoldasa yj, = ¢; + c2€?* + c3e™7
Az y"" —y" — 2y’ = 23 inhomogén d.e.-re a probafv.:
Yp1 = (A2 + Ba® + Cx + D) -2 = Az* + B3 + C2? + Dx
ypy = 4Ax® 4+ 3Ba® +2Cz + C
yoy = 12A2* + 6Bx + 2C
Yy = 24Azx + 68
Behelyettesitve:
—8Ax3 + (=124 — 6B)2? + (244 — 6B — 4C)x + (6B — 2C — 2D) = 23 =
A=-%{ B=-2A=1 C=6A-3B=-3% D=3B-C=% =

Yp1 = —%x‘l + 127 — %xQ + %x. Az y" —y"” — 2y’ = e” inhomogén d.e.-re a probafv.:
Yp2 = Ae”.

Yo = Ypy = Yps = Ae® behelyettesitve: (A — A —24)e” = = A=-1 =
Yp2 = _%6x-

A megoldas y = yp1 +Yp2 +Yn = —%m‘l + ixg — %xQ + %xQ — %e"” +cp + cpe?® 4 cze .

6. FEllendrizzik, hogy a megadott fiigguvények alaprendszerét alkotjdk a megadott linedris dif-
ferencidlegyenlethez tartoze homogén differencidlegyenletnek, és ezutdn oldjuk meg az in-
homogént az dllanddk varidldisinak modszerével!

a) (Pt29/72) xy" + (x— 1)y —y=2%, y1=e¢ % yo=x—1
b) (Pt 29/79) xy" — %y =623, y = %, Yy = 3
c) (Pt 29/83) vy —y" —xy +y=2a% wyi==x, yo=chx, y3=shx
Megoldas:
a) y1 =e %, y; =—e ", y{ =e *. Behelyettesitve: ze=? — (x — 1)e " —e * = 0.
yo=x — 1, y5 =1, y5 =0. Behelyettesitve: x -0+ (z —1)-1— (z —1) = 0.
Tehat y; és yo is megoldasai a homogén d.e.-nek, és fliggetlenek is, mert

—X
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yl y? c —x =1 xe~* nem azonosan nulla.
yi Yo —€ 1
Az inhomogén d.e. megoldasa y = ci1(z)y1 + ca(x)y2 alakia. A c¢i(x) és co(x)

meghatarozasahoz az egyenlet “normalt ” forméjat hasznéljuk:

-1 1
y”+x—y'——y=x.

x x

le() y2:0 x—l’:_x2+x, W2:’y} O: 6—x O:xex
T Yo T 1 Yy —e T

ci(2) = = S = (o + Der B
ci(z) = [(—z+ 1)e*dr = (—z+1)e* — [—1-e"dx = (—x + 1)e" + e + ¢ =
(—x+2)e" 4+ ¢
C’Q(x):%:iz:z—l = ca(x) = [1dx =2+ co.

Igy y = ((mz+2)e" +c1)e™ " + (m-l—cQ)(:v— 1)=a22 22 +2+cie @ +cax —1).
y1 =22, y} = —2273, y{ = 627, Behelyettesitve: 6273 — 6273 = 0.

yo = 23, yh = 3x2, yy = 6z. Behelyettesitve: 62?2 — 622 = 0. Fiiggetlenek is:
23

-2
yl Y2 x

YioYs —2277 395 =570
A d.e. normalt alakban: y” — x—zy = 622. (A konstans tag eredetileg hibasan volt a
feladatban, ez mar a javitott valtozat.)

0 3 x 2 0

_ a5 _
Wi = 622 3x%| 622, W —2x73 622 0.
ch(x) = % =025 = ¢(z)=—-12%+ .
ch(x) = WV(/Z = % = co(w) = %T t+e2. y=c1()yr + c2(x)yr = zt + 17 + o,

n=z,y; =1,y = yi” = 0. Behelyettesitve: 0 — 0 —x +x = 0.
Yo = chux, y2—shm yy =chx, yi =sha.
Behelyettesitve: xshx —chax — xshax 4+ chax = 0.
ys =shx, y5 =chz, y§ =shzx, y§ =chz.
Behelyettesitve: xchx —shx —xchx +shx = 0.
x chx shx

W =|1 shz chz|=zx(sh’z—ch?z)—1(chzshz —shzchz) = —z nem azonosan
0 chzx shzx
nulla. A d.e. normalt alakja: y"” — 1y” —y/ + 1y =12
0 chz shz x 0 shzx
Wi=1|0 shz chzx|=z, Wo=|1 0 cha|=—z?chx+xshz,
x chx shx 0 =z shx
x chx 0
Ws=|1 shz 0|=a%shz —xchuz.
0 chzx =«
o= H =% =1 >~ v
ch(z) = vchx —shax = cy(z) = [ache —shade = —cha + zsha — [shadr =

—2chx +xshx + cs.

ch(z) = che — xshax = c¢3(x) = [cha —ashazdr = sha — xchz + [chadr =
2shx —xchax + cs.

y = (—x +c1)r + (—2chx + xshz + ¢3)cha + (2shx — xchx + ¢c3)shax = —22 —
20h2x—|—25h2x+01:v+02(:hx+03shx:—m2—2+clx+020hm+03sh:v.



