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Algebra 1. 3. feladatsor 2008. februar 27-29.

. Egy G csoporthoz definialjuk a G° = (G, ) csoportot, amelynek alaphalmaza megegyezik

G alaphalmazaval, de a miivelet a forditott sorrendben val6 szorzas: a xb := b - a. Bi-
zonyitsuk be, hogy G° = G.

. Legyen K a G csoport egy részhalmaza. Lassuk be, hogy K legfljebb egy részcsoportnak

lehet bal oldali mellékosztalya, és ha K bal oldali mellékosztaly, akkor alkalmas részcsoport
szerint jobb oldali mellékosztaly is.

. Legyen 7Z az egész szamok additiv csoportja, és mZ ennek az m > 1 szam altal generalt

részcsoportja. Mik lesznek a Z csoport mZ szerinti mellékosztélyai?

. Bizonyitsuk be, hogy C's, minden nem triviélis részcsoportja véges indext, azaz véges sok

mellékosztalya van.

. Melyek igazak az alabbi kévetkeztetések koziil?

a) Ha |G| = 81, és van olyan g € G, amelyre ¢g*° # g2, akkor G ciklikus.
b) Ha |G| = 54, és van olyan g € G, amelyre g2 # g2, akkor G ciklikus.
c) Ha |G| = 81, és van olyan g € G, amelyre ¢g*° = g2, akkor G nem ciklikus.

. Bizonyitsuk be a Dedekind-azonossagot: egy G csoport tetszéleges A, B és C

részcsoportjaira A < C esetén A(BNC) = AB N C, ahol a szorzas a komplexusszorzast
jelenti.

Bizonyitsuk be, hogy ha (X) = G, és ¢, : G — H csoporthomomorfizmusok, tovabba
¢(x) = ¥(x) minden x € X-re, akkor ¢ = 1).

. Legyen ¢ : G — H csoporthomomorfizmus, és g € G. Bizonyitsuk be, hogy o(¢(g)) | o(g).

. Hanyadrendi lehet egy hatodrendii elem képe a kovetkezé homomorfizmusoknél:

a) C¢ — Ci5 b) Cs — Ci2 c) Cia — Cs

Hény kiilonb6z6 homomorfizmus adhaté meg az alabbi csoportok kézott?

a) Cio — Cs3 b) C, — C, c) Cp, — Cpy d) Cs — Cy, e) Cp — C

Bizonyitsuk be, hogy egy csoport konjugélt elemei mindig azonos rendiiek, azaz o(x) =
o(y~'zy) minden z,y-ra.

a) Adjuk meg az a = (132)(45) permutaciéonak a b = (254) permutéacioval vett kon-
jugaltjat, b~ lab-t.

b) Melyek konjugaltak Sg-ban az (1234) permutacioval az (123), (4523)(16), (4321) és
(24)(314) permutaciok kozil?

c) Hany kiilonb6z8 permutacié konjugalja S7-ban az (123)(45)(67) elemet énmagéaba?
Es az (125)(63)(47) elembe?

Bizonyitsuk be a kovetkezd allitasokat egy G csoport konjugaltosztalyairol!

a) Két konjugaltosztaly komplexusszorzata teljes konjugaltosztalyok unioja.

b) Ha K konjugaltosztaly, akkor K1 is az.

c) Egy H részcsoport akkor és csak akkor normalosztd, ha teljes konjugaltosztalyok

unioja.

d) Konjugaltosztalyok generatuma mindig norméloszto.
Legyen f egy negyedrendi forgatéas a D, diédercsoportban, és t az egyik tengelyes tiikrozés.
Bizonyitsuk be, hogy t~!ft = tft = f~!. Hatarozzuk meg D, konjugaltosztalyait! Mit
mondhatunk altalaban D,, konjugéltosztalyairol?



