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Algebra 1. 4. feladatsor 2008. marcius 5-7.

Legyenek G csoport, és H < (G. Dontsiik el, melyek igazak az alabbi allitasok koziil.

a) Mindig van olyan homomorfizmus G-bdl, amelynek a magja H.

b) Ha H < @G, akkor van olyan homomorfizmus G-bdl, amelynek a magja H.
¢) Mindig van olyan homomorfizmus G-be, melynek a képe H.

d) Tetszdleges ¢ : G — K homomorfizmusnal o(H) < K.

e) Ha H <G, és ¢ : G — K homomorfizmus, akkor ¢(H) < K.

f) Ha H <G, és ¢ : G — K homomorfizmus, akkor o(H) < ¢(G).

g) Tetszbleges ¢ : G — K homomorfizmusra n | |G| esetén n | |o(G)|.

h) Tetsz6leges ¢ : G — K homomorfizmusra n | |p(G)| esetén n | |G|.

. Legyen |G| = 91. Hany olyan G — G homomorfizmus van, ami G-nek legalabb két,

kiilonb6z6 rendi, az egységtdl kiilonbozs elemét 1-be viszi?

. Bizonyitsuk be, hogy ha N <G, és H < G tgy, hogy HNN = {1} és HN = G, akkor

G/N = H.

. Legyen H < G és M, N < G. Bizonyitsuk be, hogy

a) HONN<H; NNM<G;
b) HN < G; NM « G,
c) M < N esetén G/N homomorf képe G /M-nek.

. Legyen N < G. Bizonyitsuk be, hogy a H — H/N := { Nh|h € H } megfeleltetés bijekcio

a G csoport N-et tartalmazo részcsoportjai és a G/N faktorcsoport részcsoportjai kozott.
Lassuk be azt is, hogy az el6bb megadott bijekcionél a normalosztok egymasnak felelnek
meg, és hogy ez a bijekcio a részcsoportok kozotti tartalmazasi relaciot is meg6rzi.

. Bizonyitsuk be, hogy ha N <G, és |G : N| paros, akkor van olyan H, amelyre N < H < G,

és |H : N| = 2.

Legyen g € G, és o(g) = mm, ahol (n,m) = 1. Bizonyitsuk be, hogy ¢ egyértelmiien
felirhaté wv alakban, ahol u,v € (g), o(u) = m, és o(v) = n.

. Bizonyitsuk be, hogy ha (n,m) = 1, akkor C,,,,, = C,, x Cp,.

a) Lassuk be, hogy ha (|H|,|K|) = 1, akkor G = H x K minden részcsoportja H; x K;
alaka, ahol H; < H és K; < K.

b) Keressiink Dy x Cy-ben olyan negyedrendi részcsoportot, amely nem all el6 a két
komponens egy-egy részcsoportjanak szorzataként!

Legyen H < G. Bizonyitsuk be, hogy ekkor () g~'Hg a legnagyobb olyan norméalosztéja
geG
G-nek, amely benne van a H részcsoportban.

Legyenek A és B a GG csoport részcsoportjai, és tegyiik fol, hogy A és B kommutativak, és
G = AB. Bizonyitsuk be, hogy AN B normalosztdja G-nek.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy 60 elemii G csoportnak van egy 28 elemii csoportba mené nem
trivialis (azaz nem minden elemet 1-be vivg) homomorfizmusa, akkor G-nek van 2 indexd
részcsoportja.



