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. Legyen H < S,,, |H| > 2, és tegyiik fel, hogy H-ban van pdratlan permutdcio. Bizonyitsuk
be, hogy H nem lehet egyszeri.

Megoldds: Belatjuk, hogy A,,NH val6di normalosztdja H-nak. Norméalosztd, mert A, <.S,.
A, N H < H, mert H-ban van paratlan permutécio is. Végil H/(A, N H) = HA, /A, <
G/A,, és ez utobbi 2-elemii csoport, igy |H : A, N H| < 2, tehat |H| > 2 miatt A,NH # 1.

. Legyen a G csoport rendje 2-nél nagyobb, pdros, de 4-gyel nem oszthatd. Bizonyitsuk be,
hogy G nem egyszeri.

Megoldds: Tekintsiik G-nek a Cayley-féle permutaciéreprezentaciojat, azaz hattassuk G
elemeit a jobbszorzassal G-n mint alaphalmazon. Ez hiiséges permutaciéreprezentécid,
tehat gy tekinthetjiik, hogy a G csoport (valdjaban egy izomorf képe) részcsoportja S¢-
nek. Mivel |G| paros, G-nek van mésodrend eleme. Ennek a ciklusfelbontasa csak transz-
poziciékbol allhat, mivel a Cayley-reprezentacional minden nemtriviélis elem fixpontmen-
tes, és a transzpoziciok szama, |G| /2 paratlan, tehat ez az elem paratlan permutaci6. Az
1. feladat miatt G nem lehet egyszerti.

. Bizonyitsuk be az aldbbi dllitdsokat a centrumrdl:

a) Z(Gx H)=Z(G) x Z(H);

b) Z(G) minden részcsoportja normdloszté G-ben;
¢c) Na<G= Z(N)<«G.

Megoldas:
2) Z(G x H) = {((9,h) € G x H |(g, h)(, ) = (z,5)(g, ¥(z,9) € G x H} = {((g,h) €
G x H |(gz, hy) = (zg,yh) ¥V (z,y) € G x H} = {((9,h) € G x H|gx = xg és hy =
yh Vv (z,y) € Gx H} ={((9,h)|g € Z(G) &sh € Z(H) } = Z(G) x Z(H).
b) Ha H < Z(G), akkor minden h € H-ra és g € G-re g 'hg = hg g = h € H, tehét
H<«G.
c) Z(N) < N < G, és zart a G-beli elemekkel valo konjugalasra: ha n € Z(N), ak-

kor g € G-re g"'ng € N, mert N <G, és minden = € N-re (¢ 'ng) tz(g 'ng) =
g 'n"Ngxg " )ng = g ' (gxg~')g = x, mert gzg~! € N, é&s n € Z(N), igy

g 'ng € Z(N).

. Ldssuk be, hogy Z(S,) =1, han >3, és Z(A,) =1, han > 4.

Megoldds: Legyen 1 # g € S,,, és tegyiik fel, hogy ag = b az alaphalmaz valamely a # b
elemeire. Ekkor n > 3 esetén =z = (bc) € S, elemmel (ahol ¢ &€ {a,b}) h = ¢ # g,
mert ah = ¢, tehat g ¢ Z(S,). Tehat Z(S,) = 1. Ha viszont n > 4, akkor van az

alaphalmaznak még legaldbb két eleme a-n és b-n kiviil, mondjuk, c és d, és ekkor az
x = (bed) € A,, permutacioval h = g* # g, mert ah = ¢ # b.

. Bizonyitsuk be, hogy N <G, |[N| =2 esetén N < Z(G).

Megoldds: Legyen N = {1,n}. Mivel N <G, minden g € G-vel valo konjugélas N-et
N-be viszi, és g~'1g = 1, tehat g~ ng = n. Igy n € Z(G), kévetkezésképpen N < Z(G).

. Legyen G egy dltaldnos négyzetes hasab szimmetridinak csoportja. Hatdrozzuk meg G orbit-
jait, ha a csoportot a csicsokon, az éleken vagy a lapokon hattatjuk. Adjuk meg az orbitok
eqy-eqy elemének stabilizdtordt.
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Megoldds: Tegyiik fel, hogy a hasibnak négy hosszi és nyolc révid éle van. A csticsok
egyetlen nyolc elemi orbitot alkotnak, és a stabilizator az egységelemen kiviil a csicson
atmend hossz élen és a szemkozti hosszi élen atfektetett sikra vald tiikrozést tartalmazza.
Igy |G| = 8-2 = 16. Az élek kozott a 8 rovid és 4 hosszi él egy-egy orbitot alkot. Egy rovid
élhez tartozo stabilizator 2 elemt, és az él felez6 merGleges sikjara vald tiikrozés generalja,
egy hosszu élhez tartozo stabilizator 4 elemt, és az adott élen és a szemkozti hosszi élen
keresztiilmend sikra, tovabba az él felez6merdleges sikjara valo tiikkrozés generaljak. (Az
éleken valo hatas is hiiséges, mert minden cstics elallithato két él metszéspontjaként.) A
lapok koziil a négyzetek egy 2 elemt, a téglalapok egy 4 elemi orbitot alkotnak. Egy
négyzetlap stabilizatora Ds-gyel izomorf (a négyzet szimmetridinak megfelel térbeli egy-
bevagosagokat tartalmazza), egy téglalapé pedig 4 elemt, Cy x Cy-vel izomorf. (A lapokon
is hiiséges a reprezentécio, mert minden cstics el6all harom lap metszéspontjaként.)

. Legyen H < G, |G : H| < n, és |G| > n!. Bizonyitsuk be, hogy ekkor G nem lehet egyszeri.

Megoldds: Legyen |G: H| = k, és legyen ¢ : G — S a G-nek a H szerinti jobb
mellékosztalyokon valoé permutacidreprezentacidja. Ekkor G/ Kerp = Imp < Sk, tehat
|G : Kerp| < k! < nl, mig |G| > n!, tehat Kery # 1. Masrészt Kerp < H < G, tehat
Ker ¢ valéodi normaloszté G-ben.

. Bizonyitsuk be, hogy ha P € Syl,(G), és N <G, akkor N N P € Syl,(N).

Megoldas: N NP < P, tehat a Lagrange-tétel miatt N N P rendje is p-hatvany. Masrészt
wpl WIPL O IN NP

INNP|’ IN N P| |P|
nek. Viszont Sylow-részcsoport indexe nem oszthatd p-vel, igy |G : P|, és ebbdl adodban
|N : N N P|sem. Tehat |N N P| a maximalis p-hatvany, ami osztja N rendjét, azaz NNP €

Syl,(N).

, ami osztoja |G : P|-nek, mivel |N P| osztoja |G-

. Melyik az a legkisebb S,,, amelyik tartalmaz a kvaterniocsoporttal izomorf részcsoportot?

Megoldds: Ss-ban nyilvan van @-val izomorf részcsoport, ugyanis a ) csoport Cayley-
reprezenticioja ad egy bedgyazast Ss-ba. Belatjuk, hogy S7-ben nincs (és igy a kisebb foku
Sp-ekben sincs) kvaternidcsoport. Ha ) benne lenne S7-ben, S,,-ben léteznie kellene egy
negyedrend( i elemnek, és egy méasik negyedrend j-nek, hogy i*> = j2. Az 4, Atcimkeézéstél
eltekintve csak (1234) vagy (1234)(56) lehet, igy i> = (13)(24). Ez azt jelenti, hogy j 4-
ciklusa (neki is pontosan egy 4-ciklusa van a rendje miatt) vagy (1234), vagy (1432),
amibél ij ! vagy ij fixen hagyja az 1,2, 3,4 elemeket. Ez azt jelenti, hogy ij ! vagy ij az
5, 6, 7 elemeken hatoé harmadfoki szimmetrikus csoportnak eleme, tehat rendje nem lehet 4,
holott a kvaterni6csoport megfelels elemeire i~ ! = —k, ij = k mindegyike negyedrendti.
Ezzel ellentmondasra jutottunk.

Hdny 5-Sylow-részcsoportja lehet eqy 80-adrendd csoportnak?
Megoldds: Legyen |G| = 80, és P € Syls5(G). Ekkor |Syls(G)| = |G : Ng(P)| | |G : P| =
16, méasrészt |Syls(G)| = 1 (mod 5), tehat |Syls(G)| csak 1 vagy 16 lehet.

A Sylow-részcsoportok vizsgdlatdval bizonyitsuk be, hogy minden 15-d6drendid csoport cikli-
kus.
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Megoldds: A 3-Sylowok szdma, osztdja 5-nek, és 3-mal osztva 1 maradékot ad, tehat 1, és
az b-Sylowok szama osztoja 3-nak, és 5-tel osztva 1 maradékot ad, tehat szintén 1. Ez
azt jelenti, hogy a 3-Sylow, és az 5-Sylow is normaloszt6. Legyen Syls(G) = { P}, és
Syls(G) = {Q }. Ekkor P N @ = 1, mert rendje osztoja 3-nak és 5-nek is, tovibba |PQ)|
oszthato 5-tel és 3-mal is, igy 15-tel is, tehat PQ) = G. Ebbdl kévetkezik, hogy G = P x Q).
Mivel primrendi csoport csak ciklikus lehet, G = P x Q = (3 x C5 = (5.

Bizonyitsuk be, hogy egy 100-adrendd csoport nem lehet egyszeri.

Megoldds: Legyen |G| = 100, és P € Syl5(G). Ekkor |Syls(G)| osztoja 4-nek, és 5-tel
osztva 1 maradékot ad, tehat |Syls(G)| =1, igy P<G.

Ldssuk be, hogy p,q kiilonbozd primekre minden pq rendd csoport két ciklikus csoport sze-
maudirekt szorzata.

Megoldds: Legyen p > q, |G| = pq, tovabba P € Syl,(G) és @ € Syl,(G). Ekkor |Syl,(G)|
osztdja g-nak, és p-val osztva 1 maradékot ad, tehat csak 1 lehet, igy P normaloszt6. Mivel
P N Q rendje p-nek és g-nak is osztéja, P N Q) = 1, mésrészt PQ rendjét p és q is osztja,
tehat oszthaté pg-val, igy PQ = G. Ezért G = P x Q.

Bizonyitsuk be, hogy Ss-ben nem lehet egy harmadrendid és eqy otédrendid elem szorzata
negyedrendi, de Sg-ban lehet.

Legyen p prim, és |G| = p™, tovdbbd 1 # N < G. Bizonyitsuk be, hogy N N Z(G) # 1.

Adjuk meg a Zo folétti 3 x 3-as invertdlhaté mdtrizok csoportjinak, GL(3,2)-nek egy 2-
Sylow-részcsoportjdt.



