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. Melyek féidedlgyirik az aldbbiak kézil?

a) Z b) R c) Z[x] d) R|x] e) Zl[i]

Megoldds: 7, R]x| és Z[i] igen, mert euklideszi gytirtk is, R is, mert test, és igy csak a
0 = (0) és az R = (1) az idealjai. Z[x] viszont nem f8idealgytird, példaul (2,z) nem
foideal.

Bizonyitsuk be, hogy K[x1, ..., x,]-ben (ahol K test), az (x1,...,x,) idedl nem generdlhato
n-nél kevesebb elemmel.

Megoldds: Legyen R = K[x1,...,zp], I = (z1,...,2y), és J = (z;2;]1 < i,j < n). Ek-
kor I/J-nek reprezentans rendszerét alkotjak az z1,...,x, valtozok linearis kombinacidi.
Tehat I/J vektortér az Osszeadéasra és a konstans polinomokkal mint skalarokkal valo
szorzéasra nézve, és ennek bazisa az { z1,...,x, } (fiiggetlenek, mert semelyik nemtrivialis
linearis kombinaciéjuk nem lehet I eleme). R/.J-nek az I/J-be es6 ideiljai éppen a vek-
tortér alterei, ugyanis egy I-beli polinom R-belivel val6 szorzata a faktorgytrtiben ugyanaz,
mintha csak a masodik polinom konstans tagjaval szoroznank meg (minden mas tag J-beli).
I/ J-nek mint vektortérnek n elemi a minimalis generatorrendszere, igy I/J-nek mint R/.J-
beli idealnak is. De ha I-t kevesebb elemmel lehetne generalni, akkor az annak megfelels
mellékosztalyok generalndk I/J-t is, tehat I sem generalhatd n-nél kevesebb elemmel.

. Mik az irreducibilis és a prim elemek a pdros egészek gyirijében, 27Z.-ben? Hatdrozzuk meg

27, idedljait és fdidedljait.

Megoldds: Az irreducibilisek a 4-gyel nem oszthaté paros szamok, primek viszont nin-
csenek, mert tetsz6leges a € 2Z-re a | 2a, de a f2, és a fa. Idedl minden additiv
részcsoport, ugyanis az gytrtielemmel valo szorzas ismételt 6sszeadassal, illetve kivonassal
megvaldsithats. Igy az idedlok megegyeznek Z-nek a 2Z-be esé idedljaival: mZ paros
m-ekre, és ezek fGidedlok is.

. Mutassuk meg:

a) Z[\Vd] elemei (ahol d € 7 nem négyzetszim) egyértelmiien irhatdk a + b\/d alakban,
ahol a,b € Z;

b) az N(a+ bvd) = a® — b%d norma multiplikativ;

¢) z,u € Z[Vd]-re z | u = N(z) | N(u);

d) Z[\Vd]-ben z egység < N(z) = £1.

Megoldds: a) Ha a+ bvd = o/ +bV/d, és b # b/, akkor d = ((a — a’)/(b' — b))? egy
raciondalis szdm négyzete, mésrészt d egész, tehat akkor d egy egész négyzetszam lenne,
ellentmondva a feltételeknek. Igy b = b/, amibdl a = o’ is kivetkezik. Vegyiik észre,
hogy az el6z6 bizonyitas akkor is miikodik, ha a a,b egyiitthatokat Q-bol vessziik,
tehat meg Q[v/d]-ben is egyértelm a foliras.

b) Ha az u = a + bv/d-re az @ = a — b\/d jelolést hasznaljuk, akkor N (u) = uii, tovabba
w/ = @i, ugyanis u = a+bvd-re és u' = a’ +b'\/d-re uv’ = aa’ +bb'd+ (ab/ +ba’)Vd,
igy uv’ = aa' 4+ bb'd — (ab’ + ba’)Vd = (a — bVd)(a' — V' /d) = au'. Igy N(uu') =
wi'ue’ = wi'id = uwin'n' = N(u)N(W).

¢c) zlu=3Fv: u=2z2v= N(u)=N(2)N(v) = N(z) | N(v).
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d) z egység < z | 1. Ha z | 1, akkor ¢) miatt N(z) | N(1) = 1, igy N(z) = £1.
Ha N(z) = +1, akkor zZ = +1, azaz z inverze Z, vagy —Z, tehat z mindenképpen
invertalhato.

. Bontsuk fel primek szorzatdra a 7, 13 és 5 + i szdmokat Z[i]-ben! Hdny egymdssal nem
asszocidlt prim faktora van 2 + 2i-nek?

Megoldds: A 4. feladat allitasaibol kovetkezik, hogy ha N(z) prim, akkor z irreducibilis
(ui. N(z) minden N(u)N(v) felbontasadban az egyik tényezé +1), ha pedig N(z) = pq
valamely p és ¢ nem feltétleniil kiilonb6z6 primekre, akkor z csak akkor lehet reducibilis,
ha p és q vagy —p és —q elGallhat normaként. Specialisan a Gauss-egészek korében p € N
primszam Gauss-prim, ha p = 3 (mod 4), mert N(p) = p?, és p nem 4ll el6 két négyzetszam
Oszegeként, azaz normaként. Tehat 7 Gauss prim, 13-nak pedig az irreducibilisekre valo
felbontasa: (2 + 3i)(2 — 3i) a 13 = 22 + 32 el6allitasbol. N(5+ i) = 26 = 2 - 13 felbontasa
miatt az asszocidltsag erejéig egyetlen 2 norméjiu Gauss-egész, 141 kell, hogy osztdja legyen
5+ i-nek, és komplex osztéassal azt kapjuk, hogy (5+1)/(14+1i) = (5+1)(1—1)/2 = 3 — 24,
tehat 5+ = (1+14)(3—217) irreducibilisekre bontas. 2+2i = 2(1+4) = (1+4)(1—i)(141) =
—i(1 +14)3, tehat asszociltaktol eltekintve egyetlen prim faktora van 2 + 2i-nek.

. Legyen R = Z[\/—5|. Adjuk meg 6-nak két (lényegesen) kiilonboz6, irreducibilis elemekre
valo felbontdsdt R-ben.

Megoldds: 6 = (1 + +/=5)(1 — v/=5) = 2-3. Mindegyik felbontasban irreducibilisek a
faktorok, ugyanis sem 2, sem 3 nem &ll el6 a? + 5b% alakban, és igy a szerepls faktorok
normai: 6, 4, illetve 9 nem bonthatok fel két nem egység norma szorzatara. (Megjegyzés:
Ez példa arra, hogy egy R-ben nem minden irreducibilis elem prim, példaul a 2 ilyen.)

. Ldssuk be, hogy ha Z[v/d] UFD (ahol d nem négyzetszim), akkor 2 nem irreducibilis Z[\/d]-
ben.

Megoldds: Ha R UFD, akkor minden irreducibilis elem prim is (a méasik irdnyd
kovetkeztetés igaz minden integritasi tartomanyban), ugyanis ha p irred., és p | uwv =
q---qr, ahol a q1,...,q, irreducibiliseket az u és v felbontasabol kaptuk, akkor van olyan
w, amellyel pw = ¢q1 ---q-. A felbonthatésag miatt a w elem ps - - - ps alakban irhatoé, igy
Pp2 - Ps = q1 - - qr, és ekkor az egyértelmiiségbdl kovetkezik, hogy p asszocialt valamelyik
q;-vel, igy osztdja u-nak vagy v-nek. Tehét elég bebizonyitani, hogy 2 nem prim. Valéban,
ha 2 fd, akkor 2 | 1 —d? = (1 + Vd)(1 — Vd), de (1 £Vd)/2 =1 +£iVd ¢ Z[Vd a Q
folotti egyeértelmi foliras miatt, és igy 2 /(1 & v/d). Hasonléan lathato, hogy 2 | d esetén
244+d?>=(2+Vd)(2-Vd),de2 f2+d.

. Tegyiik fol, hogy d € 7 négyzetmentes. Ldssuk be, hogy

a) d <0 esetén Z[vd] UFD < d = —1 vagy —2.
b) d=1 ((mod 4)) = Z[Vd] nem UFD.
Megoldds:  a) Ha d < —3, akkor N(u) = a? + (—d)b®> > 3 minden olyan esetben,

amikor u ¢ 7Z, tehat ilyen elemek normajaként nem allhat el6 a 2 (és természetesen
—2 sem), a Z-beli szamok norméja pedig négyzetszam, tehat +2 egyaltalan nem lehet
norma, és igy az 5. feladat megoldasanak elején szereplé altalanos tulajdonsag miatt
2 irreducibilis, tehat a 7. feladat allitasa miatt Z[v/d] nem lehet UFD. A d = —1,—2
esetekben lattuk az elsadason, hogy Z[v/d] euklideszi gytird, igy UFD is.
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b) Ebben az esetben is be tudjuk 14tni, hogy 2 és —2 nem lehet norma, ugyanis a® —b*d =
a? —-v*=0,1vagy — 1(mod 4), igy nem lehet 2.

Tegyiik fol, hogy az S test részgyirije az R egységelemes gyirinek, és 1 € S. Ldssuk be,
hogy ekkor R vektortér S folitt, és igy véges R esetén |R| = |S|" valamely n € N-re!

Megoldds: Minthogy R gy(ri, az Osszeadasra nézve Abel-csoportot alkot. Az S-beli
elemekkel valo szorzas értelmezve van az R gy(riliben, és az erre vonatkoz6 vektortér-
axiomak kovetkeznek a szorzés asszociativitasabol, a disztributivitasbol, illetve abbol, hogy
az S test egységeleme az R gytrtinek is egységeleme. Ha R véges, akkor van S f6lott egy
véges bazisa: {by,...,b,}, és a koordindtavektorok szdma (ami megegyezik a vektortér
vektorai szaméaval) éppen |S|".

Bizonyitsuk be, hogy ha I,J<R-re R=1+J, akkor R/(INJ) = R/I® R/J.

Megoldds: 1. valtozat: R = R/INJ-ben [ =I1/INJ-reés J=.J/IN J-re az 1. izomorfiz-
mustétel szerint I = (I+J)/J = R/J és J = (I+J)/I = R/I, tovabba INJ <IN.J =0
és I +J = R, tehat R az I és j idealjainak direkt dsszege, és ez éppen a bizonyitando
Osszefiiggést adja.

2. valtozat: Definidljuk a ¢ : R — R/I & R/J leképezést a p(r) = (r+ I,r + J)
egyenlGséggel. Ez nyilvan miivelettarto, és Kero = {r|r+I =1, r+J=J} ={r|r €
I, r € J} =1nNJ. Belatjuk, hogy ¢ sziirjektiv. Legyen ugyanis (a + I,b+ J) tetsz8leges
elem R/I ® R/J-ben. Az R = I + J feltétel miatt van olyan ¢« € I és j € J, hogy
a—b=i+j. Igya+IT =(a—i)+1=(0b+j) +1,ésb+J = (b+j)+J, tehat
r=b+jre (a+I,b+J)=(r+1I,r+J)=¢(r). A homomorfizmustételbsl kivetkezik,
hogy R/INJ =R/Kerp 2Imyp=R/I® R/J.

Legyen f(x) € Q|x], és tegyiik fel, hogy f-nek nincs tobbszoros gyoke C-ben. Bizonyitsuk
be, hogy Qlz|/(f(x)) testek direkt dsszege.

Megoldds: Az allitast f(x) irreducibilis faktoraira vonatkozo teljes indukcioval bizonyitjuk.
Ha f(x) irreducibilis, akkor tudjuk, hogy Q[z]|/((f(z)) test. Tegyiik fel most, hogy f(z) =
g(z)h(x), ahol g(x) és h(r) nem konstans. A g(x) és f(x) polinomok relativ primek
Q[z]-ben, ugyanis ha lenne nem trivialis k6zos osztojuk, akkor annak egy komplex gyoke
g(z)-nek és h(z)-nek is gyoke lenne, igy f(z)-nek legalabb kétszeres gydke volna. A g(z)
és h(x) relativ prim voltabol kovetkezik, hogy vannak olyan a(zx) és b(z) polinomok Q|z]-
ben, amelyekkel a(z)g(x) + b(x)h(x) = 1, tehat az I = (g(x)) és J = (h(x)) idedlokra
I+ J = Q[z]. Méasrészt INJ a g(x) és h(x ) k6z0s tobbszoroseibdl all, és mivel ezek relativ
primek, I N J éppen az f(x) = g(x)h(x) tobbszordseit tartalmazza, azaz I NJ = (f(z)).
Tehat a 10. feladat szerint Q[z]/(f(x)) = Q[z]/(g9(x)) ® Q[z]/(h ( )), és az utoébbi két
faktorgytrt az indukcids feltevés miatt testek direkt Gsszege, tehat Q[z]/(f(x)) is az.

Legyen R=A® B, K< R, 1€ R. Bizonyitsuk be, hogy K = KNA® KnNB.

Ldssuk be, hogy eqy R egységelemes integritdasi tartomdanyban a € R akkor és csak akkor
prim tulajdonsdgi, ha az R/(a) faktorgyird nullosztémentes.

Adjuk meg Zli]-ben a 2 + 6i szdm irreducibilis elemekre valé félbontdsdt! Az asszocidlt
primtényezdket vonjuk dssze eqy hatvdnyba!

A hdzi feladatok beaddsi hatdrideje: mdjus 9.



