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Algebra 1. 5. feladatsor 2009. mércius 12.

Legyenek G, K csoportok, H részcsoport G-ben. Dontsiik el, melyek igazak az aladbbi
allitasok koziil.

a) Mindig van olyan ¢ homomorfizmus G-rél, melynek a magja H.

b) Mindig van olyan ¢ homomorfizmus G-re, melynek a képe H.

c) Tetsz6leges ¢ : G — K homomorfizmusnél ¢(H) részcsoport lesz K-ban.

d) Ha H normaloszté6 G-ben, akkor ¢(H) is normaloszté K-ban.

e) Ha H norméaloszté6 G-ben, akkor ¢(H) is normaloszté ¢(G)-ben.

f) Ha H normaloszté6 G-ben, akkor létezik olyan ¢ : G — L homomorfizmus alkalmas L
csoportba, melynek a magja H.

g) Tetszéleges ¢ homomorfizmusra, ha n | |G|, akkor n | |p(G)].

h) Tetsz6leges ¢ homomorfizmusra, ha n | |¢(G)|, akkor n | |G|.

. Hatarozzuk meg az alabbi tipusi homomorfizmusok szamat:

a) C@ — 015 b) Coo — 030 C) 030 — Coo d) CQ — D4 e) D4 — CQ

. Hatarozzuk meg, mely mas, ismert csoportokkal izomorfak az alabbi G /N faktorcsoportok:

a) G = Z12, a modulo 12 maradékosztalyok additiv csoportja, és N = {0,4,8 };

b) G = C, a komplex szamok additiv csoportja, és N = IR;

¢) G = C*, a komplex szamok multiplikativ csoportja (azaz az alaphalmaz C\ {0}), és
N={zeC|]zl=1}

d) G = a valés 3 x 3-as matrixok additiv csoportja, és N = azoknak a méatrixoknak
halmaza, amelyeknek a f6atlojaban csupa O szerepel;

e) G = IR, a valésak additiv csoportja, és IN = Z.

. Legyen |G| = 91. Hany olyan G — G homomorfizmus van, ami G-nek legalabb két,

kiilonb6z6 rendd, az egységtdl kiilonboz6 elemét 1-be viszi?

. Bizonyitsuk be, hogy ha N <G és H < G ugy, hogy HNN = {1} és HN = G, akkor

G/N =~ H.
a) Legyen N <G és N < K < (. Bizonyitsuk be, hogy K < G akkor és csak akkor, ha
K/N<G/N.
b) Adjunk példat arra, hogy normaloszt6 normalosztéja nem feltétleniil normaloszt6 az
egész csoportban!

Legyen N normaloszt6, H pedig egy részcsoport a 100-adrendd G csoportban. Bizonyitsuk
be, hogy ha |N| = 20 és |H| > 20, akkor H-nak van 5 indexi részcsoportja!

. Legyen N <G és Hy < Hy < GG. Bizonyitsuk be, hogy

a) Ho N N/H; N N norméalosztoként bedgyazhaté Hsy/Hi-be;
b) HoN/H; N homomorf képe Hs/H;-nek.

. Hany kompoziciélanca van a D, diédercsoportnak, és mivel izomorfak a kompozicioéfak-

torok?

Legyen G olyan véges csoport, amelynek egyetlen (valoédi) maximalis részcsoportja van.
Bizonyitsuk be, hogy G ciklikus.

Legyen G a 2-elemt test f6lotti invertadlhaté 3 x 3-as folsé haromszogmatrixok csoportja.
A 8 elemii () és D, csoportok koziil melyikkel lehet izomorf ez a csoport?

Bizonyitsuk be, hogy ha egy 60 elemii G csoportnak van egy 28 elemii csoportba mené nem
trivialis (azaz nem minden elemet 1-be viv§) homomorfizmusa, akkor G-nek van 2 indexii
részcsoportja.



