Algebra 1 2. zh 2021. december 2.

. Adjuk meg a kanonikus alakjdt (primhatvinyrendd ciklikusok direkt szorzataként wvalo
felirasdt) azoknak a 300 elemd Abel-csoportoknak, amelyekben nincs 100-adrendd elem.
Mi a maximalis elemrend a megadott csoportokban? (7 pont)

Megoldds: 300 = 22 - 3 - 52 = egy 300 elemti Abel-csoportban a 2-Sylow Z; vagy Zy X Zs,
az b-Sylow Zos vagy Zs X Zs, a 3-Sylow pedig csak Z3 lehet. A direkt szorzatban az
elemek rendje a komponensek rendjének legkisebb kozos tobbszorose, igy pontosan akkor
van benne 100-adrendt elem, ha a 2-Sylow Z,, az 5-Sylow pedig Zs5. Tehat a feltételnek
megfelel csoportok

G1:Z4X23><Z5XZ5
G2 :ZQXZ2X23XZ25
G3:ZQ><Z2X23><Z5XZ5.

. Van-e Ss-ben olyan tranzitiv H részcsoport, amelyre H = (g, h), o(g) = 3, o(h) =27
(7 pont)

Megoldds: Ha van a feltételeknek megfelels g,h € S5 elem, akkor o(g) = 3 miatt g csak
3-ciklus lehet (mondjuk, (123)), h ciklusfelbontésa pedig egy vagy két 2-ciklusbol all. De
ha h egyetlen 2-ciklus, és ez mozgatja az 1,2,3 valamelyikét, akkor lesz az {1,2,3,4,5}
alaphalmaznak olyan pontja, amelyet g és h is fixen hagy, és igy H nem lehet tranzitiv.
Ha h az 1,2,3 mindegyikét fixen hagyja, akkor h = (45), és H igy sem lesz tranzitiv:
a grafja az {1,2,3} és {4,5} Osszfiiggdségi tartomanyokra esik szét. Tehat h csak két
diszjunkt ciklus szorzata lehet ugy, hogy a grafban a maradék 4 és 5 is hozza legyen kotve
az 1,2,3-on levé haromszoghoz, pl. h = (14)(25) megfelel.

. Bizonyitsuk be, hogy egqy csoportban minden prim indexid normdloszto tartalmazza a
kommutdtor-részcsoportot, de prim indexd részcsoportokra ez mem feltétlendil igaz (Ss-
ben?). (7 pont)

Megoldds: Ha N <G, és |G : N| = p prim, akkor |G/N| =p = G/N = Z, = G/N Abel
= N> (G

Ss-ben 5 indexti az Sy részcsoport, amely az 5-6t fixen hagyo permutéciokbol all (120/24 =
5), méasrész tudjuk, hogy SL = As, ami 60 elemd, igy nyilvanvaléan Sy 2 S.

. Egy R gyird a eleme nilpotens, ha van olyan n pozitiv egész, hogy a™ = 0. Legyen N(R)
az R gyirid nilpotens elemeinek halmaza.
a) Ldssuk be, hogy ha R kommutativ, akkor N(R)< R, de

b) az R = 75°? nemkommutativ gyiriben N(R) mégcsak nem is részqyiri. (7 pont)

Megolddas: a) Azt kell belatni, hogy N(R) nem iires, zart az Osszeadasra, és az R elemeivel
valo szorzasra (elég egy oldalrdl, mert R kommutativ).
0€ N(R): 0' = 0.
m—+n
Ha a" = b™ = 0, akkor (a + b)™*" = 3 (™ ™)a*b™ "~* (ebben hasznaltuk R
k=0
kommutativitasat), és itt k > n esetén a* = 0, k < n esetén b™T"~%F = 0, vagyis
minden tag, és igy (a + b)™*" is 0.
Ha a™ = 0, és r € R, akkor (ar)” = a"r"™ = 0r™ = 0 (itt is hasznaltuk az R
kommutativitasat).
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nilpotens: ¢? = I, tehat ¢ hatvanyai csak c és I valtakozva. (Egyébként is nyilvanvalo,
hogy invertalhaté elem nem lehet nilpotens: ha ¢® = 0 lenne, akkor 1 = (¢71)"c"™ = 0
ellentmondaés.)
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5. Bizonyitsuk be, hogy minden 3* -5 elemi csoport feloldhato. (Csak eldaddson vagy gyakor-
laton bizonyitott tételre hivatkozzunk!) (7 pont)
Megoldds: |Syls(G)| =1 (mod 3), és |Syls(G)] | 5, igy Syls(G)| = 1 = G 3-Sylowja
normalosztd: N <G, |N| = 3% De ekkor N feloldhato, mert p-csoport, és |G/N| =5 =
G/N is feloldhato, tehat G is feloldhato.

(Az 5-Sylowok szamolasaval is lehet kezdeni, de ekkor a |Syls(G)| = 81 eset is szobajohet,
amit az elemszamlaldo modszerrel lehet lekezelni, és belatni, hogy ebben az esetben a 3-
Sylow lesz normaloszto.)

6. Tekintsik az S4 szimmetrikus csoport csoporthatdsdt a konjugdldssal a 2-Sylowjain. Hdny
elemt ennek a csoporthatdsnak a magja, azaz { g € Sy | P9 = P VP € Syla(Sy4) } 2 (7 pont)

Megoldds: Legyen G = Sy. |Syl2(G)| | 3 = |Syl2(G)| = 1 vagy 3. De 1 nem lehet, mert
akkor lenne G-nek 8-elemi normalosztoja, pedig tudjuk, hogy S4 normélosztoi csak 1, V',
Ay és Sy. Tehat a csoport egy haromelemi halmaz elemeit permutélja, azaz a csoporthatas
¢ : G — S3. Im tranzitiv csoport a 3. Sylow-tétel miatt, S3-nak 3-mal oszthaté rendd
részcsoportja, igy |Im | = 3 vagy 6, és ebbdl Sy / Ker ¢ = Im ¢ miatt Ker ¢ = 8 vagy 4.
De Sj-nek nincs 8-adrendii norméalosztoja, tehat |Ker ¢| = 4.

2. megoldds: Ahogy az el6bb, megallapithatjuk, hogy |Syl2(Ss)| = 3. Ebbdl kovetkezik,
hogy minden P 2-Sylowra |G : Ng(P)| = 3, de P < Ng(P), és P szintén 3 index,
emiatt Ng(P) = P. Tehat Kerp ={g € G| P9 = P VP € Syls(G)} = {Na(P)|P €
Syla(G)} = N{P|P € Syla(G) }. Ez legfoljebb 8 elemt, mert benne van barmelyik 2-
Sylowban, de kisebb is annal, mert tobb 2-Sylow van. Viszont a V' 2-csoport normaloszto,
igy minden 2-Sylowban benne van, tehat ezek metszetében is. Emiatt 4 | | Ker | | 8, de
nem 8 = | Ker | = 4.



